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Algebra und Zahlentheorie 

ON THE N U M B E R OF S O L U T I O N S OF S O M E 
C O N G R U E N C E S IN T W O V A R I A B L E S A N D THE 
R I E M A N N H Y P O T H E S I S 

By L . J . M O R D E L L , M a n c h e s t e r 

L e t p b e a p r ime n u m b e r a n d 

fr[x) = a0 xr + a1 xr~1 + .... + a r , 

w h e r e t h e a's a r e in t ege r s . L e t Nr d e n o t e t h e n u m b e r of solut ions in x, y of t h e 

c o n g r u e n c e 

_y8 = f{x) (mod 

In a p a p e r t o a p p e a r in the M a t h e m a t i s c h e Zeitschrif t , I p r o v e t h e 

Theorem. If f (x) is no t c o n g r u e n t t o an a lgebra ic s q u a r e m o d p, t h a t is, if we 

e x c l u d e t h e case w h e n 

/•{*)==* »+ . . . . + 

ident ical ly, t h e n 

(1) A r r = ¿ + 0 ( > * ) f (r = 3 , 4 ) 

= P + 0(p1"), ( ' = 5 , 6 ) 

t h e cons t an t s impl ied in (9 b e i n g i n d e p e n d e n t of t he coefficients a 0 , a l t ar . 

T h e r e a r e a lso o t h e r resul t s for s o m e similar c o n g r u e n c e s . 

W h e n r = 3 a n d a0y£o ( m o d p ) , a resu l t g iven b y A r t i n in t h e M a t h e m a t i s c h e 

Zei tschrif t 19 (1924) 2 3 0 suggests t h a t 

(2) \ ^ - p \ < 2 ^ y , 

a n d h e h a s ac tua l ly verified th is in s o m e for ty numer i ca l cases . 

T h e resu l t (2) is t r u e if and on ly if a ce r t a in zetafunct ion Z (s) s t ud i ed b y A r t i n , 

h a s i ts nont r iv ia l ze ros o n t h e line R (s) =• \ . T h e function Z(s) is formed in t h e 

field K~{\j~b~) d e r i ved b y t h e adjunct ion t o t h e field K of t h e ra t iona l functions oí 

t m o d p of \j D w h e r e D is a p o l y n o m i a l in t of d e g r e e n a n d is free from s q u a r e 

fac tors . A zetafunction 

Z(s) =Z{s,p,sJ~D) 

exis t s for e v e r y p r i m e a n d e v e r y s u c h D. T h o u g h (1 — p-b—')) Z(s) is a 

p o l y n o m i a l of d e g r e e n — 1 in l/p* , Z(s) h a s t h e usua l p r o p e r t i e s a s soc i a t ed wi th 
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t h e R i e m a n n ze tafunct ion i nc lud ing t h e famous h y p o t h e s i s . T h e resu l t ( i ) m e a n s 
2 

t h a t w h e n n — 3 , Z (s) h a s n o nont r iv ia l ze ros wi th R (s) > — -f- e for a r b i t r a r y 

e > O a n d sufficiently l a r g e p, whi le (2) implies t h a t t h e zeros a r e on R (s) = - i - . 

M y m e t h o d s c a n b e s e e n from a p roo f of a t h e o r e m of a t y p e well k n o w n in 

connec t ion wi th F e r m a t ' s l as t t h e o r e m b y t h e w o r k of Dickson , Hurwi t z a n d S c h u r . 

Theorem. If N is t h e n u m b e r of so lu t ions of t h e c o n g r u e n c e in x, y, 

axm + by + c = o (mod p), 

w h e r e abc gz^ o m o d / , a n d m, n a r e pos i t ive i n t e g e r s d i v i d i n g / — / , ( this is n o 

loss of genera l i ty ) 

t h e n | j V — p \ 2 ^ . p m n ( m - \ - 1) ( » - f 1). 

I M A G I N Ä R E Q U A D R A T I S C H E Z A H L K Ö R P E R U N D 
DIE N U L L S T E L L E N DER R I E M A N N S C H E N ZETA 
F U N K T I O N 

V o n M A X D E U R I N G , L e i p z i g 

Die F r a g e nach den i m a g i n ä r e n q u a d r a t i s c h e n Z a h l k ö r p e r n m i t der K l a s s e n z a h l 

E i n s is t bekann t l i ch m i t der F r a g e nach der Nu l l s t e l l enve r t e i lung de r diesen K ö r p e r n 

zugehör igen L - R e i h e n eng v e r k n ü p f t (s iehe z. B . E . L a n d a u : U e b e r die K la s senzah l 

i m a g i n ä r - q u a d r a t i s c h e r Zah lkö rpe r , Gö t t . N a c h r . 1918, S. 285—295). M a n k a n n 

diese F r a g e abe r auch m i t den Nul l s te l l en der R i e m a n n s c h e n Ze ta funk t ion Ç (s) in 

V e r b i n d u n g b r i n g e n . M a n k a n n folgendes b e w e i s e n : 

W e n n es unendl ich viele i m a g i n ä r e q u a d r a t i s c h e K ö r p e r m i t der K l a s s e n z a h l E i n s 

g ib t , so folgt d a r a u s , daß die n icht ree l len Nul ls te l len von Ç (s) den Real te i l i / 2 haben 

und einfach s ind. 

Jedenfa l l s k a n n a lso von den be iden V e r m u t u n g e n : d a ß Ç (s) auße r bei j = — 1, 

—• 2 , . . . b loß auf der G e r a d e n a= V2 Nul ls te l len ha t , u n d : daß es bloß endl ich viele 

i m a g i n ä r e q u a d r a t i s c h e K ö r p e r m i t der K l a s s e n z a h l E i n s g ib t , höchs tens e ine falsch 

sein. 

D e r Beweis b e r u h t auf e iner a s y m p t o t i s c h e n E n t w i c k l u n g der Ze t a funk t ion der 

H a u p t k l a s s e eines i m a g i n ä r e n q u a d r a t i s c h e n K ö r p e r s m i t der D i s k r i m i n a n t e — 4 d: 

Z (s) = Ç (2s) + ¿ V . - • n gL 2 *- 1 )^*- 1 / « ) + o d*-% c > o 

4 
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für g r o ß e d, de ren Beweis v e r w a n d t is t m i t den E n t w i c k l u n g e n von Mordeil zum 

Beweis de r K r o n e c k e r s c h e n Grenzformel . 

D iese F o r m e l e r l aub t für eine Nulls tel le y2 + it von £(s) den Schluß, d a ß für 

einen K ö r p e r k ( | /— 4 d) m i t der Klassenzah l E i n s 

d" — S n 
£(2s-i)r(s-yt) <c1e-

£[s) r(s) 

gilt . H i e r a u s läßt sich eine Ung le i chung der F o r m 

d.+l>c3e^y-' 

für die F o l g e — 4 dlt -— 4 d2, — 4 da,. . . d e r D i s k r i m i n a n t e n m i t der Klassenzah l 

E i n s gewinnen , welche das H a u p t r e s u l t a t de r obengenann ten A r b e i t von E . L a n d a u 

für d ie e inklass igen K ö r p e r in gewisser W e i s e ve r schär f t . 

Ü B E R DIE L Ö S B A R K E I T DER G L E I C H U N G 
x 2 _ D y 2 = _ l 

V o n T R I G V E N A G E L L , U p p s a l a 

E i n e g a n z e pos i t ive Zahl , d ie als S u m m e v o n zwei t e i l e r f r emden Q u a d r a t z a h l e n 

da r s t e l l ba r is t , abe r keine Q u a d r a t z a h l ist , w i r d eine A-Zahl g e n a n n t . F ü r die L ö s 

b a r k e i t de r Gle ichung 

(1) *i—Dy2 = — i 

in ganzen Zahlen x und y, is t d a n n offenbar n o t w e n d i g , d a ß D e ine A-ZsAu is t . Dies 

ist aber n ich t h inre ichend, wie m a n aus d e m Beispie le 0 = 34 e r s i eh t ; die P e r i o d e 

der K e t t e n b r u c h e n t w i c k l u n g von J/34 ha t näml i ch eine g e r a d e A n z a h l von Gl iedern , 

und folglich ist die Gle ichung (1) un lösbar für D=24- E i n e A-Zahl D w i r d eine 

B-Zahl ode r C-Zahl genann t , je nachdem d ie Gle ichung (1) lösbar is t oder n icht . 

Sei t Legendre we iß man , daß z. B . alle P r i m z a h l e n von der F o r m 4 « -)- 1 .B-Zahlen 

s ind. H i e r a u s folgt speziell, daß die A n z a h l de r B-Zahlen u n t e r h a l b x w e n i g s t e n s 

1 x 
von der G r ö ß e n o r d n u n g — , ist . U e b e r d ie C-Zahlen w u ß t e m a n bisher n ich t s . 

2 iogx 

Tn diesem V o r t r a g e wi rd u. a. bewiesen, d a ß die A n z a h l der C-Zahlen < x g röße r 

als c\x i s t , w o c eine pos i t ive K o n s t a n t e is t . 
5 
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Ü B E R DIE D A R S T E L L U N G VON Z A H L E N D U R C H 
B I N Ä R F O R M E N H Ö H E R E N G R A D E S 

Von K U R T M A H L E R , Kre fe ld 

I m J a h r e 1908 ze ig te A x e l T h u e d u r c h ein höchs t ge is tvol les V e r f a h r e n , d a s 

spä te r von C. Siegel v e r a l l g e m e i n e r t w u r d e , d a ß d ie A n z a h l A(g) de r D a r s t e l l u n g e n 

e iner g a n z e n r a t i o n a l e n Zahl g d u r c h e ine i r r eduz ib i l e B i n ä r f o r m F (x, y) v o m 

G r a d n > 3 m i t g a n z e n r a t i o n a l e n Koeff iz ienten endl ich is t . V e r k n ü p f t m a n die 

T h u e - S i e g e l s c h e M e t h o d e m i t der H e n s e l s c h e n T h e o r i e der P - a d i s c h e n Zah len , so 

läßt sich ein a l lgemeinere r E n d l i c h k e i t s s a t z g e w i n n e n , n ä m l i c h : „F {x, y) i s t n u r für 

endl ichviele P a a r e x, y g a n z e r r a t i ona l e r Zahlen allein d u r c h endl ichvie le fes te P r i m 

zahlen t e i l b a r . " S c h ä r f e r g i l t s o g a r : „ Z u F (x, y) g i b t es eine n u r v o n d iese r F o r m 

a b h ä n g i g e K o n s t a n t e c, so d a ß A (g) < T (g) e'*1 is t , u n t e r T (g ) die A n z a h l der 

n a t ü r l i c h e n Zahlen , de ren n-te P o t e n z in g au fgeh t , u n t e r t d ie A n z a h l d e r P r i m 

zahlen, d u r c h die g t e i lba r i s t , v e r s t a n d e n . " E i n e b e m e r k e n s w e r t e F o l g e r u n g a u s 

diesen E n d l i c h k e i t s s ä t z e n l a u t e t : „ B e s i t z t e ine B i n ä r f o r m G (x, y) g a n z e r a t i ona l e 

Koeff iz ienten u n d m i n d e s t e n s d r e i ve r sch i edene L i n e a r f a k t o r e n , so w ä c h s t d ie g r ö ß t e 

in F (x,y) en tha l t ene P r i m z a h l ü b e r alle Grenzen , w e n n x, y g a n z r a t i o n a l te i le r 

f remd s ind und m i n d e s t e n s e ine von ihnen gegen U n e n d l i c h s t r e b t . " 

D e r B e w e i s d ieser S ä t z e ge l ing t d u r c h Z u r ü c k f ü h r u n g auf e ine A u s s a g e ü b e r d ie 

A n n ä h e r u n g a lgeb ra i sche r Z a h l e n : „ B e d e u t e t F (x, 1) e in i r r eduz ib les P o l y n o m m i t 

g a n z e n r a t iona len Koeff iz ienten vom G r a d « > 3 , Pv P2, ..., Pt endl ichvie le ve r 

schiedene P r i m z a h l e n , £ e ine reelle, £j für t — 1, 2 . . . , t e ine 7 ^ - a d i s c h e N u l l 

stel le v o n / (x), \a \ den gewöhnl i chen A b s o l u t b e t r a g , | a d e n 7^-ad i schen W e r t , 

ß ]> min ^ j * ̂  -\- sj e ine K o n s t a n t e , so bes i t z t d ie U n g l e i c h u n g 

j = 1, 2 , . . . , n — l 

min ( 1 , 
1 I 1 

) min ( 1 , Px) < m a x {\p 
1 

höchs tens endl ichvie le L ö s u n g e n in g e k ü r z t e n B r ü c h e n . " 

U m diesen H i l f s s a t z abzu le i t en , s te l l t m a n nach d e m V e r f a h r e n von T h u e u n d 

Siegel I d e n t i t ä t e n de r F o r m 

R (x,y) = (x— sYF[x,y,s) + ly— z) G{x,y,z) + F(x, 1) X(x,y,z) 

auf, w o R, F, G, H P o l y n o m e m i t kle inen g a n z e n r a t i o n a l e n Koeff iz ienten u n d r e ine 

g r o ß e n a t ü r l i c h e Zahl is t . Ident i f iz ie r t m a n d a n n x u n d y m i t zwei B r ü c h e n ^ u n d 

6 
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—, z d e r R e i h e nach m i t den Nulls te l len £, & , . . . , & , so ze ig t s ich, daß d i e beiden 
Ii 
P r o d u k t e 

min (- &—t\ h m in f i , 
9i / t = i \ *1 H 

F x ) u n d m i n ( i , — —d) # min ( i , ^ — f t 

nicht g le ichzei t ig klein sein können . 

S U R LES S Y S T È M E S C Y C L I Q U E S DE T R I P L E S 
DE S T E I N E R D I F F É R E N T S POUR N P R E M I E R 
DE LA F O R M E 6n + 1 

P a r S . B A Y S et G. B E L H Ò T E , F r i b o u r g 

D a n s le Chap . I V d 'un m é m o i r e r écen t* ) s u r les sys tèmes cycl iques de t r ip les de 

S t e i n e r di f férents p o u r N p r e m i e r (ou pu i s s ance de n o m b r e p r e m i e r ) de la fo rme 

6« - j - I , j ' a i m o n t r é commen t on peu t o b t e n i r les sys tèmes de ca rac t é r i s t i ques diffé

rents a p p a r t e n a n t à chaque d iv i seur d de 3« , dans les 4 cas s u i v a n t s qui épu i sen t 

t ou t e s les poss ib i l i t és : 

1. d es t p r e m i e r à w (d = i et 3 ) ; 

2. d es t d iv i seu r de n, n e t > 3 ; 

3. « e s t d iv i seur d e d (d = n et 3*1); 

4. d e t m on t u n p.g.c .d. ô >• e t « . 

L e s sys t èmes de ca rac t é r i s t i ques di f férents é t a n t ob tenus , il r e s t a i t la ques t ion 

su ivan t e : d é t e r m i n e r le nombre et la nature des sys tèmes cycliques de t r ip les diffé

rents d é t e r m i n é s p a r chacun de ces sys tèmes d e ca rac t é r i s t i ques . 

So i t 2 u n sys tème de ca rac té r i s t iques , 6" u n sys tème de t r ip les d é t e r m i n é p a r 2. 

Si ¡I x, i + x \ > I x, (f x I \ est le d iv iseur du g r o u p e métacycl ique , d ' o r d r e le p lus élevé 

que possède 6", nous d i rons que S est de la classe a>. 

"Kn 

So i t — == 2.a. nx, ny impa i r . S o i t f/\ = 1, f/'t, u'3, ..., /j'k=n! l ' ensemble des d iv i 

s eu r s de nv S i 2 a p p a r t i e n t à d, les va leurs poss ib les de œ s o n t w , = 2{/,d= 2"+lft'¡d, 

z=z 1,2..., k, (¿i=2a[j'i. S i 5" es t de la classe <o¿, 2f/,- sys tèmes de t r ip les d é t e r m i n é s 
\n 

p a r 2 son t équ iva len ts à S (S inc lus) . P o u r d = i , ~ =3n = 2tt.n1 es t à r e m -

*) Commentarli Math. Helvetici, vol. 2, fase. IV et vol. 3, fase. I, II et IV. 

7 
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placer p a r n — 2^. n\, n\ i m p a i r , e t la su i t e des d iv i s eu r s fi'{ de nlt p a r celle p lus 

cou r t e des d i v i s e u r s de » / : fti = } , fi», ^ 3 ' , • •• ,fi'k< — n \ -

So i t x¿ le n o m b r e des sys t èmes 5 d i fférents de la classe co,-. Grâce à u n e idée heu

r euse de l 'un de mes élèves, nous sommes m a i n t e n a n t en é t a t de donne r a i s émen t , 

quel que soit le sys t ème de ca rac t é r i s t i ques 2 d a n s chacun des 4 cas c i -dessus , 

le n o m b r e x¡ p o u r chaque classe w¿. 

a>i es t d iv i seu r d e 6m ; il p e u t ê t r e d i v i s e u r de 2n. M é t a n t le n o m b r e des sys t èmes 

5 d é t e r m i n é s p a r 2, d ' une classe OJ,i , ta,-/ w, e t d iv i seu r de OD,- po s sédan t d o n c u n 

d iv i seu r métacyc l ique d ' o r d r e p lus élevé que celui de( | ; t r , 1 -f- x\, |x, a»,- x\] : si w,-

est diviseur de 2 « , on a : 
o),- i to/n' 

x < = 27T ( I ) 

n' é t a n t le n o m b r e des c a r a c t é r i s t i q u e s p r inc ipa les de 2 ; si u>¿ n'est pas diviseur de 

2n, on a s imp lemen t : 

2 6 -M 
*t = —; 2) 

2fi{ 

L e n o m b r e des sys tèmes 5" de la c lasse a>¡ es t 2f/iX¿. D a n s ce t te fo rmule ( 1 ) ou 

( 2 ) , M es t donc à r e m p l a c e r par2 2ft,i x¡i, où i' p a r c o u r t c e u x des indices 1, 2 , . . ., k, 

p o u r lesquels to,i <^ to,- es t d i v i s e u r de co,-. O n o b t i e n t a ins i de proche en p roche 

chacun des x¡ au moyen des p récéden t s . 

ON S A T U R A T E D N U M B E R S 

By H . R A F A E L , B o m b a y 

Cal l ing saturated n u m b e r s of o r d e r k t he in t ege r s for wh ich 

T^_a + k ß + k X + k 

is a m a x i m u m , t he n u m b e r b e i n g N = 2 a • 3^ • Ç ... p^ ser ies of s a t u r a t e d n u m b e r s of 

different o r d e r s m a y be cons t ruc t ed . T h e inves t i ga t i ons of la te Prof . C e s à r o on 

the m. c. m. of t he n u m b e r s 1, 2 , 3 n a r e closely connected w i t h these n u m b e r s . 

8 
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T h e m a i n t h e o r e m for the i r ac tua l cons t ruc t ion is t h a t a n y s a t u r a t e d n u m b e r of o rde r 

k, Sk(m¿) is equal t o a s a t u r a t e d n u m b e r of o r d e r k 4 - i , 5"^ mul t ip l ied 

by P (pk), w h e r e P (pt) s t ands for the p r o d u c t of the p r i m e n u m b e r s f rom 2 t o pk 

(P (pk) — 2. 3 . 5-...pt). T h e inves t iga t ion of t he lower and uppe r l imi ts for p 

in o r d e r t o avoid t r i a l s , is the m o s t definite p a r t of the p re sen t pape r . 

L e t 5 A + 1 ( m A + 1 ) b e a s a t u r a t e d n u m b e r of o r d e r k -f- 1 and T l + l ( m k + l ) b e 

its c o r r e s p o n d i n g factorial i n d e x of o r d e r k -\- 1. If we cons ider t h e n u m b e r 
k 

¿q—7 ^ A + i (mi+i) ob t a ined mu l t i p ly ing T i + 1 b y k a n d d iv id ing b y k 4 - 1, 

e i the r t h i s n u m b e r is t h e factorial i ndex of o r d e r k -f- 1 of a s a t u r a t e d n u m b e r of o r d e r 

k-\-1, S kJrl{m' k + 1 ) o r it lies be tween two consecu t ive factorial ind ices of o r d e r ¿ 4 - 1 

k 

of two s a t u r a t e d n u m b e r s of t h e same o r d e r . If -—,— T, . Am,, ,) = 7 \ , , (tn' , ,1 

t h e n , if p' is t h e p r i m e n u m b e r i m m e d i a t e l y p r e c e e d i n g t h e quo t i en t (not neces -

r ^>*4-l (tH k+i) • 1 , 1 , . 

s a n l y an in teger ) n= c ^ — r - , i . e . p k < h, b u t the re is n o p r ime n u m b e r 
\m k+i) 

b e t w e e n p'k a n d h, t h e n p'k is a lower l imit i . e . S t + 1 • P(pk) c a n n o t b e a 

s a t u r a t e d n u m b e r of o r d e r k, if pk<Z.p'k-

k 
If t he n u m b e r -—-— T... (m, .,) is no t a n e x a c t factorial i n d e x of o r d e r k 4- 1 

—j— I * + l K * + 1 

of a s a t u r a t e d n u m b e r of this o rder , t h e n it lies be tween t w o consecut ive factorial 

indices of t w o consecu t ive s a t u r a t e d n u m b e r s of this o rde r . The re fo r e T, Am', — \)<C 

k 

<C Tk+i (mi+i) £ _j_ j ^ ^i+i (M'i+i)' t n e n ^P'i l s ^ e P r i m e n u m b e r immed ia t e ly 

p r e c e e d i n g t h e quo t i en t , i n t e g e r or fractional h= * + ' ' l+1> ¡ e p ' S k , b u t 

t h e r e is no p r i m e n u m b e r b e t w e e n a n d h, t h e n is a lower limit, i. e. 

canno t b e a s a t u r a t e d n u m b e r of o r d e r k if pk<Cp'k-
k-\-\ 

T h e r e a s o n i n g in o r d e r t o d e t e r m i n e t h e u p p e r limit is t h e s a m e . If — \— 7 \ , (m, , \ 
k-\-i\ k-\-\/ 

is t h e e x a c t factorial i n d e x of o r d e r ¿ 4 - 1 of a s a t u r a t e d n u m b e r 5 , , (tn", , 1 of 
S [m1' ) 

t h e s a m e o rde r , t hen if h = , — , 5 . , . (m ,.\P(p¡\ c a n n o t b e a s a t u r a t e d 
S ¿ + i ( w ¿ + 1 ) k + 1 } ^ r i > 

k 4 - i 
n u m b e r of o r d e r ¿ if pk^> h; if —^ — ^¿-1-1 (mt+ì) ' s n o t exac t e ly t h e factorial 

i n d e x of o r d e r k -f-1 of a s a t u r a t e d n u m b e r of t h e s a m e o rde r , b u t it lies b e t w e e n 

t w o consecu t ive indices of o r d e r ¿ 4 - 1 of t w o consecu t ive s a t u r a t e d n u m b e r s of t h e 
9 
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k 4 - 1 
s a m e o rde r , i. e. t h a t w e h a v e T t + 1 — I ) < —j- T k + 1 (mt+1) < T t + 1 

t h e n if k = S * + 1 ^ * k + 1 ) , S^.Jm^Pfp.) c a n n o t b e a s a t u r a t e d n u m b e r of 
Si+1{mk+1) * + U v ^ * ' 

o r d e r /fe if pk~~>h. T h e p roo f is t h e s a m e a s for t h e lower l imit , i. e. b y compar i son . 

A n easy me thod wh ich a l lows t h e indefini te ca lcu la t ion of t he se ser ies w i t h o u t 

hes i t a t i on is a l so exp la ined a n d re su l t s a r e s h o w n . 

T h e a s y m p t o t i c p r o p e r t i e s of these se r i e s , v e r y compl ica ted a n d difficult t o p r o v e 

r igo rous ly , a r e t h e s u b j e c t of t h e ana lys i s of t h e second p a r t of t h e pape r . T h e ser ies 

Sx o r t he ser ies of n u m b e r s w i t h a m a x i m u m n u m b e r of d i v i s o r s is t h e m o s t 

i n t e r e s t i n g of t h e se r i e s of s a t u r a t e d n u m b e r s b u t i t s i nves t i ga t i on and s t u d y a r e 

labor ious . A n y n u m b e r of t h i s ser ies is of t h e f o r m P (pj), P (/>2), P (p3) , 

w h e r e plt w h e n i t is v e r y l a rge , differs v e r y l i t t le f rom p2. p3. a n d a p p r o x i m a t e l y 

= \ ° ^ 2 = O t h e r p r o p e r t i e s re la ted t o t h e f requency of t he se n u m b e r s 
l o g 2 l o g | logi 

a r e a l so s h o w n . 

D I S K R I M I N A N T E E I N E R Q U A D R A T I S C H E N 

F O R M 

V o n H . B R A N D T , H a l l e - S a a l e 

E s w e r d e n q u a d r a t i s c h e F o r m e n be l ieb iger O r d n u n g m i t r a t i o n a l e n Koeff iz ienten 

b e t r a c h t e t . F ü r die F o r m f— f (x¡x¡...xn) w i r d bei g e r a d e m w = 2 v de r A u s d r u c k 

A = ( - i ) v und bei u n g e r a d e m n — 2 v -f- 1 de r A u s d r u c k à = ( — i ) v \ 
iff 

ÒX.ÒXi I dxjdxjt 
als Diskriminante beze ichnet . 

S i n d die Koeff iz ienten von / ganzzah l i g , so e n t h ä l t A alle, u n d n u r die P r i m 

zahlen, für welche de r R a n g von / k le ine r a ls n is t , u n d d a s Vorze i chen i s t so 

g e w ä h l t , d a ß für P r i m z a h l e n p, welche n i c h t in A au fgehen , das L e g e n d r e s c h e 

Symbo l ^ a s V e r h a l t e n de r F o r m in b e z u g auf p ( u n d P o t e n z e n von p) voll

s t ä n d i g b e s t i m m t . 

B e t r a c h t e t m a n e ine G e s a m t h e i t von F o r m e n , welche a u s e ine r be l ieb igen von 

ihnen d a d u r c h e n t s t e h t , d a ß m a n alle r a t i o n a l e n u m k e h r b a r e n l inea ren T r a n s f ó r m a 

lo 
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t i onen a u s ü b t und d ie e rha l t enen F o r m e n noch m i t bel iebigen r a t iona len F a k t o r e n 
mul t ip l i z i e r t , so lassen sich darunter , d ie jen igen F o r m e n ausze ichnen, welche g a n z 
zahl ige Koeff iz ienten und eine, abso lu t genommen , mögl ichs t k le ine D i s k r i m i n a n t e 
(und n i ch t nega t i ve S i g n a t u r ) haben. S i e he ißen Stammformen, und ih re D i s k r i 
m i n a n t e he iß t Stammdiskriminante für j ede F o r m der Gesamthe i t . 

D i e S t a m m d i s k r i m i n a n t e A0 en thä l t be i u n g e r a d e r O r d n u n g n u r einfache P r i m 
fak to ren , be i g e r a d e r O r d n u n g k ö n n e n u n g e r a d e P r i m f a k t o r e n höchs tens im Q u a d r a t 
au f t r e t en , w ä h r e n d die P r i m z a h l 2 wie be i b i n ä r e n F o r m e n e n t w e d e r n ich t oder in 
der zwe i t en oder d r i t t e n P o t e n z v o r k o m m t . 

E i n e F o r m f he iß t für die P r i m z a h l p vo l l s t änd ig zer legbar , w e n n für jede P o t e n z 
p* e ine K o n g r u e n z 

mögl ich i s t , w o die L i n e a r f o r m e n s ind u n d d a s e i n g e k l a m m e r t e Glied bei g e r a d e m 
« = 2 v fehlt . 

Bei u n g e r a d e r O r d n u n g i s t A0 b i s auf d a s Vorze i chen d a s P r o d u k t de r P r i m 
zahlen, für welche f n i ch t vo l l s t änd ig z e r l e g b a r is t . 

Bei g e r a d e r O r d n u n g ist d ie F o r m v o l l s t ä n d i g ze r l egba r für alle und n u r die P r i m 

zahlen p, für d i e l — — J = i , und u m g e k e h r t i s t d a d u r c h J0 b e s t i m m t , w e n n n u r 

ein g e m ä ß dieser F o r d e r u n g a u f t r e t e n d e r e infacher P r i m f a k t o r 2 durch 8 e r se tz t 

Aehnl iche B e t r a c h t u n g e n k ö n n e n für q u a d r a t i s c h e F o r m e n in a lgebra i schen Zahl
k ö r p e r n anges te l l t we r de n . N u r g ib t es h ie r im a l lgemeinen ke ine S t a m m f o r m e n , und 
die S t a m m d i s k r i m i n a n t e w i r d ein Idea l . I h r e B e d e u t u n g i s t bei u n g e r a d e r O r d n u n g 
en t sp rechend , w ä h r e n d bei g e r a d e r O r d n u n g die Klass i f ika t ion de r P r i m i d e a l e n ich t 
du rch die S t a m m d i s k r i m i n a n t e d i rek t , s o n d e r n du rch i rgend e ine F o r m u n d ihre 
D i s k r i m i n a n t e für fas t alle P r i m i d e a l e b e w i r k t w i r d , u n d d iese F o r m k a n n so 
a u s g e w ä h l t w e r d e n , daß i rgendwelche v o r g e g e b e n e P r i m i d e a l e nicht zu d e n A u s 
n a h m e n gehören . 

f= A / , + / . h + ••• + 4 v - i 4v + in 

wird . 

I I 
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F Ö R D E R U N G D E R U N T E R S U C H U N G E N D E S 
H E R R N F U E T E R Ü B E R M O D U L A R G L E I C H U N G E N 
U N D K O M P L E X E M U L T I P L I K A T I O N DER E L L I P 
T I S C H E N F U N K T I O N E N 

V o n L . K I E P E R T , H a n n o v e r 

D u r c h d a s z w e i b ä n d i g e W e r k : „ V o r l e s u n g e n ü b e r d ie s ingu l ä r en M o d u l n u n d d i e 
k o m p l e x e M u l t i p l i k a t i o n der el l ip t ischen F u n k t i o n e n " h a t sich H e r r Fueter e in 
g r o ß e s V e r d i e n s t e r w o r b e n schon d a d u r c h , daß er d ie Weierstraßsche /» -Funkt ion 
de r V e r g e s s e n h e i t e n t r i s s e n ha t . D i e vielen S ä t z e , d ie er dabe i her le i te t , s ind b a h n 
brechend u n d von g r o ß e m wissenscha f t l i chem I n t e r e s s e . Bei der A u f g a b e , d ie n u m e 
r i sche B e r e c h n u n g de r M o d u l a r g l e i c h u n g e n a u s z u f ü h r e n , is t er auf besonde re S c h w i e 
r igke i t en ges toßen , d ie ich in w e i t e m U m f a n g e bese i t igen k a n n . 

U n t e r B e n u t z u n g de r Weier straßschen Beze i chnungen k a n n ich h ie r das F o l g e n d e 
mi t t e i l en : 

Bei den M o d u l a r g l e i c h u n g e n l iegt es a m nächs ten , e ine B e z i e h u n g zwischen de r 

abso lu t en I n v a r i a n t e / = ^ j - de r u r s p r ü n g l i c h e n F u n k t i o n u n d der abso lu t en I n v a 

r i a n t e / de r t r a n s f o r m i e r t e n F u n k t i o n au fzusuchen . D a b e i w e r d e n aber d ie Zah l 

koeffizienten so g r o ß , daß die B e r e c h n u n g u n ü b e r w i n d l i c h e S c h w i e r i g k e i t e n b ie te t . 

Schon be i dem e infachs ten F a l l e n = 2 t r e t e n i4s te l l ige Zahlen auf. 
D e s h a l b h a b e ich e ine H i l f s g r ö ß e 

L j («0, to') J 
e inge füh r t , bei de ren B e n u t z u n g die R e c h n u n g e n wesentlich e infacher w e r d e n . 

I s t n e ine von 2 u n d 3 ve r sch iedene P r i m z a h l , so is t L 2 d ie W u r z e l e iner G le i chung 
(n -f- i ) t e l > G r a d e s , d e r e n Koeff iz ienten sehr e infache g a n z e r a t i o n a l e F u n k t i o n e n von 

sind. F ü r n = 2 u n d für n = 3 w i r d 

L" — 12 y 2 Ü -f- 16 = o 
und 

Lu + 18 L" + 216 y, D—27 — 0. 
F ü r n = 5 w i r d 

L 1 2 + 10 L « — i2y2L2 + 5 = 0, 
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e ine Gle ichung, d ie mich auf die A u f l ö s u n g de r a l lgemeinen Gle ichungen fünften 
G r a d e s m i t H i l f e der ell iptischen F u n k t i o n e n führ te . (Crelles Journal, Bd . 87.) 

I s t « = a 2 das Q u a d r a t e iner von 2 u n d 3 ve rsch iedenen P r i m z a h l , so g e n ü g t 
schon L se lbst e iner solchen Gle ichung v o m G r a d e a (a + i ) -

D a d u r c h ge lang es mir , d ie Modu la rg l e i chungen für 

n = 5> 25 , 7, 49, 13. 17, 19. 23 , 29, 31 

vol l s tänd ig herzule i ten . 
A u c h in dem Fal le , w o n eine bel iebig z u s a m m e n g e s e t z t e Zahl is t , leistet d ie Hi l f s 

g r ö ß e L sehr g u t e Diens t e , so daß ich die T r a n s f o r m a t i o n noch für 18 we i t e r e Fä l le 
d u r c h f ü h r e n konn te . 

B e s i t z t m a n die er forder l ichen T r a n s f o r m a t i o n s g l e i c h u n g e n , so e rg ib t sich die 
B e r e c h n u n g der s ingu lä ren I n v a r i a n t e n , bei denen k o m p l e x e Mul t ip l ika t ion s t a t t 
findet, mühelos , w a s ich im 39. Bande der M a t h . A n n a l e n d u r c h 42 Beispiele gezeigt 
habe . D i e Anzah l dieser Beispiele h ä t t e ich noch leicht v e r m e h r e n können , wenn 
ich d ie vo rhandenen , von mi r aufges te l l t en V o r b e r e i t u n g e n voll a u s g e n u t z t hä t te . 
J a , m a n k a n n sogar m i t Hi l fe der s ingu lä ren I n v a r i a n t e n die B e r e c h n u n g der T r a n s 
fo rmat ionsg le ichungen für g röße re W e r t e von n wesent l ich er le ichtern . 

(Verg i . Crelles Journal, Bd . 76, 87, 88, 95 und Math. Annalen, Bd. 26, 32 , 37.) 

Ü B E R DIE S C H L Ä F L I S C H E N M O D U L A R 
G L E I C H U N G E N 

V o n G. N . W A T S O N , B i r m i n g h a m 

Die von Schiarii e ingeführ ten Modu la rg l e i chungen , de ren T r a n s f o r m a t i o n s g r a d 
eine P r i m z a h l ist (3 , 5, 7 , . . . b is auf 37 u n d auch 4 7 ) , s ind von Schiaffi, W e b e r und 
B e r r y ausgea rbe i t e t worden . Ich habe e inige Schläflische M o d u l a r g l e i c h u n g e n aus 
gearbe i t e t , deren T r a n s f o r m a t i o n s g r a d e ine z u s a m m e n g e s e t z t e Zahl (ein Q u a d r a t ) 
ist , teils durch a lgebra ische M e t h o d e n ( E l i m i n a t i o n a u s zwei Modu la rg l e i chungen 
für einen P r i m z a h l g r a d ) , teils mi t dem G e b r a u c h e von ç-Reihen und ç - P r o d u k t e n . 
D i e Schläflische Modu la rg l e i chung für den 9. T r a n s f o r m a t i o n s g r a d is t ganz einfach, 
aber d ie Modu la rg l e i chung für den 25. T r a n s f o r m a t i o n s g r a d auszua rbe i t en i s t ziem
lich l angwie r ig , und die Modu la rg l e i chung für den 49. T r a n s f o r m a t i o n s g r a d i s t sehr 
kompl iz ie r t . Diese Modu la rg l e i chungen s ind sehr nütz l ich be im K o n s t r u i e r e n ge
wisse r s ingu lä re r Modu ln . 

13 
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Ü B E R DIE P R I M I D E A L Z E R L E G U N G IN G E W I S S E N 
R E L A T I V - I K O S A E D R I S C H E N Z A H L K Ö R P E R N 

V o n M A X G U T , Z ü r i c h 

E s sei k e in a lgebra i sche r Zah lkö rpe r u n d K e in in b e z u g auf k r e l a t iv -Galo i s ' scher 

K ö r p e r . D i e R e l a t i v g r u p p e sei d ie I k o s a e d e r g r u p p e , so d a ß der R e l a t i v g r a d 6 0 is t . 

I s t d a n n p e in P r i m i d e a l von k, so f r agen w i r nach se ine r Z e r l e g u n g in K: 

V = Pf* Pf ' ••• í>fr, N%&>,) = VF', *•= I , 2 , . . . r, 

also nach de r A n z a h l r der v o n e i n a n d e r v e r s c h i e d e n e n P r i m t e i l e r p,- v o n p, nach ih ren 

R e l a t i v o r d n u n g e n E,- u n d nach i h r e n R e l a t i v g r a d e n F¡ . 

E n t h ä l t k den K ö r p e r de r 5. E i n h e i t s w u r z e l n u n d eventuel l noch e ine g e w i s s e 

Q u a d r a t w u r z e l , so k a n n m a n in K i m m e r e ine r e l a t i v - b e s t i m m e n d e Zahl E s o finden, 

d a ß ih re R e l a t i v g l e i c h u n g in b e z u g auf k v o n de r F o r m 

(*) — [— E10 — i + 228 (Ea — S 5) — 4945"°] + 2 6 3 3 — [S{Si0-{- 11 E" — i)] 5 = o 

t 
i s t , wobe i £ u n d v g a n z e Zah len von k s ind , d e r e n Q u o t i e n t — d u r c h E e i n d e u t i g be 

s t i m m t i s t . U n t e r H e r a n z i e h u n g gee igne te r R e s o l v e n t e n d ieser Gle ichung , der H i l b e r t -

D e d e k i n d ' s e h e n S ä t z e ü b e r d ie P r i m i d e a l z e r l e g u n g in d e n re la t iv -Galo i s ' sehen K ö r p e r n 

u n d in i h r en U n t e r k ö r p e r n u n d de r O r e ' s c h e n S ä t z e ü b e r die P r i m i d e a l z e r l e g u n g auf 

G r u n d e iner re la t iv -def in ie renden K ö r p e r g l e i c h u n g k a n n m a n die oben ges te l l te F r a g e 

b e a n t w o r t e n . F ü r d e n Fa l l , d a ß p zu 2, 3 , 5 u n d z u r R e l a t i v d i s k r i m i n a n t e n v o n K in 

b e z u g auf k [ aber n i ch t n o t w e n d i g e r w e i s e z u r D i s k r i m i n a n t e n de r Gle ichung (*)] 

te i l e r f remd is t , s ind die R e s u l t a t e a n g e g e b e n in me ine r A r b e i t , d ie u n t e r d e m gle ichen 

T i t e l e r sch ienen i s t in den C o m m e n t a r i i M a t h e m a t i c i He lve t i c i , vol . 4 , pag . 219 , 1932. 
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SUR LA F A C T O R I S A T I O N D E S T E R M E S D E S 
P R O G R E S S I O N S A R I T H M É T I Q U E S DU 
D E U X I È M E O R D R E 

P a r L . - G U S T A V E D U P A S Q U I E R , Neuchâ te l , Su i s se 

L e p r o b l è m e d e la r épa r t i t i on des n o m b r e s p r e m i e r s dans les p rogress ions a r i th 

m é t i q u e s d ' o r d r e supé r i eu r 

(1) P{z) = a0xf + a1x>~1 + + ar 

où les son t fixes, t and i s q u e x p a r c o u r t la sér ie des n o m b r e s en t ie rs , a é té 

a t t a q u é p a r t rois vo ies b ien différentes. L a p r e m i è r e condu i t à s u p p o s e r q u e les 

t e r m e s P(n) d ' une telle p rog re s s ion son t p r é a l a b l e m e n t d é c o m p o s é s c h a c u n e n ses 

fac teurs p r e m i e r s p-^ r a n g é s p a r o r d r e d e g r a n d e u r c ro i ssan te : 

(2) P(n) = A ' 1 • A'" • A '* 

pu i s à é tud ie r les facteurs p r e m i e r s p^ qu i a p p a r a i s s e n t d e c e t t e façon. — L a 

d e u x i è m e voie condui t à é tabl i r une formule d o n n a n t si (a0, a,, , ar; s), c 'est 

à dire d o n n a n t le n o m b r e des n o m b r e s p r e m i e r s ^ . z c o n t e n u s d a n s ( i ) , q u a n d x 

p a r c o u r t la suite na tu re l l e d e s n o m b r e s ent iers . — L a t ro is ième voie condu i t à 

é tud ie r t o u t c e p r o b l è m e en p r e n a n t c o m m e po in t d e d é p a r t , au lieu du c o r p s R 

des n o m b r e s ra t ionne ls , un a u t r e co rps d e n o m b r e s . 

P o u r les p r o g r e s s i o n s a r i t h m é t i q u e s o rd ina i r e s (r~i), on sai t q u e 

(3) n («0, ; x) & Ii x I q> («„). 

Mais q u a n d r > 1, on sai t s e u l e m e n t : q u e , d a n s (2), limp, = 00 q u a n d n—>-oc; 

q u e si (a0, a , , , ar; z) e s t a u p lus d e l ' o rd re d e g r a n d e u r d e z / In s ; e t q u e 

d a n s t ou t e p r o g r e s s i o n a r i t h m é t i q u e du s e c o n d o r d r e (r = 2), on a s ¿ 1 3 infiniment 

s o u v e n t d a n s (2), q u a n d n —>• 00 p a r la sui te d e s n o m b r e s na tu re l s . D a n s l 'é tat 

ac tue l d e la sc ience a r i t hnomique , il n 'es t pas sans in té rê t d e vérifier la formule 

(4) *(<*<•> a%\z)™ ^ r ^ = • C-U-r—:-h'\* 
2 y a„ <o' to — I 

q u e les t r a v a u x d e mess i eu r s H a r d y e t L i t t l ewood m ' o n t s u g g é r é e *), mais qu i n 'es t 

p a s e n c o r e d é m o n t r é e r i g o u r e u s e m e n t . D a n s c e t t e formule , s — 1 si a0 -f- a¡ es t 

impair , s = 2 si «„ + ai e s t P a i f i w ' p a r c o u r t les n o m b r e s p r e m i e r s impa i r s qui 

*) P a r t i t i o n u m e r o r u m , 3'<=nu: mémoire; Acta mathematica t. 44, p. 1—70, Djursholm 1923. 

' 5 
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son t d iv i seurs c o m m u n s d e a0 e t d e a¡ ; p a r h y p o t h è s e , le d iscr iminant i s a ' — 4a„a2 

n ' e s t p a s c a r r é par fa i t ; a0, a¡ e t a¡ s o n t p r e m i e r s e n t r e e u x d a n s l eu r e n s e m b l e ; 

si a , e t di son t t o u s les d e u x impa i r s , at l ' e s t . auss i ; enfin, 

où p p a r c o u r t les n o m b r e s p remie r s impa i r s qui n e son t p a s d iv i seu r s d e a0 e t le 

s y m b o l e d e L e g e n d r e — ¿ I> su ivan t q u e A es t rés idu ou nonrés idu q u a d r a 

t i que d e p. V u le rô le p r é p o n d é r a n t j o u é p a r le p r e m i e r coefficient, a„, j ' a i vérifié 

(4) p o u r s ix p rog re s s ions a p p r o p r i é e s 

(5) f{x) = a0x* - f a^xAr a2 

e n p o u s s a n t la factorisat ion j u s q u ' à 225 mil l ions**), g r â c e à u n e m é t h o d e d é v e l o p p é e 

p a r m o n s i e u r A . G é r a r d i n . C e t t e m é t h o d e cons i s te à „ t o u c h e r " , d a n s (5), t o u s les 

t e r m e s c o m p o s é s ; les t e r m e s n o n t o u c h é s sont a lors a u t o m a t i q u e m e n t d e s n o m b r e s 

p r e m i e r s e t les a u t r e s t e r m e s se t r o u v e n t d é c o m p o s é s en leurs facteurs p r e m i e r s . 

A ce t effet, conna i s san t les n o m b r e s p r e m i e r s p qui son t facteurs poss ib les d e (5), 

on adjoint à c h a q u e facteur p d e u x «racines», r e t s; p o u r x — pn -\- r e t x — pn 

-\- s, le f(x) c o r r e s p o n d a n t e s t a lors d ivis ib le p a r q u a n d n p a r c o u r t la su i te d e s 

n o m b r e s na tu re l s j u squ ' à la l imite vou lue . Il suffit d ' éc r i re , d a n s un cah ie r à 3 

co lonnes , le facteur p à c ô t é d u f(x) c o r r e s p o n d a n t . 

E x e m p l e : f(x) S 101 x% -f- 20x + 1 

X f(x) facteurs p r e m i e r s 

1 4 8 5 

i 4 8 6 

1 4 8 7 

2 2 2 - 7 5 7 4 2 6 

2 2 3 - 0 5 7 5 1 7 

2 2 3 - 3 5 7 8 1 0 

2 x 1 7 x 6 - 551 6 8 9 

2 x 5 x 1 3 x 1 7 1 8 137 

2 4 0 - 1 8 5 0 0 5 5 x 4 8 - 0 3 7 0 0 1 

**) L . - G U S T A V E D u P A S Q U I E R : «Sur les nombres premiers dans les progressions arithm. du deuxième 

ordre». Associât, française pour l'avancement des sciences, Compte rendu du Congrès de Lyon, 1926. 

I 6 
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C e t t e m é t h o d e es t pa r t i cu l i è r emen t impor t an t e pa r le fait s u i v a n t : les «racines» r 

e t s ca lculées p o u r u n e p rog re s s ion q u a d r a t i q u e (5) sont «racines» p o u r une infinité 

d ' au t re s p rogress ions q u a d r a t i q u e s qui s'en dédu i sen t a i s émen t e t q u e l'on p e u t ainsi 

factoriser p r e s q u e m é c a n i q u e m e n t . A y a n t les rac ines r et s p o u r t ous les p <[ 3 2 0 0 0 , 

j ' a i p u factor iser d e ce t t e façon, en peu d e mois , des p rog re s s ions du d e u x i è m e 

o r d r e j u s q u e b ien au de là d 'un mil l iard: a„ • i o 1 0 , et d é t e r m i n e r un g r a n d n o m b r e 

d e n o m b r e s p r e m i e r s inédits d e 8 à 12 chiffres. L ' a r i t hmé t ique , c o m m e tou t e s les 

sc iences , résul te de l ' obse rva t ion e t p rog res se p a r l 'é tude des p h é n o m è n e s n u m é r i q u e s . 

ON A P R O B L E M IN THE A D D I T I V E T H E O R Y OF 
N U M B E R S 

By E . H . L I N F O O T , Br i s to l 

L e t v i (« ) be t he n u m b e r of r e p r e s e n t a t i o n s of the pos i t ive in teger n a s t he sum 

of í q u a d r a t f r e i n u m b e r s r epe t i t i ons be ing al lowed and o r d e r be ing r e g a r d e d as 

re levant . T h e prob lem of f inding an a s y m p t o t i c fo rmula for v f (w) h a s been d iscussed 

by C. J . A . Eve lyn and the w r i t e r in a ser ies of pape r s . T h e y have s h o w n by elemen

t a r y m e t h o d s t h a t the n u m b e r of r e p r e s e n t a t i o n s 

(1) V (») = , *'~\l^
I

i~,S{n) + O ( » ' - * + « ) . 
W ,\ I — 1)/ ¿-'(2) ' 
as 00, for e v e r y e > o . H e r e 

s(n)= n ( I + ¡ 7 I ) J V ) n ,) 
(^—i )v>v-V (P 1) * / 

lies be tween t w o pos i t ive abso lu te cons tan t s . B y an appl ica t ion of t he ana ly t ic me thod 

of H a r d y and L i t t l ewood they ob ta ined the e r r o r t e r m 0 (ns~i + 2 ( / _ D + e ) . U s i n g 

Gelbcke 's refinement of the Winogrado f f me thod , recent ly developed by h i m in 

connect ion wi th W a r i n g ' s p rob lem, they a r e n o w able t o sha rpen t h e e r r o r t e r m to 

0 (n'~Y + 2 7 + s ) - T h i s is an i m p r o v e m e n t on (1) w h e n s 5r; 4. 

References. 
T. Esterman, Journal London Math. Soc. 6 (1931) 37-40, 

C .J . A. Evelyn and E. H. Linfoot, Oxford Journal of Math., June 1932, 

M. Gelbcke, Math. Annalen i o j (1931) 637-52 

') A quadratfrei number is one not divisible bv a souare srreater than 1. 
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S T R U K T U R T H E O R I E D E R H A L B E I N F A C H E N A L 
G E B R E N Ü B E R A L G E B R A I S C H E N Z A H L K Ö R P E R N 

V o n H . H A S S E , M a r b u r g - L a h n 

D i e S t r u k t u r de r ha lbe in fachen A l g e b r e n (h. A . ) ü b e r be l ieb igem G r u n d k ö r p e r 
i s t von Wedderburn d u r c h zwe i S ä t z e w e i t g e h e n d a u f g e k l ä r t w o r d e n : 

1. J e d e h. A . i s t e i n d e u t i g (b is auf die Re ihenfo lge ) a ls d i r e k t e S u m m e e infacher 
A l g e b r e n (e. A . ) da r s t e l l ba r (und u m g e k e h r t ) . 

2 . J e d e e. A . i s t e i n d e u t i g (bis auf i n n e r e A u t o m o r p h i s m e n ) a ls volles M a t r i z e n 
s y s t e m übe r e iner D i v i s i o n s a l g e b r a ( D . A . ) d a r s t e l l b a r (und u m g e k e h r t ) . 

D u r c h diese W e d d e r b u r n s c h e n S ä t z e w i r d d a s allg. S t r u k t u r p r o b l e m auf die 
U n t e r s u c h u n g d e r D . A . r e d u z i e r t . 

D i e s P r o b l e m g e h ö r t zu den w i c h t i g s t e n der m o d e r n e n A l g e b r a . F ü r d ie G r a d e 
2, 3 , 4 w u r d e se ine L ö s u n g d u r c h Dickson, Wedderburn, Albert gegeben. Dickson 
f üh r t e auch z u e r s t den j en igen T y p v o n D . A . ein, de r für die allg. L ö s u n g dieses 
P r o b l e m s v o n b e s o n d e r e r W i c h t i g k e i t i s t , die zykl ischen A l g e b r e n (z. A . ) . 

F ü r den F a l l , d a ß de r G r u n d k ö r p e r e in a lgebr . Z a h l k ö r p e r i s t , i s t d i e L ö s u n g 
des P r o b l e m s im le tz ten J a h r ge lungen . D e n zwei W e d d e r b u r n s c h e n S ä t z e n t r i t t 
d a n n z u r S e i t e d e r S a t z : 

3. J e d e D . A . übe r e inem a lgebr . Z a h l k ö r p e r i s t a ls z. A . (übe r i h r em Z e n t r u m ) 
da r s t e l lba r . 

D e r Bewe i s e r g i b t s ich d u r c h K o m b i n a t i o n der von Hensel geschaffenen a r i t h m . 
M e t h o d e n , d ie ich im A n s c h l u ß an Speiser in diese T h e o r i e h e r e i n g e t r a g e n habe , m i t 
g e w i s s e n a lgebr . M e t h o d e n , d ie , auf f rühe ren U n t e r s u c h u n g e n von Speiser und 
/. Schur fußend, kü rz l i ch von R. Brauer u n d E. Noether en twicke l t w u r d e n . 

D i e D a r s t e l l u n g a ls z. A . i s t z w a r n i ch t e indeu t ig , a b e r d ie a r i t h m . T h e o r i e l iefer t 
in Ges t a l t v o n N o r m e n r e s t s y m b o l e n e in volles I n v a r i a n t e n s y s t e m der z. A. , so d a ß 
also d u r c h S a t z 3 d a s res t l i che P r o b l e m für den F a l l e ines a lgebr . G r u n d k ö r p e r s 
völ l ig ge lös t w i r d . 

F ü r den F a l l e ines allg. G r u n d k ö r p e r s s ind die U n t e r s u c h u n g e n übe r d a s en t sp r . 
S t r u k t u r p r o b l e m g e g e n w ä r t i g im G a n g e . 

A u s S a t z 3 e r g e b e n s ich e ine R e i h e v o n w i c h t i g e n F o l g e r u n g e n , d ie ich hier n u r 
a n d e u t e n k a n n . 

Z u n ä c h s t k o n n t e ich m i t se ine r H i l f e e ine b e r ü h m t e F r a g e von I. Schur bean t 
w o r t e n : D i e i r r e d u z i b l e n D a r s t e l l u n g e n e iner endl ichen G r u p p e de r O r d n u n g n s ind 
s te t s im K ö r p e r de r «'•-ten E i n h e i t s w u r z e l n m i t h in re i chend h o h e m A mögl ich . 
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F e r n e r e rwe i s t s ich in U n t e r s u c h u n g e n von Chevalley u n d m i r d ie T h e o r i e der z. A . 

als das a d ä q u a t e W e r k z e u g z u m A u f b a u der K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e im Kle inen . 

M i t t e l s S a t z 3 k o n n t e ich d a n n w e i t e r den U e b e r g a n g zur K l a s s e n k ö r p e r t h e o r i e im 

Großen für den I s ò m o r p h i e s a t z u n d das A r t i n s c h e Rez . Ges. in e legan te r W e i s e voll

ziehen. 

Schließl ich e rwe i s t sich in U n t e r s u c h u n g e n von Artin, E. Noether und m i r S a t z 3 

(und ü b e r h a u p t diese M e t h o d e ) als k rä f t i ges H i l f smi t t e l bei de r B e h a n d l u n g der 

g roßen im M i t t e l p u n k t der m o d e r n e n Zah len theor ie s tehenden F r a g e nach dem Zer

l egungsgese tz in allg. ga lo isschen Zah lkörpe rn . 

T H E O R Y OF N O N - C O M M U T A T I V E P O L Y N O M I A L S 

By O Y S T E I N O R E , N e w H a v e n 

T h e p r e s e n t p a p e r con ta ins some of t he m a i n p r o p e r t i e s of polynomia ls 

(I) f(x) = a0x»-Jra1 x"-1 + , . . . . + am 

w i t h coefficients a . i n a n o n - c o m m u t a t i v e field K. T h e s u m of t w o polynomia ls ( 1 ) 

is defined as t he polynomia l ob ta ined by a d d i n g co r r e spond ing coefficients. F o r the 

definit ion of the p r o d u c t t h e r e e x i s t s v a r i o u s possibi l i t ies . I n n o n - c o m m u t a t i v e 

a lgeb ras one usual ly cons iders t h e case, w h e r e t h e va r i ab l e x is p e r m u t a b l e w i t h the 

coefficients; a w i d e r d o m a i n of appl ica t ions is ob ta ined however , if one only pos tu 

lates t h a t t h e deg ree of t he p r o d u c t is a lways equal t o t h e s u m of the degrees of 

the fac tors . T h e t h e o r y then a lso includes for ins tance the fo rmal theo ry of l inear 

different ial and difference equa t ions and a lso of o the r funct ional equa t ions . 

U n d e r th i s a s s u m p t i o n one m u s t have for a l inear p r o d u c t 

2) xa — ax - j - a ' 

where a is an a r b i t r a r y e lement in K; f rom (2) the genera l p roduc t of polynomia ls ( 1 ) 

can be defined. F o r t he t w o fundamen ta l ope ra t i ons , t he conjugation a and the 

differentiation a' one der ives t he rules 

a -f- b = a -f- b, ab = a-b 

(a -f b)' --- a' -f b', {ab)' — ab' + a'b. 

T h e first r ep re sen t s a h o m o m o r p h i s m u s in K, in t h e c o m m u t a t i v e case the second 

obeys ru l e s co r r e spond ing t o o r d i n a r y different iat ion. 
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A r i g h t - h a n d Euc l i d a l g o r i t h m a lways e x i s t s for t w o po lynomia l s ; a lef t -hand 

a l g o r i t h m e x i s t s on ly w h e n t he c o n j u g a t i o n satisfies a ce r t a in condi t ion . F r o m the 

r i g h t - h a n d a l g o r i t h m the ex i s t ence of a r i g h t - h a n d g r e a t e s t common d iv i so r and 

least c o m m o n m u l t i p l u m fol lows. 

T h e no t i on of t he t r a n s f o r m gf (x) g—1 of a po lynomia l / (x) by a n o t h e r g (x) is 

t hen i n t r o d u c e d ; i t con ta ins f. ins t . t he no t ion of s imi l a r i t y i n t roduced for l inear 

differential e x p r e s s i o n s b y P o i n c a r é . A m o n g t h e v a r i o u s p r o p e r t i e s of t he t r a n s 

f o r m I shall only m e n t i o n t h e fo l lowing : W h e n a p r o d u c t a (x) b (x) is d ivis ib le 

by c (x), a n d b (x) re la t ive ly p r i m e t o c (x) t hen a (x) is d iv i s ib le by be (x) £>—1. 

T h e no t ion of t r a n s f o r m s is p a r t i c u l a r l y useful in t h e fo rmu la t i on and proof of 

t h e v a r i o u s t h e o r e m s on the r e p r e s e n t a t i o n of n o n - c o m m u t a t i v e po lynomia ls , which 

fo rm t h e p r inc ipa l ob jec t of th i s paper . F o u r ma in r e p r e s e n t a t i o n s a r e cons ide red : 

T h e first is t he r e p r e s e n t a t i o n as a p r o d u c t of p r i m e f a c t o r s ; t h e second is t he 

r e p r e s e n t a t i o n as a p r o d u c t of reduc ib le fac tors , b o t h c o r r e s p o n d i n g t o t h e o r e m s 

of L o e w y in the special case of l inear differential equa t ions . T h e t h i r d r ep r e sen t a t i on 

includes a s a special case t he r e p r e s e n t a t i o n s tud ied by K r u l l for different ial poly

nomia l s , whi le t he p r o o f s a r e cons iderab ly s impler . T h e fou r th r ep r e sen t a t i on is 

new. I finally o b s e r v e t h a t t h i s genera l t heo ry has been ca r r i ed f u r t h e r t h a n the 

special t h e o r y of r e p r e s e n t a t i o n for d i f ferent ia l - and difference equa t ions , so t h a t 

v a r i o u s n e w resu l t s can b e der ived a l so for these cases . 

I D E A L - U N D B E W E R T U N G S B E G R I F F IN DER 
A R I T H M E T I K DER K O M M U T A T I V E N I N T E G R I 
T Ä T S B E R E IC HE 

V o n W . K R U L L , E r l a n g e n 

I m R i n g de r g a n z e n r a t i o n a l e n Zahlen l ie fer t die P r i m f a k t o r z e r l e g u n g das T e i l b a r 

ke i t sgese t z für die E l e m e n t e . I n den H a u p t o r d n u n g e n der endl ichen a lgebra i schen 

Zah lkö rpe r , in denen für die E l e m e n t e i • a ke ine e indeu t ige Z e r l e g u n g in P r i m 

fak to ren m e h r bes t eh t , h a t das T e i l b a r k e i t s p r o b l e m vo r al lem zwei k lass i sche L ö 

sungen ge funden . Dedekind f üh r t neben den E l e m e n t e n die Idea le ein, u n d er re ich t 

du rch gee igne te Defini t ion des Idea l s u n d der Idea lmu l t i p l i ka t i on , d a ß w e n i g s t e n s 

jedes Idea l e i n d e u t i g in endl ich viele P r i m i d e a l f a k t o r e n ze r l eg t w e r d e n k a n n . Hensel 

t r e n n t d ie P r i m s t e l l e n d u r c h E i n f ü h r u n g d e r /»-adischen u n d ^ - a d i s c h e n Zah len und 

v e r m e i d e t so den Idealbegriff . A r b e i t e t m a n mi t d e m Begriff de r B e w e r t u n g , u n d 
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z w a r insbesondere m i t dem der E x p o n e n t e n b e w e r t u n g , so kann m a n das Hense l sche 
E r g e b n i s fo lgendermaßen aus sp rechen : J ede r P r i m s t e l l e des be t rach te t en Zah lkö rpe r s 
en t sp r i ch t eine cha rak te r i s t i s che ganzzah l ige (d i sk re te ) B e w e r t u n g , und es i s t das 
K ö r p e r e l e m e n t a d a n n und n u r d a n n du rch das E l e m e n t b te i lbar , w e n n o in allen 
B e w e r t u n g e n mindes t ens den gleichen W e r t bes i t z t w i e b. D e r T a t s a c h e , d a ß bei 
Dedek ind jedes Idea l n u r endlich viel P r imidea l t e i l e r bes i tz t , en t sp r i ch t bei Hense l 
der U m s t a n d , daß jedes K ö r p e r e l e m e n t n u r in endlich vielen B e w e r t u n g e n e inen von 
Nu l l verschiedenen W e r t ha t . — 

Bei der E n t w i c k l u n g einer A r i t h m e t i k a l lgemeiner k o m m u t a t i v e r I n t e g r i t ä t s 
bere iche k a n n m a n sich sowohl nach dem Dedek indschen als nach dem Hense l -
schen Vorb i ld r ich ten . I m einen Fa l l w i r d m a n versuchen , die Definit ion der 
Ideale und der Idea lmul t ip l ika t ion so a b z u ä n d e r n , daß u n t e r mög l i chs t schwachen 
V o r a u s s e t z u n g e n die Zer legbarke i t der ganzen Idea le in P r i m f a k t o r e n e rha l t en bleibt , 
oder wen igs t ens noch der S a t z gi l t , daß die Gesamthe i t al ler g a n z e n und gebrochenen 
Idea le e ine mul t ip l ika t ive G r u p p e bildet . I m ande rn Fa l l m u ß man b e s t r e b t sein, 
den Bewer tungsbegr i f f so zu vera l lgemeinern , daß auf mögl ichs t viele I n t e g r i t ä t s 
bere iche das oben angegebene Hense l sche T e i l b a r k e i t s k r i t e r i u m ü b e r t r a g e n w e r d e n 
kann , eventuel l u n t e r Verz i ch t auf die im endl ichen a lgebra i schen Spezialfal l erfül l te 
End l i chke i t sbed ingung . — 

Beide M e t h o d e n sind b r a u c h b a r , beide haben bere i t s zu manchen abschl ießenden 
Resu l t a t en geführ t . I m einzelnen decken sich die E r g e b n i s s e aber ke ineswegs völlig, 
sie e rgänzen sich viel mehr gegense i t ig . E i n e g e n a u e r e U n t e r s u c h u n g dieser D i n g e , 
w i e sie im V o r t r a g sk izz ie r t w e r d e n soll, f üh r t n ich t n u r auf b e m e r k e n s w e r t e Zu
s a m m e n h ä n g e zwischen bere i t s b e k a n n t e n Sä t zen , sondern vor al lem auch auf neu
a r t i g e E r g e b n i s s e und F rages t e l l ungen . 

E L E M E N T A R E S Ä T Z E Ü B E R DIE N U L L S T E L L E N 
DER A B L E I T U N G E N E I N E S P O L Y N O M S IN BEZUG 
A U F EINEN P U N K T 

V o n L U D W I G B E R W A L D , P r a g 

U n t e r d e r ersten A b l e i t u n g fx (z, a) e ines P o l y n o m s f(z) v o m G r a d e n in B e z u g 
auf e inen P u n k t a v e r s t e h t m a n die gewöhn l i che A b l e i t u n g f1 (z), wenn a = und 

f,(z, ai)=nf(z)-(z~a)f'(z), 
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w e n n a end l i ch ist . / j ( s , a) is t ein P o l y n o m v o m G r a d e » — i . D i e (k-\- i)te A b 

le i t ung (*, a) v o n / ( . s ) in B e z u g auf d e n P u n k t a ( ¿ 2 ^ i ) ist a ls die e r s t e A b 

le i tung d e r kUn A b l e i t u n g f (z, et) e rk l ä r t , wobe i b e i d e A b l e i t u n g e n in B e z u g aut 

d e n P u n k t a zu n e h m e n s ind. E s w e r d e n eine R e i h e v o n S ä t z e n ü b e r d ie L a g e 

d e r Nul l s te l len d e r g e w ö h n l i c h e n A b l e i t u n g e n eines P o l y n o m s u n d l ineare r K o m 

bina t ionen d e s P o l y n o m s u n d se iner A b l e i t u n g e n auf d ie A b l e i t u n g e n e ines P o l y n o m s 

in B e z u g auf einen e n d l i c h e n P u n k t v e r a l l g e m e i n e r t . 

Q U E L Q U E S P O I N T S DE LA T H É O R I E D E S 
É Q U A T I O N S A L G É B R I Q U E S 

P a r P . S E R G E S C U , C lu j 

I . M . E. van Vleck (Bull. Soc . M a t h . F r a n c e 1925 , p . 112) e t M. Biernacki 

( T h è s e , 1926, p . 16) on t d o n n é d e s d é m o n s t r a t i o n s du t h é o r è m e su ivan t , dû à 

M . P. Montel (An . E c . N o r m . 1923 , p . 16) : L'équation sans lacunes 

(1) I +x* - f a / + 1 j r > + 1 4 - « > + ! ^ + ! + - + « » ^ = 0 

a au moins p racines de modules inférieurs à c£ • 

E n voic i u n e d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e à cel le d e M . van Vleck. 

Si n q u a n t i t é s y vér i f ient les r e l a t i o n s : 

2 y, —O 2y,y¡ = o... Iyl ...yp-X — o I y, ...yp — (—i)*A 

e t si on e n fait d e u x g r o u p e s q u e l c o n q u e s u¡, ...uq e t v,, ... v„^f, on a : 

(2) 2ut = (—1) (p^v) ... lu, ... - (— i)*-1 c^- i {v) lu,...ut — {—i)t[A+ <pt(v)] 

o ù <pi (v) e s t la fo rme complète d e d e g r é z", a u x va r i ab l e s v e t a y a n t t o u s les 

coefficients 1 . O n vérifie s a n s pe ine q u e (2) on t l ieu si q — n — 1. D é m o n t r o n s 

a lors , p a r induc t ion , q u e si (2) o n t lieu p o u r q, el les subs i s t en t p o u r q—1. E n dési

g n a n t p a r 2' les s o m m e s é t e n d u e s a u x q u a n t i t é s u,, ...uq 1, on a : 

(3) Su,... U{ =. 2'u,... u,--\- uf l'u,... . 
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D o n e I'ui — (—l)\(pi (v) + uf] = (—i) 0X (v), où 4>,(v) dé s igne la fo rme a n a l o g u e à 

(p¡, ma is é t e n d u e à v i t . . . v n . q , uq . Il es t év iden t q u e , 

(4) *l{v) = <p,{*) + *f*t-i(v)-

(3) e t (4) m o n t r e n t q u e si (2) subs i s t en t p o u r q, elles son t vraies aussi p o u r q—1. 

Elles son t d o n c é tab l ies . 

Cons idé rons m a i n t e n a n t l ' é q u a t i o n : 

(s) r + ci r + ' + *t+1 r - ' - 1 + • • • + « » = o . 

Ses rac ines satisfont à (2). P r e n o n s p — q, en cons idé ran t c o m m e v les rac ines d e 

(2) d e m o d u l e s les p lus pe t i t s . J e dis que | u¡| > 1. Cec i es t év iden t si les \v\ ne 

son t pas t o u s <[ 1. Si tous les \v\ son t < 1, on a ¡ <p¡(v) | <^ K~ñ-f = C¿+i-f-, . 

L ' é q u a t i o n d e d e g r é p a y a n t les rac ines u¡, es t te l le q u e le m o d u l e d e son t e r m e 

l ibre es t p lus g r a n d q u e la s o m m e des m o d u l e s des au t r e s coefficients. O n sait 

q u e les m o d u l e s d e s rac ines d e pare i l les équat ions sont > 1. D o n c (5) a au moins 

p rac ines d e modu le s > 1. E n p o s a n t y = — , l ' équa t ion (5) dev i en t (1) e t le 

t h é o r è m e e s t d é m o n t r é . 

E n par t icu l ie r , L'équation x" -\- px - j - a = O, où \ p j n et a est quelconque a au 

z* 
plus une racine de module inférieur à I . D o n c fis) — z -\ es t un e x e m p l e de 

n 

fonction un iva len te d a n s le cerc le j s | = 1 e t don t t ous les zéros d e la dér ivée sont 

su r le c o n t o u r d 'un iva lence ; on p e u t m ê m e les cons idé re r aussi r a p p r o c h é s q u e 

l 'on veu t e n t r e e u x (pour n convenab le ) . 

2. Voic i , à un po in t d e v u e différent, d ' au t r e s r ésu l t a t s . L ' é q u a t i o n don t les 

coefficients consécutifs s o n t d e s pu issances — p , en t i è res e t n é g a t i v e s , des t e r m e s 

consécutifs d 'une p rogress ion a r i t h m é t i q u e a au plus u n e racine rée l le . 

L ' équa t ion d o n t les coefficients consécutifs son t les t e r m e s consécutifs, ou les 

ca r rés d e s t e r m e s consécutifs d ' une progress ion a r i t hmé t ique , a au p lu s d e u x rac ines 

réel les . 
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!) wenn — rational bzw. irrational ist, so soll auch O rational bzw. irrational heißen. 
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Ü B E R G I T T E R P U N K T E 
IN M E H R D I M E N S I O N A L E N E L L I P S O I D E N 

V o n V . J A R N Í K , P r a g 

In d i e s e m g a n z e n A r t i k e l seien zwei g a n z e Z a h l e n kv k2 fest g e g e b e n ; 

k1^4, ¿ 2 5 ^ 4 ; we i t e r sei k = k^-\- k2, s = m i n ( k u k2). W e n n fix), g(x) für alle 

h i n r e i c h e n d g r o ß e n x def inier t s ind , g(x)~)>0, so soll d ie F o r m e l f{x) = 0(g(x)) 

b e d e u t e n , d a ß lim s u p ^ ) ^ 0 0 ' s t - A n a l o g sol len d ie F o r m e l n f(x) = o (g(x)), 

f(x) = ß(g(x)), f(x) = 0{g(x)), f(x) = o(g(x)), f(x) = ß(g(x)) bedeu ten , d a ß 

1/1 \f\ \f\ \f\ \f\ bzw. lim s u p ^ = o, lim s u p ^ > o , l im inf — < 00, l im inf ^ = o, lim i n f L i - ! > o . 
g g g g g 

E s se ien nun a-y, ce2 zwei pos i t i ve Z a h l e n ; mi t Q{u) beze ichnen wir d a n n die 

q u a d r a t i s c h e F o r m « j £ u * - j - a 2 £ uj 

F ü r x > o sei A (x) d ie A n z a h l d e r G i t t e r p u n k t e im El l ipsoid Q («) :±= x ; V(x) 

sei d a s V o l u m e n d ieses E l l i p s o i d s ; endl ich sei 
X 

P(x) = A(x) — V(x), S(x) = ±j\P(y)\ dy. 

o 
U m die „ m a x i m a l e " u n d „ m i n i m a l e " G r ö ß e n o r d n u n g v o n S(x) zu c h a r a k t e r i 

s ieren, definieren wir fx = fx (Q) u n d f2 = f2 (Q) f o l g e n d e r m a ß e n : für j e d e s e ]> o ist 

S(x) = 0(xSi+s), S(x) = ß(xSis), S(x) = 0(xf*+s), S(x) = ß(xS°--e). 

D a n n ge l t en fo lgende S ä t z e : 

Satz /: F ü r ra t ionale Q ist 

fi (G) = ft ( 0 = \ — i ; g e n a u e r : S(x) = 0 (x- " ' ) , S(x) = ß (*• ~ ')• 

k 
Satz 2: F ü r i r ra t iona le Q ist / t ( ô ) ^ — — 1, es g i b t a b e r i r ra t ionale Q m i t / j ( 0 

= ^ — I ; g e n a u e r : für i r r a t iona le Q is t S(x) = o (xî"1) ; w e n n a b e r ç)(^)>o 

ç) (*)-•«-o (für X-+-00), so g i b t es ein i r ra t ionales Q mi t 5(^r) = ß {x* _ 1 ç)(a-)). 

D a g e g e n gilt Satz j ; F ü r i r ra t iona les Q ist s t e t s 

/ 8 ( ß ) ^ j - i - ^ ( a l s o < A _ l ) ; 
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U B E R G I T T E R U N D Q U A D R A T I S C H E F O R M E N 

V o n N . H O F R E I T E R , W i e n 

E s sei ein »-d im. G i t t e r gegeben , O sei ein bel iebiger G i t t e r p u n k t . E s g ib t nu r 

endlich viele G i t t e r p u n k t e , die O a m nächs ten l iegen. Ich wähle ein P a a r a u s : 

E1 (xu) und £ j (—J-'ij). N u n wähle ich ein zwei tes P a a r von G i t t e r p u n k t e n a u s : 

£2 (xi¡) und E2 ( — x 2 i ) , das O a m nächs ten liegt und n ich t auf der Geraden ( 0 £ j ) 

l iegt, nun das nächs te (es dar f n ich t in der E b e n e (OE1 E2) l iegen) usw. bis zum 

n-ten P a a r . Die S t recken OE. heißen das i . , 2., . . . , w-te M i n i m u m . E s f rag t sich 

nun , w a n n erzeugen die ers ten n M i n i m a ein Fundamen ta lpa ra l l e l ep iped . Diese F r a g e 

ist für die meis ten Re d uk t i ons theo r i en von g roße r B e d e u t u n g . E s is t bekann t , daß 

die e r s t en 2 M i n i m a in der E b e n e ein F u n d a m e n t a l p a r a l l e l o g r a m m erzeugen , ferner , 

daß die e r s t en 3 M i n i m a im Rs ein Fundamen ta lpa ra l l e l ep iped b e s t i m m e n (euklidische 

M a ß b e s t i m m u n g ) . I m R4 e rzeugen die e rs ten 4 M i n i m a s te ts ein F u n d a m e n t a l p a r a l 

lelepiped, au sgenommen ist n u r ein einziges Gi t te r . In diesem Fal l b r auchen 4 e rs te 

*) Bekanntlich ist v = o für fast alle positiven Werte von — (im Lebesgueschen Sinne). 
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k k k 
es g ib t a b e r ein irrat ionales Q mi t / 2 ( ß ) ~ ~ '— 1 — , . (also > • 2). D e r 

2 fS 2 2 

S p i e l r a u m von fx,f2

 l s t n a c n u n t e n a b g e g r e n z t d u r c h d e n Sats 4: E s i s t / , ( Q ) 

= / s ( 0 = | — 2; schär fe r : E s is t S(x) —Q (x*~'). 

W i r klassifizieren nun d ie i r ra t ionalen Q f o l g e n d e r m a ß e n : 

E s seien q v g2, q%, ... die N ä h e r u n g s n e n n e r v o n — ; es sei v = v(Q) d ie o b e r e 

G r e n z e der jen igen Zah len a, für w e l c h e (bei n—-oo) q„ + i — Q(q1^") gilt. D a n n 

gil t Sats 5 : 

r- k i k s — 2 i 2 
/ , = i j — , fo i (fur y = oo ist — • — = — : — = o 

' •* V+l 1 ' 
zu se tzen) . 

k 
D a r a u s folgt sofort Satz 6 : a) W e n n Q ra t ional ist, so ist fx = f2 = — — 1 ; 

k 
b) W e n n v{Q) = O i s t v ) , so ist fx = / 2 — — — 2 ; c) In a l len a n d e r e n Fä l l en ist fx > /2. 

E i n e ausfuhrl iche Dars te l lung d i e se r E r g e b n i s s e soll in d e r M a t h e m a t i s c h e n Zeit

schrift ( U e b e r d ie Mi t t e lwer t sä tze der G i t t e r p u n k t l e h r e , 3. A b h . ) e r sche inen . 
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M i n i m a k e i n F u n d a m e n t a l p a r a l l e l e p i p e d zu b i lden , a b e r m a n k a n n 4 e r s t e M i n i m a 

a u s w ä h l e n , d ie e in F u n d a m e n t a l p a r a l l e l e p i p e d e rzeugen . F ü r höhe rd imens iona l e 

G i t t e r i s t fas t g a r n i c h t s b e k a n n t . I ch u n t e r s u c h e n u n solche G i t t e r , i n sbesonde re 

S u n d 6 d im . G i t t e r , u n d zeige , wievie le u n d welche G i t t e r p u n k t e im Para l l e l ep iped 

l iegen k ö n n e n , d a s a u s den e r s t e n « M i n i m a e r z e u g t w i r d . F ü r n = 6 z. B . h a t m a n 

die F ä l l e : 1. D i e e r s t e n 6 M i n i m a e r z e u g e n ein F u n d a m e n t a l p a r a l l e l e p i p e d . 2. D e r 

M i t t e l p u n k t des Pa ra l l e l ep ipeds i s t G i t t e r p u n k t . 3. I m I n n e r n des Para l l e l ep ipeds 

l iegen 2 G i t t e r p u n k t e . 4 . I n e ine r 5 d im . W a n d ( u n d i h r e r Gegenfläche) i s t der 

M i t t e l p u n k t G i t t e r p u n k t . 5. I n e iner 4 d im . W a n d u n d ih ren 3 Gegenflächen s ind 

die M i t t e l p u n k t e G i t t e r p u n k t e . 6. I n d re i 4 d im. W ä n d e n und ih r en Gegenflächen 

s ind die M i t t e l p u n k t e G i t t e r p u n k t e . E s g i b t G i t t e r , bei denen sich ke ine e r s t en 

n M i n i m a finden lassen, d ie e in F u n d a m e n t a l p a r a l l e l e p i p e d b i lden. I s t aber eine d e m 

G i t t e r z u g e o r d n e t e q u a d r a t i s c h e F o r m vo l lkommen ( V o r o n o i , Cre i le 133 ) , d a n n 

lassen sich s t e t s « e r s t e M i n i m a a u s w ä h l e n , d ie ein F u n d a m e n t a l p a r a l l e l e p i p e d be 

s t i m m e n . M i t H i l f e d ieser t i e fe ren E i n s i c h t in G i t t e r k a n n m a n auch d ie E x t r e m -

fo rmen le ichter b e s t i m m e n . E s sei M de r M i n i m a l w e r t e iner K l a s s e pos i t i ve r qua-
M 

d r a t i s c h e r F o r m e n , D sei d ie D e t e r m i n a n t e . F o r m e n , für die „ — ein M a x i m u m 
\/D 

M 
is t , he ißen E x t r e m f o r m e n . D e n g r ö ß t e n W e r t „ beze ichne ich m i t L„. E s ist 

V D 

Z . 2 = r \ A | , L, = V 2 ( G a u ß , D i r i ch l e t , M i n k o w s k i , . . . ) , Li—\/2, , L6—y/ 8 ( K o r 

k ine u n d Zolotareff, V o r o n o i ) . F ü r n ^ 6 s ind zah l re iche A b s c h ä t z u n g s f o r m e l n be

k a n n t ( K o r k i n e u n d Zolotareff, M i n k o w s k i , Bl ichfeldt , R e m a k , . . . ) , der g e n a u e W e r t 

a b e r n i c h t 1 ) . Ich ze ige , w ie m a n die b i s h e r b e k a n n t e n E x t r e m f o r m e n le ichter findet 

u n d be rechne alle E x t r e m f o r m e n m i t 6 V a r i a b l e n . E s g i b t 4 K l a s s e n von E x t r e m 

fo rmen , d ie d u r c h d ie fo lgenden F o r m e n r e p r ä s e n t i e r t w e r d e n k ö n n e n (von P r o p o r 

t i o n a l i t ä t s f a k t o r e n w i r d abgesehen ) : 

1) Ft — 2X\ + . . . -f- 2x\ + 2*1 X*. + • • • + 2-r 5 X,, 

2) Fi — 2x\ - ( - . . . - j - 2x\ 2XX Xi 2Xi Xt 2x% Xt - j - 2Xt Xs + 2X¡ X, — 2Xt Xe 

+ 2Xh X*, 

3) ^3 = 2x\ -\- . . . -f- 2X\ 2*1 Xt 2X¡ Xi 2Xi Xt -f- 2jr, X<¡ -f- 2X¡ X¡, + 2X, Xh 

2X± Xt¡ —|— 2X$ Xq 2Xi X¿ —\- 2X¿ X¿, 

4) Ft = 2x\ 4" . . . 2x1 X¡ X¡ Xt X¡¡ Xt Xt XtXs-\- Xt X, -\~XiXi— 2X\ xs 

-\-X»X* 2Xa Xs 2Xi X6 — f Xy X, \X.¡, Xe -\- X, Xe 4" Xe + X6 X,. 

F ü r d iese F o r m e n is t M = 2 u n d D = j , 4, 3 b z w . - — . E s is t Lt = - i - = . 
2 V 3 

2 2 

*) Zusatz während der Korrektur: Prof. Blichfeldt fand vor kurzem, daß Lt — -r=^ •> £7 = 77= ¿ L8 = 2. 

V/3 yj* 
26 
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A M A T R I X R E P R E S E N T A T I O N OF A S C E N D I N G 
A N D D E S C E N D I N G C O N T I N U E D F R A C T I O N S 

B y L . M . M I L N E - T H O M S O N , Greenwich 

T h e e lements of a m a t r i x , which is equal t o t he con t inued p r o d u c t of su i t ab ly 

chosen ma t r i ce s , a r e s h o w n t o h a v e t he p rope r t i e s of t h e conve rgen t s of a cont inued 

f rac t ion. T h e me thod leads a t once t o a genera l i sed definit ion of cont inued f rac t ions 

in m a n y d imens ions . By t u r n i n g t h r o u g h t w o r i g h t angles t he p lane on which an 

o r d i n a r y ( t w o d imens iona l ) cont inued f rac t ion is w r i t t e n , an a scend ing cont inued 

f rac t ion composed of t h e same e lements is ob ta ined . T h i s aga in can b e represen ted 

by a p r o d u c t of ma t r i c e s and genera l i sed t o m a n y d imens ions . S o m e p rope r t i e s and 

appl ica t ions of cont inued f rac t ions of bo th types a r e cons idered . A pape r dea l ing 

w i t h th is sub jec t will be publ ished in the P r o c e e d i n g s of t h e E d i n b u r g h Ma thema t i ca l 

Society. 

LE S E R I E RICORRENTI ASSOCIATE DEL 2» ORDINE 
(Generalizzazione delle U n e V n di Lucas) 

Di G I A C O M O C A N D I D O , B r i n d i s i 

I • Defin. Due serie del 3" ordine 

Wi, Wx, .... , WH, ....(W) 

y, , ¥„ , . . . . (¥) 

entrambe riferite alla stessa equazione caratteristica 

?—Pè + 9 = o....[i], 

coi rispettivi valori iniziali Wa, Wt ; ¥0, ¥t le diremo associate se una coppia 

qualunque {Wi, ¥,•) di termini corrispondenti verifica la identità 

¥?(p,q)- ÚWnp,q) = kq', ....[£} 

con A =zp2 — 4q, eh costante. 

E s : i ) L e Vn e d Un di L u c a s . 2) L e soluzioni de l l a equaz ione — Atf — kq' 

2. L ' i n t eg ra l e g e n e r a l e della (W) è d a t o d a ( E u l e r o , L e L o n g c h a m p s , d ' O c a g n e ) : 

Wn (A q) = Wx Un -pW. Un-X 
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3. Q u e s t a fo rmóla si e s t e n d e n e l l ' a l t r a : 

W.+. = WH Us+X — q WK^ U, 

4 . M e d i a n t e un t e o r . di E u l e r o si r i c ava la r e l az ione 

Wl+x -P Wn WH+l + q Wl=(W\ - p W, W. +q W¡) q" , 

d a cui Wl — JWl = (WJ — A W¡)q" , .... [E]' 

con ¥0—2 Wi —pW„, ¥l=pWl — 2qW0. 

L a ¥ „ è la c o r r i s p o n d e n t e V„ nel le funzioni di L u c a s , e d è d a t a d a 

WK = Wx Vn— qW0 Vu-x. 

5. Espressioni diverse che danno Wn e ¥n . 

6. Forme lineari e quadratiche delle ¥„ e W„ = Q u e s t e fo rme p r o v e n g o n o dal le 

re lazioni : ¥K + Ô W„ = ( ¥0 4 - S W0) xf, ¥„ — §W„ — {¥„ — ô W0) xt" . 

F r a le forme q u a d r a t i c h e è no t evo l e la genera l izzaz ione de l l a [E]' •• 

K+m — à Wl,+m = qm (¥l — A Wl). 

7. Formóle della somma e della differenza degli indici. Formóle di prostaferesi. 

8. Le Wk„ e ¥kn sono espresse dalle relazioni 

W„k = Wn V„kl —qn(W .„ Vt* 4 - W,.„ + .... W{i.3U Vn + Wik.l)n), 

? i p . = ÁUM\ Wltp.1)n + i>F ( 2p. 3 )„ qn + WW.S)M q " W u „ q «P"1)"] - f ¥„ <f" 

*•«. + !). = àUn [ W2Pn 4 - W(2P.6)„q" + . . . . + WìnqV-»"} + ¥lMçP". 

9 . Equazioni differenziali del 2° ordine relative alle W„ e ¥„ analoghe a quelle 

già note per le V„ ed U„ : 

{p,— 4q)W\-\-lp W'n—tf—l) Wn — q(2n— l ) Wa UH.X =0 

(f — 4q) W\ -ArpW — n1 ¥n — q(2n— 1) W„ Vn.x = O. 

10. Applicazioni proposte: a) L a equaz ione ¥„ (x, a) — b (Genera l izzaz ione del la 

equaz ione d i Moiv re -Fagnan i ) . b) Il p r o b l e m a N e w t o n e s p r e s s o da l la equaz ione 
n 

VX + Y \]A — x ± y \JA (P lana , Chiò) . c) R i so luz ione de l la i n d e t e r m i n a t a 

„r2 — Af = Kq" . 
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M A X I M A L E S Y S T E M E U N E N D L I C H E R M A T R I Z E N 

(Ber i ch t übe r eine A r b e i t von O . Toepl i t z u n d G. K ö t h e ) 

V o n G O T T F R I E D K Ö T H E , M ü n s t e r i. W . 

00 

Die l inearen T r a n s f o r m a t i o n e n 31 = ¿ ' a . í xk, d ie den Hilbertschen R a u m (dies 

i s t der R a u m aller V e k t o r e n 5 = {xv x2, x3,. ..), für d ie J£ x : konve rg i e r t ) in sich 
/ = 1 

ü b e r f ü h r e n , b i lden ein Sys tem von unendl ichen M a t r i z e n , in dem S u m m e und P r o d u k t 

zweier M a t r i z e n e r k l ä r t s ind, w iede r im S y s t e m liegen u n d den übl ichen Rechenregeln 

g enügen . N a c h Hellinger und Toeplitz 1 ) is t dieses S y s t e m maximal, d. h. es is t n icht 

echtes Te i l sys t em eines M a t r i z e n s y s t e m s , dessen M a t r i z e n ebenfalls den Ka lkü l ge

s t a t t en . W e i t e r e Beispiele m a x i m a l e r M a t r i z e n s y s t e m e s ind das S y s t e m aller zeilen-

finiten2), das aller s p a l t e n f i n i t e n 2 ) und d a s al ler h a l b f i n i t e n 3 ) M a t r i z e n . Diese 

S y s t e m e stellen wiede r jewei ls die G e s a m t h e i t de r l inearen T r a n s f o r m a t i o n e n 
00 

f. = £ a . , x. der l inearen R ä u m e da r , die von allen S p a l t e n v e k t o r e n aller M a t r i z e n 

(a ) des S y s t e m s a u f g e s p a n n t we rden . Diese S p a l t e n r ä u m e haben die Eigenschaf t , 

d a ß sie m i t jeder Spa l t e ljcaj auch alle Spa l ten I s j x J en tha l ten , | e. | = 1, i'•= 1, 2 , . . . 

E i n solcher l ina re r R a u m heiße absolut konvergent. U n t e r dem dualen Raum X* eines 

l inearen R a u m e s X ve rs tehen w i r die Gesamthe i t aller Vek to ren U = (w, u2, • • •)> 

d e r e n ska la re s P r o d u k t (u, j ) = J^u. x. m i t al len V e k t o r e n f aus X e x i s t i e r t (die 

unendl iche S u m m e m u ß also k o n v e r g i e r e n ) . X he iß t vollkommen, w e n n X = X**. Das 

H a u p t r e s u l t a t u n s e r e r T h e o r i e l au te t n u n : 

Die Gesamtheit der linearen Transformationen yr— £ a¡kxk
 e ^ n e s vollkommenen, 

k — 1 
absolut konvergent en Raumes in sich bildet ein maximales Matrizensystem. Umge

kehrt hat jedes maximale Matrizensystem mit absolutkonvergentem Spaltenraum 

diese Form. 

D i e T h e o r i e w i r d dann auf die verschiedenen Spezialfäl le a n g e w a n d t und liefert 

da, z. B . im Hi lbe r t s chen R a u m , erhebliche V e r e i n f a c h u n g e n der b i she r übl ichen x ) 

Beweise. 

1) Grundlagen für eine Theorie der unendlichen Matrizen, Math. Annalen 69 (1909), S. 289 ff. 

2) Vgl . O. Toeplitz, Pal. Rend. 28 (1909), S. 88 ff. 

3) Vgl . G. Köthe u. O. Toeplitz, Journal f. d r. u. a. Math. 165 (193 1)) s - 1 1 6 ff-
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W e s e n t l i c h für den E r f o l g , ansche inend so d i v e r g e n t e T h e o r i e n w i e die des 

H i l b e r t s c h e n u n d des zeilenfiniten S y s t e m s a ls Spezia l fä l le e ine r a l lgemeinen T h e o r i e 

e r k e n n e n z u k ö n n e n ( soga r de r S a t z v o n O. Toeplitz ü b e r l ineare M i t t e l b i l d u n g e n l ) 

findet se ine S te l le in u n s e r e r T h e o r i e ) , i s t d ie E i n f ü h r u n g eines l i nea ren topologischen 

R a u m e s s t a t t des b i s h e r üb l ichen l inea ren m e t r i s c h e n R a u m e s . 

F ü r be l ieb ige , n i c h t m e h r a b s o l u t k o n v e r g e n t e l i nea re R ä u m e gi l t d ie T h e o r i e in 

i h r e m g a n z e n U m f a n g n i c h t m e h r , h i e r l iegen k o m p l i z i e r t e r e V e r h ä l t n i s s e vor , d ie 

de r vol len K l ä r u n g noch b e d ü r f e n . 

D i e v o r s t e h e n d e T h e o r i e i s t g e d a c h t a ls G r u n d l a g e für e ine a l lgemeine T h e o r i e 

de r l i nea ren Gle ichungen m i t unend l i ch vie len U n b e k a n n t e n . 

S U L L E E Q U A Z I O N I A L G E B R I C H E 

D i G. B E L A R D I N E L L I , J e s i , I t a l i a 

I n a lcuni lavor i m i sono o c c u p a t o della r i so luz ione delle equaz ion i a lgebr iche , ed 

h o d i m o s t r a t o che u n a r ad i ce d i u n a equaz ione a lgebr i ca di g r a d o « è r a p p r e s e n t a t a 

d a una se r ie d i p o t e n z e a v e n t e p e r coefficienti funz ion i d i P o c h h a m m e r di o r d i n e n. 

S e si cons ide r a u n e equaz ione a lgebr ica d i g r a d o n in y, i cui coefficienti s iano 

pol inomi in x, si h a che u n r a m o di q u e s t a funz ione a lgebr ica , che t ende ad co pe r x 

t e n d e n t e a zero , è e sp r imib i l e m e d i a n t e u n a ser ie d i po l inomi in x (pol inomi che si 

a n n u l l a n o pe r x = o) a v e n t e p e r coefficienti funz ioni d i P o c h h a m m e r di o r d i n e «. 

D a ques t a se r ie d i po l inomi si p u ò o t t e n e r e u n a se r ie di po tenze di x, r a p p r e s e n t a n t e 

il r a m o c o n s i d e r a t o d i funz ione a lgebr ica . 

S u q u e s t a ser ie d i p o t e n z e s i p o s s o n o f a re ques t e c o n s i d e r a z i o n i : 

i ° I coefficienti sono s o m m e di funz ion i di P o c h h a m m e r di o r d i n e n. 

2° A i coefficienti si p o s s o n o a s soc i a r e delle funz ioni d i co nella s t e s sa g u i s a che i 

po l inomi d i L e g e n d r e sono lega t i a i coefficienti del lo sv i luppo in ser ie d i u n a rad ice 

di u n a equaz ione a lgebr ica d i secondo g r a d o . 

Q u e s t e funzioni di a>, che pos sono c h i a m a r s i funz ion i di L e g e n d r e a s soc ia t e ad 

u n a funz ione a lgebr ica , s o n o s o m m e di funz ioni d i P o c h h a m m e r . Q u e s t o r i s u l t a t o 

gene ra l i zza la c lass ica p r o p r i e t à dei po l inomi di L e g e n d r e d i essere espr imib i l i 

m e d i a n t e la funz ione i p e r g e o m e t r i c a d i G a u s s . 

i) O. Toeplitz, über allgemeine lineare Mittelbildungen. Trac Matematyczno-Fizycznych XXII, 1911, 
S. 113. 
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ON L I N E A R I N E Q U A L I T I E S 

By L . L . D I N E S , Saska toon , C a n a d a 

T h e p u r p o s e of th i s communica t ion is t o descr ibe a n u n d e r t a k i n g in which the 

a u t h o r has been engaged in col laborat ion w i t h N . H . M c C o y . S ince t he first a t t e m p t 

a t a sys t ema t i c s t u d y of l inear inequal i t ies by F o u r i e r in 1824, a n u m b e r of a u t h o r s 

have g iven a t t en t i on t o the sub jec t . In ou r b ib l i og raphy w e l is t n o less t h a n 37 t i t les 

u n d e r wh ich the sub jec t is t r ea ted more or less di rect ly . S o m e of these con t r ibu t ions 

have appea red in unexpec ted places , and some of t h e c o n t r i b u t o r s , inc lud ing the 

p resen t au tho r , have a t t imes worked in igno rance of i m p o r t a n t ear l ie r con t r ibu t ions . 

O u r p r e s e n t a t t e m p t has the re fo re been chiefly t o m a k e a s o m e w h a t comprehens ive 

s u m m a r y of the va r ious deve lopments in t h i s field. H o w e v e r w e h a v e no t hes i ta ted 

to i n t roduce new no t ions and n e w proofs w h e r e it w a s felt t h a t i m p r o v e m e n t was 

possible , and a n u m b e r of n e w resu l t s appea r for t h e first t ime . 

T h e genera l p rob lem is re la t ive t o a sys tem of inequal i t ies of t he form 

J£a'Jx/~° 2, m), 

and to o the r sys t ems ob ta ined f rom this by a l t e r a t i on of the re la t ion ï ï , and by 

genera l i za t ion and ex tens ion t o include v a r i o u s types of funct ional inequal i t ies . T h e 

resu l t s ob ta ined have t o d o w i t h : (1) cond i t ions for the ex i s t ence of a solution, 

(2) m e t h o d s of d e t e r m i n i n g solu t ions , (3) e x p r e s s i o n of t he genera l solut ion in 

t e r m s of ce r t a in fundamen ta l so lu t ions , and (4) r e la t ions be tween a g iven sys tem of 

inequal i t ies and the associa ted sys t em of l inear equa t ions , which for t he sys tem dis

played above would b e 
m 

2?aO?-=° (>=I> 2> •••> »)• 

T h e last of these four types of resul t s is in t ima te ly connected w i t h the problem of 

the positive solut ions of l inear equa t ions . 

N O M B R E S P R E M I E R S ET C O M P O S É S 
P a r A . G É R A R D I N , N a n c y 

L ' é t u d e des nombres p r e m i e r s et de la f ac to r i s a t ion a a t t i r é des mi l l ie rs de m a t h é 

mat i c i ens , depuis les t emps connus . 

J ' a i é t u d i é ces su je t s p e n d a n t p lus de 25 a n s , et j ' a i pub l ié de n o m b r e u s e s mé thodes 

d a n s la p re s se scientifique. 

31 
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J e donne ici u n e x e m p l e d ' une m é t h o d e inéd i te p o u r hY2 4- kZ2, l o r sque les d iv i 

s eu r s o n t la m ê m e fo rme . 

P r i n c i p a l e 2 X2 -\- i 

D é p e n d a n t e s i m p a i r e s 8x2 4- 8x 4- (4»'2 -f- 4- 3) 

D é p e n d a n t e M a j o r %x2 4- 8x 4- 3 

D é p e n d a n t e s p a i r e s 4^r2 4- 4-r + ( 2 i 2 + 0 
D é p e n d a n t e M i n o r 4jr2 -f- 4X 4- 3 

S e c o n d a i r e s Y 2 4- 2Z 2 

S e c o n d a i r e M a j o r 8x2 4- 1. 

A d j o i n t e impa i r e 

d ' o r d r e u n 2px2 + 2ix -\- w 

avec 2î'2 4- i = • w 

I l es t t r è s i n t é r e s s a n t d ' é tud ie r j u s q u ' à 10 m i l l i a rds , p a r exemple , la f ac to r i sa t ion 

complè te de 2X2 -\- 1 qui domine le c h a m p Z 2 4- 2 Y2. N o t r e m é t h o d e é tab l i t 

d ' a b o r d la T a b l e des R a c i n e s ( d e u x rac ines p o u r chaque n o m b r e p r e m i e r d iv i seur 

d e la f o r m e ) , j u s q u ' à la l imi te nécessa i re , ici, p <^ 100000. 

J ' a i d é m o n t r é que , g r âce au « p r o t é e géné ra l m o d u l a i r e » fac i lement calculé, on 

peu t o b t e n i r la T a b l e des R a c i n e s d 'une D é p e n d a n t e que lconque , p a r calcul men ta l , 

ou a r i t h m é t i q u e . ( P o u r u n e P r i n c i p a l e quelconque , on p e u t fa i re ce calcul auss i p a r 

n o t r e m é t h o d e de T a b l e a u x , ou p a r n o t r e A l g o r i t h m e . ) 

L a j u x t a p o s i t i o n de la D é p e n d a n t e M a j o r et de la S e c o n d a i r e M a j o r donne la 

fac to r i sa t ion complè te de la sé r ie é tud iée . I l es t t r è s i m p o r t a n t de l 'avoir , car la 

M é t h o d e des A d j o i n t e s p e r m e t sans calcul spécial d ' o b t e n i r de n o u v e a u x mi l l ie rs 

d e n o m b r e s p r e m i e r s . 

L ' ensemble de mes m é t h o d e s , s t a n d a r d i s é e s et t ay lo r i sées , avec un g r a n d H i s t o 

r i que spécial , et des T a b l e s i m p o r t a n t e s donne la f ac to r i s a t ion de sér ies immenses 

e t découvre des n o m b r e s p r e m i e r s inéd i t s de 8, 9, 1 0 . . . chiffres p a r d iza ines de 

mi l l i e r s , en p r a t i q u e . 
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Ü B E R F U N K T I O N E N MIT P O S I T I V E M R E A L T E I L 
V o n W . C A U E R , Göt t ingen 

I n der E l ek t ro t echn ik l iegt häufig die A u f g a b e vor , Scha l t ungen zu kons t ru i e ren , 
d ie h ins icht l ich der A b h ä n g i g k e i t von der F r e q u e n z a> des W e c h s e l s t r o m s vorgeschr ie 
bene E igenscha f t en besi tzen. Als W e c h s e l s t r o m w i d e r s t ä n d e t r e t e n F u n k t i o n e n des 
F r e q u e n z p a r a m e t e r s X = iu> auf, d ie dadurch c h a r a k t e r i s i e r t s ind, daß sie sich in der 
r ech ten H a l b e b e n e r egu lä r verha l ten , dor t pos i t i ven Real te i l bes i tzen und für reelle X 
reelle W e r t e a n n e h m e n („pos i t ive F u n k t i o n e n " ) . D e r Begriff solcher pos i t ive r F u n k 
t ionen g e s t a t t e t eine Ve ra l l geme ine rung auf pos i t ive M a t r i z e n , welche Vierpo l 
scha l tungen u s w . charak te r i s i e ren . N e b e n der A u f g a b e , gegebene pos i t i ve F u n k t i o n e n 
ode r pos i t ive M a t r i z e n durch Scha l t ungen zu rea l i s ieren , e rgeben sich aus den tech
nischen F rages t e l l ungen In te rpo la t ions - und A p p r o x i m a t i o n s p r o b l e m e , welche in 
enger Bez i ehung zu den von G. P i c k und Rolf N e v a n l i n n a bei b e s c h r ä n k t e n F u n k 
t ionen behande l ten In t e rpo la t ionsp rob lemen s tehen , die ih re r se i t s e ine Vera l lgemei 
n e r u n g des Cara theodory -Toep l i t z schen Koeff iz ien tenproblems dars te l len . S o läßt 
s ich z. B . das P r o b l e m , Real te i l und I m a g i n ä r t e i l e iner empi r i sch gegebenen Wechse l 
s t r o m w i d e r s t a n d s f u n k t i o n für endl ich viele F r e q u e n z e n du rch eine n u r aus K a p a 
z i t ä t en und O h m s c h e n W i d e r s t ä n d e n bes tehende Zweipo l scha l tung e x a k t w iede rzu 
geben und dabe i zugleich die L ö s b a r k e i t der A u f g a b e zu entscheiden , auf das von 
G. P i c k behande l t e P r o b l e m zurückführen , d a s l au te t : E i n e r a t i ona l e F u n k t i o n w (z) 
i s t so zu be s t immen , daß sie in e iner z -Kre i s sche ibe r egu lä r ist , d o r t nu r w - W e r t e 
a u s e iner a n d e r n Kre i s sche ibe und dabei zu endl ich vielen 2 V vorgeschr iebene W e r t e 
wv a n n i m m t . 

E t w a s nähe r e r l ä u t e r t w e r d e n möge das A p p r o x i m a t i o n s p r o b l e m de r v ierpol igen 
symmet r i s chen S iebscha l tungen . H i e r sind zwei r a t iona le pos i t ive F u n k t i o n e n 2 t ( X ) 

und z 2 (X) so zu be s t immen , daß a p p r o x i m a t i v — = i in vo rgesch r i ebenen In te rva l len 

der pos i t iv imag inä ren Achse (Durch laßbe re i chen) und zxz2 = i in den komplemen
t ä r e n In t e rva l l en (Spe r rbe re i chen) wi rd . N u r solche pos i t ive F u n k t i o n e n k o m m e n 
h ie r als in te rpol ie rende F u n k t i o n e n in F r a g e , d ie auf der i m a g i n ä r e n Achse rein ima
g i n ä r s ind. E s e rgeben sich für jede F i l t e r t ype (z. B . T ie fpaß) n u r ganz b e s t i m m t e 

F u n k t i o n e n als möglich für y ~ bezw. ]/ sts2. E s sind pos i t ive a lgebra i sche F u n k -

t ionen, d e r e n Q u a d r a t r a t iona l u n d auf der i m a g i n ä r e n Achse reell ist . D i e j e n i g e n 

In te rva l l e der i m a g i n ä r e n Achse , w o y — bezw. ^ _ pos i t iv ist , s ind polfrei , u n d 

in ihnen sollen jene idealen F o r d e r u n g e n a p p r o x i m a t i v erfül l t we rden . E i n Beweis 
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für d ie L ö s b a r k e i t des A p p r o x i m a t i o n s p r o b l e m s e r g i b t s ich d u r c h eine P o i s s o n s c h e 

I n t e g r a l d a r s t e l l u n g . W i c h t i g i s t d ie D u r c h f ü h r u n g d e r A p p r o x i m a t i o n im T s c h e b y -

scheff sehen S i n n e . M a n w i r d dabe i u . a. auf das P r o b l e m g e f ü h r t : U n t e r den F u n k 

t i o n e n • 

y = In r q = In C g + i + 4 ( 0 + «1 ~<ß + «,) 
Vß—i <P + aò (0 + <h) ••• (Ä + ötv»-!) 

soll d i e j en ige b e s t i m m t w e r d e n , d e r e n M a x i m a l a b w e i c h u n g von Nu l l in den I n t e r 

val len (—oo, — k) und (k,<x>), w o ein M i n i m u m w i r d . D i e s f ü h r t auf ein 

T r a n s f o r m a t i o n s p r o b l e m der e l l ip t ischen F u n k t i o n e n m i t g e b r o c h e n e r T e i l u n g . D i e 

F o r m de r L ö s u n g 

w o K d a s z u m M o d u l k~1 g e h ö r i g e vo l l s t änd ige e l l ip t ische I n t e g r a l e r s t e r G a t t u n g is t , 

ze ig t — d a s i s t wesen t l i ch — , d a ß die F o r d e r u n g e n der „ P o s i t i v h e i t " (phys ika l i schen 

R e a l i s i e r b a r k e i t ) 

I > « 1 > « 2 > . . . > «2V'-1 > « 2 v ' > — I 
er fü l l t s ind. 

S U I P U N T I I R R E G O L A R I DI U N A F A M I G L I A NON 
N O R M A L E DI F U N Z I O N I O L O M O R F E 

D i T U L L I O V I O L A , Bo logna 

I . L ' i n s i e m e dei p u n t i d ' i r r e g o l a r i t à d i u n a famig l ia non n o r m a l e d i funz ion i olo

m o r f e è s t a t o s t u d i a t o da d ive r s i a u t o r i e p u ò p r e s e n t a r e delle p a r t i c o l a r i t à notevol i . 

P e r esempio se in u n d o m i n i o (D) u n a famig l ia non n o r m a l e V è l i m i t a t a in ogn i 

p u n t o , a l lora , come ha d i m o s t r a t o il Sig. Montel1), l ' ins ieme è pe r f e t to , non denso, 

c o n t i n u o e connesso con la f ron t i e r a d i (D). 

Sia P un p u n t o i r r e g o l a r e e s ia (S) u n a success ione e s t r a t t a da V «eccezionale» 

in P, cioè ta le che n e s s u n a success ione pa rz i a l e di (S) conve rga u n i f o r m e m e n t e 

in n e s s u n i n t o r n o di P. 

') Leçons sur les seríes de polynômes (Collection Borei, 1910), p. 118. 

Leçons sur les familles normales (ld. 1927), p. 39. 
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E v i d e n t e m e n t e ogn i success ione e s t r a t t a d a (S) è a n c o r a eccezionale in P. 

A n c h e (S), come V, non è nè normale nè quas ino rma le in (£>). 

I p u n t i i r r ego la r i d i (S) cos t i tu i scono un a g g r e g a t o pe r f e t t o TX con tenente P, 

c o n t e n u t o n e l l ' a g g r e g a t o Ut dei p u n t i i r rego la r i di V, pe r f e t to , con t inuo , non denso , 

connesso con la f r o n t i e r a di (£>). 

S ia Pl u n p u n t o di TX d ive r so d a P. R a g i o n a n d o su (S) come su V, si vede che 

es is te u n a success ione (Sj) e s t r a t t a d a (S), eccezionale in Pv 

(St) è eccezionale in P e in P% e non è n o r m a l e nè q u a s i n o r m a l e in (D). I suoi 

p u n t i i r r ego la r i cos t i tu i scono un a g g r e g a t o p e r f e t t o ÌIX con tenen te P e P 1 ; con tenu to 

in TX, p e r f e t t o , non denso , cont inuo , connesso con la f ron t i e ra di (£>). 

Così p r o s e g u i a m o indef ini tamente . 

Si p u ò i m p o r r e la condizione che (SJ cominci con la p r i m a funz ione ft (z) di (S), 

che (S2) cominci con le p r i m e d u e funzioni f1 (z), f2 (z) d i (Sj), che (S3) cominci 

con le p r i m e t r e funzioni f1 (z), f2 (z), fa (z) d i (S2), ecc. 

D u n q u e la success ione (2) = f1 (z), f2 (z), f3 (z), . .. . è eccezionale in t u t t i i 

p u n t i P, Pv Pa 

2. S ia P0 un p u n t o i n t e r n o a (£>), l imite di p u n t i F . D ico che (2) è eccezionale 

anche in P0. I n f a t t i , se C 0 è u n i n t o r n o di P0 comunque piccolo, e s i s tono infiniti PH 

i n t e rn i a C 0 . D u n q u e C0 è i n t o r n o anche per infiniti P e qu ind i n e s s u n a successione 

pa rz ia l e di (2) p u ò conve rge re u n i f o r m e m e n t e in C 0 . 

D a t a l ' a rb i t r a r i e t à della scelta dei pun t i P , si può s e m p r e fa re in m o d o che ques t i 

p u n t i cos t i tu i scano u n ins ieme denso in sè, ta lché , a c h i u s u r a esegu i ta , si o t t enga un 

a g g r e g a t o pe r f e t t o , ed anz i può fa rs i in m o d o che tale a g g r e g a t o pe r f e t t o sia cont inuo , 

non denso e connesso con la f ron t i e r a di (D). 

Si conclude d u n q u e con la p ropos iz ione s e g u e n t e : 

Se V è una famiglia non normale di funzioni olomorfe in un dominio (D), limitata 

in ciascun punto di (D), ogni punto irregolare di V fa parte di un (almeno) insieme 

di punti irregolari per i quali esiste una medesima successione eccezionale. Tale 

insieme, come quello totale dei punti irregolari di cui fa parte, è perfetto, non denso, 

continuo e connesso con la frontiera di (£>). 

3. M i p a r e che ques t a p ropos iz ione p o t r e b b e ave re u n signif icato notevole nello 

s t u d i o del c o m p o r t a m e n t o di u n a funzione in te ra . I n f a t t i , se l ' ins ieme delle r e t t e di 

J u l i a è non denso in t u t t o u n ango lo a di ve r t i ce l 'or ig ine , a c iascuna di quelle r e t t e , 

l ungo la quale sia verif icata qualche ipotesi r e s t r i t t i v a che si t r a t t e r e b b e di p rec i sa re 

(equiva len te alla l imi taz ione della famigl ia co r r i sponden te ) a p p a r t i e n e t u t t o un 

s e g m e n t o di p u n t i i r r ego la r i per la famigl ia co r r i sponden te . T a l e segmen to , che è 

i n t e r a m e n t e con t e n u t o nel cerchio di r agg io = 1 ed ha un e s t r e m o sulla c i rconferenza , 

a m m e t t e r à in t u t t i i suoi punt i una medes ima successione eccezionale. 
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R E M A R Q U E S U R LES É Q U A T I O N S D I F F É R E N 
T I E L L E S D E S F O N C T I O N S E L L I P T I Q U E S 

P a r M . P E T R O V I T C H , B e l g r a d e 

i . L e s r e m a r q u e s qu i s u i v e n t se r a p p o r t e n t a u x é q u a t i o n s l inéa i res b inômes 

a y a n t c o m m e in t ég ra l e p a r t i c u l i è r e l 'une des fonct ions e l l ip t iques 

(2) y r r snx y = cnx y = dnx. 

Le coefficient k (x) est une fonction de x bornée pour toutes les valeurs réelles 

de x, lorsque n est pair; il ne l'est jamais pour n impair. 

C o n s i d é r o n s , p o u r fixer les idées , le cas où y = snx. So i t x = a un z é r o réel 

de snx, c ' e s t -à -d i re l 'une des va l eu r s 

(3) a t — 4 mK a2 — 6 mK 

du 

m é t a n t u n en t i e r . 

L ' o n s a i t que sn (a -j- x) es t u n e fonct ion i m p a i r e de x s ' annu lan t p o u r x = o; 

on a u r a donc a u v o i s i n a g e de x = o 

(4) sn(çL-\-x) = Aix-\-Asx
s + A ^ 5 + ••• 

3 8 

S U R U N T H É O R È M E DE M. P Ó L Y A 

P a r A . Z Y G M U N D , W i l n o 

Ce t t e c o m m u n i c a t i o n a p o u r ob je t u n e d é m o n s t r a t i o n nouve l le e t é l émen ta i r e d u 

t h é o r è m e su ivan t , d é m o n t r é e n c o m m u n a v e c M . P a l e y ( P r o c . C a m b r i d g e P h i l . 

S o c , A p r i l 1932 ) : P o u r „ p r e s q u e t o u t e s " les su i tes | e„ J d e s ignes , e„ = ± 1 , 

t o u s les po in t s du ce rc l e d e c o n v e r g e n c e d e s sér ies Sena„zK son t s ingu l ie r s . 
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e t l 'on s ' a s su re , d e la m a n i è r e connue , q u e t o u s les Am son t d i f férents de zé ro . I l s 'en 

s u i t q u e : 

I o t o u t e dér ivée d ' o r d r e pair est u n e fonct ion impaire de x, a y a n t x = o comme 

z é r o s imp le ; 

2° t o u t e dé r ivée d ' o rd re impair es t u n e fonct ion paire de x, ne s ' annulan t pas 

p o u r x = o. 

C o m m e d ' ap rès les re la t ions 

les dér ivées des snx coïncident , au s igne p r è s , avec celles de la fonct ion (4), le 

s e r a fini où infini p o u r x = o, et par su i te aus s i p o u r x = a, s u i v a n t que n es t pa i r , 

ou impa i r . 

L a d é m o n s t r a t i o n est auss i valable p o u r les fonct ions cnx et dnx. 

2. Cons idé rons le cas pa r t i cu l i è r emen t i n t é r e s san t de l ' équat ion du second o r d r e 

sn ( a t -\- x) — snx sn (oj -f- x) = — snx 

r a p p o r t 

I d" 

snx dxn 

(5) 
d'y 

~dx* 

L e s fo rmules 

( 1 — k 1 — 2 dn*x) snx 

d?_ 

dx1 cnx (2k*sn*. 'x— 1) cnx 

(2sn*x—i)dnx 

m o n t r e n t q u e le coefficient À (x) a pour l ' express ion 

p o u r snx: h(x) 

p o u r cnx: X(x) 

p o u r dnx: X(x) 

2dn*x -f- k*-

I — 2 k* sn'x 

— I 

k% (1—2sn 'x) 

d 'où l 'on t i r e faci lement le r é s u l t a t s u i v a n t : 
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I N T E G R A L E E R S T E R G A T T U N G A U F S P E Z I E L L E N 
T R A N S C E N D E N T E N R I E M A N N S C H E N F L Ä C H E N 

V o n H A N S H O R N I C H , W i e n 

D i e Defini t ion der I n t e g r a l e e r s t e r G a t t u n g auf a lgebra i schen R i e m a n n s c h e n F l ä 

chen d u r c h ih re be iden E i g e n s c h a f t e n , übera l l auf der F l ä c h e sich r e g u l ä r zu ver 

ha l t en u n d bei D u r c h l a u f u n g gesch lossener W e g e sich n u r u m a d d i t i v e K o n s t a n t e 

40 

L'équation (5) ayant comme intégrale particulière l'une des fonctions (2) a comme 

coefficient X (x) une fonction bornée pour toutes les valeurs réelles de x; cette fonc

tion oscille autour de la valeur moyenne 

I p o u r y — snx 

I — k 1 p o u r y • cnx 

O p o u r y — dnx 

l'amplitude commune de ces oscillations étant k2. 

Ces fa i t s subs i s t en t m a n i f e s t e m e n t aus s i p o u r le coefficient X (x) de l ' équat ion de 

R icca t i 

a y a n t c o m m e in t ég ra l e p a r t i c u l i è r e la dé r ivée l o g a r i t h m i q u e de l 'une des fonc

t i o n s ( 2 ) . 

I l s 'en s u i t du r é s u l t a t p r é c é d e n t que la fonct ion X (x), c o r r e s p o n d a n t à y=:snx, 

g a r d e u n s igne positif i nva r i ab l e p o u r t o u t e va l eu r réel le de x. L a m é t h o d e de com

p a r a i s o n s de S t u r m , appl iquée à l ' équa t ion (5) p e r m e t a lo r s , p a r exemple , d ' a s s igne r 

u n e l imi te s u p é r i e u r e et u n e l imi te i n fé r i eu re au n o m b r e des zéros de snx compr i s 

d a n s u n in te rva l le d o n n é d e x, ce qu i condu i t à u n e l imi te s u p é r i e u r e e t u n e l imi te 

i n fé r i eu re p o u r l ' i n t ég ra l e e l l ip t ique K. 

P o u r que la fonct ion X {x~j c o r r e s p o n d a n t à y =cnx g a r d e un s igne posi t i f inva

r iab le , il f au t et il suffit que le modu le soi t p lus p e t i t q u e 

P o u r y = dnx la fonct ion X (x) change de s igne u n n o m b r e i l l imi té de fois. 
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z u v e r m e h r e n , läßt s ich n ich t auf solche t r a n s c e n d e n t e R i e m a n n s c h e F l ä c h e n übe r 

t r a g e n , welche k r i t i s che Stel len ( im S i n n e von N e v a n l i n n a ) au fwe i sen ; a ls solche 

w e r d e n alle Stel len bezeichnet , in deren U m g e b u n g die F läche n i ch t schl icht oder 

höchs tens a lgebra i sch v e r z w e i g t is t , a l so die V e r z w e i g u n g s p u n k t e unendl ich h o h e r 

O r d n u n g und die H ä u f u n g s s t e l l e n von V e r z w e i g u n g s p u n k t e n . A n den kr i t i schen 

Stel len g i b t es ke ine o r t s u n i f o r m i s i e r e n d e * ) P a r a m e t e r t u n d d a m i t auch ke ine 

F u n k t i o n e n , die a n d iesen Stel len sich r e g u l ä r ve rha l t en . 

F ü r spezielle Fä l l e , nämlich die zwe ib lä t t r igen R i e m a n n s c h e n F lächen F, de ren 

V e r z w e i g u n g s p u n k t e reell s ind und sich n u r im Unend l i chen häufen , k a n n m a n ein 

S y s t e m von E i g e n s c h a f t e n angeben , du rch welche — in s i n n g e m ä ß e r Vera l lgemeine

r u n g der k lass i schen Begriffe — I n t e g r a l e e r s t e r G a t t u n g auf F definiert w e r d e n 

sollen. 

W i r nennen u e in I n t e g r a l e r s t e r G a t t u n g auf F, w e n n 

I . u sich für j ede endl iche Stel le^von F r egu lä r ve rhä l t , 

I I . bei D u r c h l a u f u n g geschlossener W e g e u sich n u r u m a d d i t i v e K o n s t a n t e ver

ä n d e r t ; 

I I I . de r Real te i l 2Î (« ) auf der en t sprechend au fgeschn i t t enen F läche F be 

s c h r ä n k t ist , 

I V . es eine Fo lge von Gebie ten Gv G2, Gs . . . auf F g ib t , so daß sie mono ton 

w a c h s e n Gx < G 2 < G3 <[ . . ., g anz im End l i chen von F gelegen sind, daß jeder 

endl iche P u n k t von F in e inem G( gelegen is t , und daß schließlich das über 

ò » ( « ) | . . . . , 
1 as m i t w a c h s e n d e m i gegen den R a n d von G,- e r s t r eck t e I n t e g r a l ^ I 

N u l l k o n v e r g i e r t (w d ie N o r m a l e auf den R a n d v o n G{). 

Die I n t e g r a l e e r s t e r G a t t u n g auf F s ind d u r c h ih re P e r i o d e n in genau derselben 

We i se b e s t i m m t , w i e die a lgebra i schen I n t e g r a l e e r s t e r G a t t u n g ; insbesondere ist 

ein e indeu t iges I n t e g r a l e r s t e r G a t t u n g n o t w e n d i g k o n s t a n t . 

Ste l l t m a n die F läche F in gee igne te r W e i s e als L i m e s von hypere l l ip t i schen Ge

bi lden Ff von w a c h s e n d e m Geschlecht p da r , so k a n n m a n u n t e r gewis sen V o r a u s 

se t zungen übe r die V e r t e i l u n g der V e r z w e i g u n g s p u n k t e d ie I n t e g r a l e e r s t e r G a t t u n g 

auf F als Grenz funk t ionen von en tsprechend n o r m i e r t e n I n t e g r a l e n e r s t e r G a t t u n g 

auf den Ft dars te l len und d a m i t ein V e r f a h r e n zur ta t sächl ichen K o n s t r u k t i o n dieser 

I n t e g r a l e angeben . 

*) ortsuniformisierend in dem Sinn, daß der Parameter t eine Umgebung der Stelle p auf die schlichte 

Kreisscheibe mit dem Bild von p als Mittelpunkt abbildet. 
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eine in z ana ly t i s che F u n k t i o n d a r , d ie a ls n a t u r g e m ä ß e V e r a l l g e m e i n e r u n g de r hype r 

g e o m e t r i s c h e n R e i h e e i n g e f ü h r t u n d d u r c h ihr „doppe l t r a d i k a l e s " V e r z w e i g u n g s v e r 

ha l t en in g e n a u d re i s i n g u l ä r e n Ste l len de r 2 - E b e n e wesen t l i ch b e s t i m m t is t . D ie 

U n i f o r m i s i e r u n g von Q - F u n k t i o n e n füh r t auf die d u r c h H e r m i t e u n d K r o n e c k e r be 

t r a c h t e t e n L a m é ' s c h e n F u n k t i o n e n . D i e K e n n z e i c h n u n g von Q(s) d u r c h ih re S i n g u 

l a r i t ä t e n f ü h r t abe r auch zu F u n k t i o n a l g l e i c h u n g e n , w i e sie i n sbesondere im hype r 

g e o m e t r i s c h e n Grenzfa l l 

l im \-£-FQ[J , fa~ , i ; * ) ] = y (*) 

auf a n d e r e m W e g e d u r c h N . A b e l au fges te l l t w u r d e n . 
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Ü B E R DIE RIEM A N N ' S C H E Q - F U N K T I O N 

V o n W I L H E L M M A I E R , L a f a y e t t e ( I n d . ) 

D i e S y s t e m a t i k d e r ana ly t i s chen F u n k t i o n e n e iner V e r ä n d e r l i c h e n v e r d a n k t 

B . R i e m a n n den G e s i c h t s p u n k t , j e n e d u r c h eine K l e i n s t z a h l u n a b h ä n g i g e r Bed in 

g u n g e n zu b e s t i m m e n . A u s den von R i e m a n n d u r c h g e f ü h r t e n Beispie len k ö n n e n 

jedoch B e d i n g u n g e n im G r o ß e n sowei t e n t f e r n t w e r d e n , d a ß d u r c h K e n n t n i s ih re r 

S i n g u l a r i t ä t e n schon d ie K e n n z e i c h n u n g der F u n k t i o n ge l ing t . F ü r a, b =|= o (1) ; 

S ( a - | - i — c — d) — 0; z^£\z\ = I s te l l t d e r s u m m i e r b a r e A u s d r u c k 

=| ,<;> r ( « + v) r [ b + ,) 
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S U R LES B A N D E S DE D É T E R M I N A T I O N I N F I N I E 
D E S F O N C T I O N S E N T I È R E S 

P a r H E N R I M I L L O U X , S t r a s b o u r g 

1. — Définition. — So i t D u n doma ine connexe d u p lan de la va r iab le complexe 

z = r e'® ne c o n t e n a n t pas l 'or igine . Coupons D pa r le cercle \z\=r. L a différence 

des a r g u m e n t s de d e u x po in t s de D s i tués su r ce cercle peu t se d é t e r m i n e r p a r con

t inu i t é sans q u i t t e r D. N o u s appel lerons extension angulaire du domaine D sur le 

cercle \z\ — r, q u a n t i t é dés ignée p a r la b o r n e supé r i eu re d e ces différences : dans 

le cas où l 'on p e u t fa i re le t o u r de l ' o r ig ine sans q u i t t e r D, l ' ex tens ion angu la i r e est 

infinie ; d a n s le cas con t r a i r e , elle es t inférieure à 2 n. 

2. — E n u t i l i s an t le p r inc ipe de la m a j o r a n t e h a r m o n i q u e et le t h é o r è m e fonda

men ta l s u r la r ep r é sen t a t i on confo rme des b a n d e s , de la thèse de M . Ahlfors, on ob

t i e n t le : 

Théorème. — Soit f (s) une fonction holomorphe dans et sur le cercle \ z\ = r2 ; 

m2 une quantité supérieure ou égale aux valeurs de \f(z)\ sur ce cercle ; m la valeur 

de \f (z)\ en un point M de module r0 (inférieur à r 2 ) et m^ une quantité positive 

inférieure à m. 

L'ensemble des points où \f(z)\ est supérieur à mi comprend un domaine con

nexe D contenant M. Si l'on désigne par Er l'extension angulaire de D sur le cercle 

j z I = r, ou bien Er est infinie pour une valeur au moins de r comprise entre r0 et rx, 

ou bien on a l'inégalité : 

"i 

{ ) J r E ^ 3 + n l 0 g - log m — log m{ 

3. —. D a n s le cas des fonc t ions en t iè res d ' o r d r e fini q supé r i eu r à J , on peu t pa r 

exemple chois i r M de façon q u e /og m )> r j " " e ; e n s u i t e : logm1 = ir„ s . I l en 

résu l t e que le m a x i m u m de l ' ex t ens ion a n g u l a i r e d u d o m a i n e D p r écéden t est au 

moins égal à une q u a n t i t é auss i vois ine q u e l'on veu t d e — p o u r v u q u e e e t r2 soient 

convenab lement chois is . 

4. M a i s l ' in té rê t pr inc ipa l de l ' inégal i té (1) r é s ide en ce qu 'e l le s 'appl ique auss i 

b ien a u x fonct ions en t iè res d ' o r d r e infini ; elle p e u t s e rv i r de p o i n t de d é p a r t dans 

l ' é tude de la d i s t r i b u t i o n des va l eu r s de telles fonct ions e t s e r t à d é m o n t r e r l ' ex is

tence de d e u x su i t e s , d i s t inc tes a n g u l a i r e m e n t , de cercles de r empl i s sage . Cet te 

ex i s t ence a dé jà é t é démon t rée pa r une a u t r e mé thode , mo ins s imple e t mo ins précise. 
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Ü B E R DIE O R D N U N G EINER G A N Z E N F U N K T I O N 
MIT P A R A M E T E R 

V o n G U S T A V H Ö S S J E R , M a l m ö 

Es sei F (x, t) eine analytische Funktion der beiden komplexen Veränderlichen 

x und t, und zwar eine ganze Funktion der endlichen Ordnung q ( i ) von x, wenn t 

in einem abgeschlossenen Bereiche T der t-Ebene festgehalten wird x). Dann ist q (t) 

eine sub harmonise he Funktion 2) im Inneren von T. 

Def in i t ionsmäßig i s t o ( í ) = Hm l o g ' ° g ^ ~ ) , wobe i M (R) = M a x 1 F (x, f) f 

für \x\ = R ist . E s sei n u n für e in fes tes , g e n ü g e n d g r o ß e s M > O RM(l) de r R a 

d iu s m i t M a x I F (x, t) | =¡ M fü r | x | = RM(t). D a n n ze ig t m a n e r s t e n s , d a ß 

log RM(t) superharmonisch is t , zwe i t ens , d a ß für eine pos i t ive , superharmonische (oder 

harmonische) F u n k t i o n œ (t) is t - 4 t s u b h a r m o n i s c h (a lso is t h ie r \-—— s u b h a r -
r <p(t) ^ogRJt) 

m o n i s c h ) . D a r a u s folgt leicht de r S a t z , in d e m m a n e ine pas sende F o l g e M - W e r t e 

M-± oo (v = 1, 2 , . . .) n i m m t . 

E I N E V E R A L L G E M E I N E R U N G D E S P I C A R D S C H E N 
S A T Z E S 

V o n L . V . A H L F O R S , Â b o , F i n n l a n d 

D e r P i c a r d s c h e S a t z k a n n fo lgenderweise f o r m u l i e r t w e r d e n : Es gibt keine drei 

Punkte a, b und c, welche für sämtliche Zweige der Umkehrfunktion s (w) einer in 

der ganzen Ebene meromorphen Funktion w = f(z) transzendente Singularitäteil sind. 

D i e s e r S a t z i s t v o n sehr speziel ler N a t u r , wei l e r v e r l a n g t , d a ß alle S i n g u l a r i t ä t e n 

genau ü b e r dense lben d re i P u n k t e n l iegen. D i e n a t u r g e m ä ß e V e r a l l g e m e i n e r u n g des 

P i c a r d s c h e n S a t z e s i s t a l so die fo lgende : 

') Beispiel einer solchen Funktion ist die Funktion E (x) = E , deren Ordnung die sub-

j " «r( l + M ) 

harmonische Funktion (a = ü i + iai) ist. 
û i 

ä ) Siehe übersubharmonische Funktionen : F. Riesz, Surles fonctions subharmoniques etc. Acta Math. 48 (1927). 
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In der w-Bbene seien drei außerhalb einander gelegene Kreise Cv Cv Cs gegeben. 

Wenn w = f (z) in der ganzen Ebene meromorph ist, so gibt es einen Zweig der 

Umkehrfunktion z (w), der in einem der Kreise C v algebraischen Charakter besitzt, 

d. h. wenn man den Zweig innerhalb des betreffenden Kreises in allen möglichen 

Weisen fortsetzt, so nimmt er in jedem Punkt nur endlich viele verschiedene Werte an. 

D e r Beweis d ieses Sa t z e s ge l ing t m i t H i l f e einer von m i r ö f t e r s v e r w e n d e t e n geo

m e t r i s c h e n M e t h o d e . 

E I N E A B B I L D U N G S A U F G A B E ZUR T H E O R I E DER 
W E R T V E R T E I L U N G 

V o n E G O N U L L R I C H , M a r b u r g a. d. L a h n 

I n der T h e o r i e de r W e r t v e r t e i l u n g r ü c k t n e u e r d i n g s die R i e m a n n s c h e F läche in 

den V o r d e r g r u n d des In t e r e s se s , welche eine m e r o m o r p h e F u n k t i o n f(z) —w als Bild 

ihres E x i s t e n z g e b i e t s e r zeug t ( p u n k t i e r t e E b e n e oder E i n h e i t s k r e i s ) . Beach te t man , 

d a ß f(z) h ie r e ine im a l lgemeinen k o n f o r m e A b b i l d u n g eines einblättrigen Gebiets 

auf d ie unendlich vielblättrige F l ä c h e leis tet , so ist m a n v e r s u c h t zu e r w a r t e n , daß bei 

einer solchen Abbildung im allgemeinen stark vergrößert werden muß. 

Diese V e r m u t u n g läßt sich, bei gee igne te r P r ä z i s i e r u n g , d u r c h den Koebeschen 

V e r z e r r u n g s s a t z be s t ä t i gen , w i e ich h ie r ze igen will . 

A u s de r R i e m a n n s c h e n F l ä c h e s t anze ich die U m g e b u n g \w—a|<£ einer S o r t e a 

aus und n e h m e an , daß für ein gewisses a und pas sendes e < o n u r schlichte S tücke 

ausgeschn i t t en w e r d e n ; a heiße dann^gewöhnliche Sorte; offenbar i s t auch j ede So r t e 

b der e - U m g e b u n g von a eine solche. D i e P u n k t e der 2 -Ebene , w o f(z) =a gi l t , be

zeichne ich m i t a v u n d die zugehör igen Z w e i g e der U m k e h r f u n k t i o n m i t <pv (w). 

J e d e r solche Z w e i g bi ldet d ie schlichte Scheibe \w—o|<« schl icht auf ein Gebiet 

<5V der 2 -Ebene ab , wobei nach d e m V e r z e r r u n g s s a t z e für \b—a\ =çe, m i t p < I , g i l t : 

I — Q 
( 0 

(2) (I + Q) 
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A n g e n o m m e n , die Vergrößerungsverhältnisse \f'(a„)\ seien für alle Stellen der Sorte 

a beschränkt, etwa :S5 M. D a n n folgt a u s ( i ) w e g e n <p v ' (o) = f ( a v ) _ 1 , d a ß eine 

solche B e s c h r ä n k t h e i t auch für j ede N a c h b a r s o r t e b bes teh t . U n d es folgt a u s (2 ) 

£ 
für q-> 1, d a ß j edes < g v e i n e K r e i s s c h e i b e v o m R a d i u s d— —— u m a v e n t h ä l t ; j e zwei 

4M 

Ste l len o v u n d 0(i h a b e n dahe r m i n d e s t e n s d e n A b s t a n d 2d, w o r a u s m a n für jedes X > v 
m 

die K o n v e r g e n z der R e i h e 2\a^\~^ e r sch l ieß t . 

E i n L e m m a der W e r t v e r t e i l u n g s t h e o r i e l eh r t d a n n , d a ß die A n z a h l w(r, o) — u n d 

ebenso d i e A n z a h l f u n k t i o n N(r, a) — der a -Ste l len im K r e i s e | * | 0 " höchs tens von 

de r W a c h s t u m s o r d n u n g 2 ist . 

D a auch j ede S o r t e b a u s de r « - U m g e b u n g von a gewöhn l i ch i s t und in ih r , w i e 

b e m e r k t , d ie V e r g r ö ß e r u n g s v e r h ä l t n i s s e | / ' ( & v ) | b e s c h r ä n k t s ind , g i l t für alle diese 

S o r t e n dasse lbe , und d a h e r auch —• e t w a nach dem I I . H a u p t s a t z oder e inem S a t z e 

v o n A h l f o r s — für d ie C h a r a k t e r i s t i k T(r, f). 

Die Verserrungen \f'(aw)\ können also in allen Stellen einer gewöhnlichen Sorte a 

nur dann beschränkt sein, wenn f(z) die Ordnung 2 nicht übersteigt. D i e e l l ip t ischen 

F u n k t i o n e n zeigen, d a ß diese S c h r a n k e g e n a u ist . 

A l l g e m e i n e r : D i e A n z a h l nM(r, à) j ene r P u n k t e de r gewöhn l i chen S o r t e a, w o 

| / ' ( a v ) | ?S M, is t höchs t ens von de r O r d n u n g 2 . H a t m a n n u n e ine F u n k t i o n v o n 

höhe re r O r d n u n g als 2 , so is t für j ede gewöhn l i che S o r t e auch d ie A n z a h l al ler a -S te l -

len n(r, a) von h ö h e r e r O r d n u n g u n d der Q u o t i e n t a u s den A n z a h l e n 

»Af(r, a) : n(r, a) 

s t r e b t gegen o für r •+- 00 . M i t a n d e r n W o r t e n : 

Sei f(z) eine meromorphe Funktion von höherer Ordnung als 2. Nach Vorgabe 

jedes beliebig großen M liegt in fast allen Stellen jeder gewöhnlichen Sorte a der 

Betrag der Ableitung oder das Vergrößerungsverhältnis \f'(av)\ oberhalb von M. 

D a r i n l iegt eine p r ä z i s e A n t w o r t auf die e i n g a n g s beiläufig ausgesp rochene V e r 

m u t u n g 1 ) . 

F ü r F u n k t i o n e n , d ie n u r im E i n h e i t s k r e i s e x i s t i e r e n , i s t offenbar die s c h ä r f e r e 

A u s s a g e mögl ich , d a ß nur in endlich vielen Stellen jeder gewöhnlichen Sorte 

\f'(av)\ = M gelten kann; denn es lassen sich n u r endl ich viele K r e i s e vom R a d i u s d 

im E i n h e i t s k r e i s u n t e r b r i n g e n . 

*) Den Gegenstand habe ich in einer Arbeit im Journal f. Mathematik, 166, 1932, ausführlicher be

handelt. 
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DIE I N D E P E N D E N T S T H E O R I E G E W I S S E R 
F U N K T I O N S K L A S S E N 

V o n A N D R E A S S P E I S E R , Zür i ch 

D i e R i e m a n n s c h e F l ä c h e l iefer t den bes ten A u s g a n g s p u n k t zu r Auf s t e l l ung von 
F u n k t i o n s k l a s s e n , d ie m a n independen t dars te l l en will. D a s e r s t e Beispiel e iner 
solchen D a r s t e l l u n g b i lden die E i sens t e in schen Re ihen für die el l ipt ischen F u n k 
t ionen, w e i t e r e Beispie le s ind m i t der U n i f o r m i s i e r u n g eng ve rknüpf t . M a n k a n n 
in ihnen die V e r a l l g e m e i n e r u n g de r Galoisschen Gle ichungs theor ie auf die F u n k t i o n e n 
theor i e sehen. 

E s sei $ eine R i e m a n n s c h e F l ä c h e in der w - E b e n e , welche n u r über den P u n k t e n 
a v a 2 , . . . ., an l oga r i t hmische V e r z w e i g u n g aufwe i s t , sons t r e g u l ä r i s t und einfach 
z u s a m m e n h ä n g e n d . H i e r z u b i lde m a n die F l ä c h e <ß, welche in al len B l ä t t e r n a n 
d iesen Ste l len l oga r i t hmi sch v e r z w e i g t is t . D a n n läßt sich (5 d u r c h eine F u n k t i o n 
w = m (s) auf die o b e r e 2 -Halbebene abb i lden und m (s) is t a u t o m o r p h u n t e r e iner 
G r u p p e 21 von l inearen gebrochenen S u b s t i t u t i o n e n . D i e F läche § gehör t zu e iner 
U n t e r g r u p p e 23 von 21, und z w a r is t sie v o m hyperbol i schen T y p u s , w e n n die S u m m e 
de r r ez ip roken W e r t e der Spannungen ( Q u a d r a t s u m m e der Koeff iz ienten) der M a 
t r i zen von 23 k o n v e r g i e r t , sons t is t sie v o m parabo l i schen T y p u s . M i t H i l f e von 
unendl ichen P r o d u k t e n lassen sich F u n k t i o n e n A (s) dars te l len , welche u n t e r 23 
a u t o m o r p h s ind und die obere H a l b e b e n e auf einen K r e i s oder auf d ie offene E b e n e 
abb i lden ( S ä t z e v o n K o e b e in den Acta m a t h . 50). M i t H i l f e der F u n k t i o n e n m (z) 
u n d A (z) e r g i b t sich die independen te D a r s t e l l u n g der zu $ gehör igen F u n k t i o n e n . 

ON F U N C T I O N S R E G U L A R IN THE U N I T CIRCLE 

By M A R Y L . C A R T W R I G H T , C a m b r i d g e 

L e t f(z) b e r egu la r for \z \ <C 1. By C a r a t h é o d o r y ' s wel l -known t h e o r e m 

M{r) < [2A(R) + 2/(0)], (r < R ^ 1), 

w h e r e A{r) is t h e m a x i m u m of t h e rea l p a r t of f{rt?\ a n d M(r) = m a x \f{re*\ 
If t h e r ea l p a r t of f{z) is pos i t ive , this g ives M{r) = 0 (1 — r)~\ a n d t h e function 
( i — z ) - 1 shows t h a t — 1 c a n n o t b e r ep l aced b y — a, w h e r e a < 1. In t h e course 
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Ü B E R DIE E N T W I C K L U N G S K O E F F I Z I E N T E N 
EINER G E W I S S E N K L A S S E VON A U T O M O R P H E N 
F O R M E N 

V o n H A N S P E T E R S S O N , H a m b u r g 

E s h a n d e l t sich u m eine e inhei t l iche T h e o r i e der En twick lungskoe f f i z i en t en der 

a u t o m o r p h e n F o r m e n auf ausschl ieß l icher G r u n d l a g e der T h e o r i e der a u t o m o r p h e n 

F o r m e n selber , d. h. o h n e H i n z u z i e h u n g d e r H a r d y - L i t t l e w o o d s c h e n M e t h o d e n der 

a d d i t i v e n Zah len theor i e . I ch e r l äu t e r e d i e wesen t l i chen E r g e b n i s s e a m Beispie l der 

M o d u l f o r m e n g a n z e r D i m e n s i o n — r — 2, welche z u r H a u p t k o n g r u e n z u n t e r g r u p p e 

iV-ter S t u f e P ( N) de r M o d u l g r u p p e T (1) gehören . E s w e r d e n m i t R ü c k s i c h t auf 

48 

o f a d i scuss ion w h i c h I h a d wi th Prof. L i t t l e w o o d t h e ques t ion a ro se : w h a t can 

w e s a y a b o u t M{r), if 

A(r) — 0[(i — r)-*] ( « > o ) ? 

C a r a t h é o d o r y ' s t h e o r e m on ly g i v e s M(r) = o (1 — r ) - * - 1 , b u t a s t u d y of va r ious 

spec ia l funct ions s u g g e s t s t h e following t h e o r e m , 

Theorem. If A(r) = 0 [(1 — r )"«] , then 

Mi/) = 0 [ ( 1 — r)-1] if a < I , 

M{r) = 0 [ (1 — r)-«{ if a > 1. 

I t is sufficient t o s h o w t h a t f(z) = 0 ( i — | £ a s z—>i a l o n g t h e r ea l axis , 

a n d t h e resu l t for a <C is e a s y t o p r o v e . F o r in t h a t case , b y a d d i n g K ( i —z)"1, 

w h e r e K is sufficiently l a r g e , w e ob t a in a function w h o s e r ea l p a r t is pos i t ive in 

t h e c i rc le \z T h e n C a r a t h é o d o r y ' s t h e o r e m g ive s t h e r e q u i r e d resu l t . 

A modif icat ion of th i s m e t h o d shows tha t , for 1, M(r) = O {1—r)-a-£ for 

e v e r y e > o . 

A m o r e difficult m e t h o d , v e r y similar t o t h a t wh ich 1 h a v e used for d i rec t ions 

of B o r e i of i n t eg ra l functions p r o v e s t h e r e q u i r e d resu l t for t h e rea l p a r t of f(z), 

a n d t h e r e s t follows b y a t h e o r e m on h a r m o n i c functions d u e t o H a r d y a n d L i t t l ewood . 
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die zah len theore t i schen A n w e n d u n g e n z u n ä c h s t n u r solche F o r m e n u n t e r s u c h t , welche 

im I n n e r n Í } def o b e r e n Ha lbebene der k o m p l e x e n V a r i a b l e n r r e g u l ä r s ind. U n t e r 

En twick lungskoef f iz ien ten sind dabe i d ie Koeff iz ienten der E n t w i c k l u n g de r M o d u l 

fo rm nach P o t e n z e n der o r t s u n i f o r m i s i e r e n d e n V a r i a b l e n in e iner de r pa rabo l i schen 

Sp i t z en zu ve rs tehen . G r u n d l a g e der T h e o r i e i s t d ie T a t s a c h e , d a ß sich jede e inzelne 

d ieser M o d u l f o r m e n als L i n e a r k o m b i n a t i o n von endlich vie len der Re ihen 

2 7 T » — - V 

f ff ( I ) G-r(z;A,N;v)= 2 
M^S(A) (nii t + mt) 

dars te l l en läßt . H i e r i s t r eine k o m p l e x e V a r i a b l e m i t pos i t i vem I m a g i n ä r t e i l , r > 2, 

"*° "*» i s t d ie M a t r i x e iner S u b s t i t u t i o n M t = M ( r ) a u s d e r N e b e n g r u p p e 

AT(N), w o A=(a° ^ J e i n e gegebene M a t r i x a u s P ( i ) beze ichnet . 5(A) bedeu te t 

ein volles S y s t e m von M a t r i z e n M aus AT(N) m i t ve r sch iedenen zwei ten Zeilen 

mv m2. I m Fa l l e r = 2 sind noch k o n v e r g e n z e r z e u g e n d e F a k t o r e n a n z u b r i n g e n , die 

jedoch d a s R e s u l t a t n ich t wesent l ich beeinflussen. 

D i e A u f s t e l l u n g der P o t e n z r e i h e n e n t w i c k l u n g nach der o r t s u n i f o r m i s i e r e n d e n 

Var i ab l en in der Sp i t ze co für eine in £7 r e g u l ä r e M o d u l f o r m is t d a m i t auf die 

A u f g a b e z u r ü c k g e f ü h r t , diese F u n k t i o n e n G—r ( r ; A, N; v) in F o u r i e r r e i h e n zu ent 

wickeln. D a b e i e r g i b t sich im Fa l l e v—o, w o m a n es in G _ r ( r ; A, N; 0) m i t einer 

E i s e n s t e i n r e i h e zu t u n ha t , für d ie En twick lungskoef f iz ien ten aH = ax (y) e in A u s 

d ruck de r F o r m a „ = a , (o) = C w r — 1 S r («) ; C bezeichnet e ine K o n s t a n t e und Sr(n) 

eine unendl iche R e i h e von derse lben S t r u k t u r wie die s i n g u l ä r e n Re ihen der add i 

t iven Zah len theor ie . F ü r v ^£ o e rhä l t m a n dagegen 

( 2 ) aH(v)=Cn'~¿ 2 W^}"'V) JrAAn 
Vv Vn 

(«, p) is t eine S u m m e von | « 1 1 E i n h e i t s w u r z e l n nach A r t de r K l o o s t e r m a n -

schen S u m m e n u n d 7,._i die Besseische F u n k t i o n des I n d e x r—1. Z u r genaue ren 

U n t e r s u c h u n g der a„ benö t ig t m a n ke ineswegs ein neua r t i ge s A b s c h ä t z u n g s v e r f a h r e n , 

sonde rn n u r A b s c h ä t z u n g e n für die K l o o s t e r m a n s c h e n S u m m e n u n d für die Bessel-

funkt ionen . S o e rg ib t sich für v > o, w o G^r{i\ A,N; v) e ine in allen pa rabo l i 

schen S p i t z e n ve r schwindende M o d u l f o r m is t , u n m i t t e l b a r e ine A b s c h ä t z u n g 

a„(v) = 0{n^ * + % £ > 0 . 
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W e n n d a g e g e n v < o, s o b e s i t z t G L r (t; A, N; v) in den zu — aequ iva len ten 
a i 

S p i t z e n j e e inen P o l de r O r d n u n g v, u n d u n t e r S v i s t d a n n die n e g a t i v - i m a g i n ä r e 

W u r z e l — » I v | zu ve r s t ehen . M a n e r h ä l t z u n ä c h s t 

(3) aKh) = Cn 2 > , 1 1 J T - I ( — A * * — r r ~ i — - r ) + 0 « 2 8 

o < | » i l S V » ' 

u n d s ieh t sofor t , d a ß das e inze lne Glied de r endl ichen S u m m e sich wie 

Jü — 1. c y*" 
C , « 2 4 e4* m i t fes tem c > o 

ve rhä l t , falls das z u g e h ö r i g e Wmi (n, v) n i c h t v e r s c h w i n d e t . E i n e e infache Ueber -

l egung ze ig t we i t e r , d a ß jedenfa l l s e ine A b s c h ä t z u n g 

aH(y)= Ctn
2 * e'1 (1 + 0 « 2 ) 

m i t fes tem C j ]> o für die n e iner g e w i s s e n a r i t h m e t i s c h e n P r o g r e s s i o n nach einem 

fes ten M o d u l bes t eh t . D iese R e s u l t a t e ü b e r die F ä l l e v < o lassen sich sofor t auf 

d ie Four ie rkoef f i z i en ten e iner L i n e a r k o m b i n a t i o n von solchen R e i h e n G _ r ( r ; A, N; v) 

m i t l au t e r v < o a u s d e h n e n . F ü r die En twick lungskoe f f i z i en ten cn e iner a l lgemeinen 

in £¡ r e g u l ä r e n M o d u l f o r m e rhä l t m a n eine D a r s t e l l u n g 

(4) cK = La+nr-1SUn) + 0(n^~^+S), a > o, 

w o LH l inea r m i t k o n s t a n t e n Koeff iz ienten a u s endl ich vielen de r endl ichen S u m m e n 

übe r m1 z u s a m m e n g e s e t z t i s t , w i e sie auf der r e ch t en Se i t e von (3) a n g e g e b e n 

s ind, u n d S* (») w i e d e r e ine s i n g u l a r e R e i h e beze ichne t . D e r Fa l l r = 2 i s t beson

de r s i n t e r e s s a n t , wei l m a n a u s den h ie r bewiesenen S ä t z e n d u r c h I n t e g r a t i o n der 

M o d u l f o r m e n nach dt A u s s a g e n ü b e r die En twick lungskoe f f i z i en t en eines in Í7 r e g u 

lä ren a l lgemeinen Abe l schen I n t e g r a l s 3. G a t t u n g de r T (N) e rhä l t . D i e g a n z e T h e o 

r i e i s t in w e i t e m U m f a n g e auf be l ieb ige U n t e r g r u p p e n de r M o d u l g r u p p e u n d sogar 

auf a l lgemeine G r e n z k r e i s g r u p p e n ü b e r t r a g b a r . A n d e m a l lgemeinen R e s u l t a t is t 

e ine r se i t s d ie A n a l o g i e m i t de r H a r d y - R a m a n u j a n s c h e n F o r m e l für die A n z a h l der 

P a r t i t i o n e n von I n t e r e s s e , a n d e r e r s e i t s d ie T a t s a c h e , d a ß m a n d ie E n t w i c k l u n g s k o e f 

fizienten c„ e iner g a n z a l lgemeinen K l a s s e ana ly t i sche r F u n k t i o n e n m i t g r o ß e r Ge

n a u i g k e i t d u r c h e in A g g r e g a t von [ F ^ ] G l i ede rn r e l a t iv e infacher B a u a r t 

da r s t e l l en k a n n , w e n n m a n übe r d ie F u n k t i o n a l b e z i e h u n g e n u n d die R e g u l a r i t ä t s -

e igenschaf ten d ieser F u n k t i o n e n G e n a u e r e s we iß . 
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LE T E R M E R E S T E DE LA S É R I E DE T A Y L O R 
G É N É R A L I S É E 

P a r R O D O L P H E R A C L I S , B u c a r e s t 

M . W . . Gontcharofr (Anna les E c . N o r m a l e Sup . , 1930, pag . 1—78) appelle sér ie 

d 'Abel généra l i sée et M M . S. T a k e n a k a et S . K a k e i a ( P r o c . P h y s i c o - M a t h . Soc. of 

J a p a n , 1931, pag . n i — 1 3 2 ; 1932, pag . 179—196 e t 1932, p a g . 125—138) appel lent 

sér ie de T a y l o r généra l i sée , la sér ie qu i p rocède s u i v a n t les po lynômes de la su i te 

{P„ ( s ) } , fo rmés à p a r t i r d 'une s u i t e de n o m b r e s { « „ } et où le po lynôme PM (z) satis

fai t a u x condi t ions ca rac té r i s t iques 

J?)(a.) = 0,(k = 0,l,...,H—l);Pn

ni(al,)=l. 

J e m o n t r e que les polynômes {Pn (z)} s a t i s fon t à la re la t ion de r écu r r ence 

a=o (n — k) I 

d'où l 'on dédu i t l ' express ion de P„ (z) sous la fo rme d 'un d é t e r m i n a n t d ' o r d r e «. 

L o r s q u e <p (z) e s t u n po lynôme de d e g r é n, on a 

<p(z) = j t <p(k) («.) Pk (*) 

et je m o n t r e à l ' a ide de (1) que , lorsque / (z) es t u n e fonct ion qu i a d m e t une dé

r ivée d ' o r d r e (»4- 1), on a 

(2) / » = Z (at ) Pk (z) + T„+l 

où le t e r m e r e s t e T„+1 a l ' express ion 

(3) ^ + I = | ^ ( , ) / i | ^ | f /<->(,) äs 

qui p e u t s 'écr i re encore 

z 
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o ù la fonct ion IIH (z,s) j o u i t d e la p r o p r i é t é , q u ' o n p e u t d iv i se r le chemin d ' i n t é 

g r a t i o n en (« 4 - i ) chemins p a r t i e l s , le l o n g de chacun desquels , 77, (z, s) e s t égal 

à u n c e r t a i n p o l y n ô m e en z e t s, m a i s d e d e g r é n a u p lus . A u fond, en é c r i v a n t T„+i 

sous la f o r m e (3), j ' a i r é d u i t u n e c e r t a i n e in t ég ra l e mu l t i p l e d ' o r d r e (« -f- 1) à u n e 

s o m m e d e in t ég ra l e s s imples . 

D a n s le cas de la sér ie d e T a y l o r , ak=a, k = o, 1 ,2 , . . . , la fo rmule (3) dev ien t 

z 

a 

et d a n s le cas de la sé r ie d 'Abe l , ak = a -)- kb, £ = o, i, 2, . .. 

T " ^ ~ à kl J {n-k)! f ) { S ) d S 

ou encore 

7-.,, =f<Ê=£rM<A * + J ^ ) ( . - r ^ - ' ^ . + » - . ) ; - V „ t , , ( ^ , 

P o u r d o n n e r u n e app l ica t ion , j e m o n t r e que la d é t e r m i n a t i o n d e l ' in tégra le d 'une 

é q u a t i o n différentiel le l inéa i re d ' o r d r e (n -\- i ) , avec les condi t ions ini t ia les 

y ( « 0 ) = c0, /(«,) = cl, . . . , y»> (a„) = cn, 

se r é d u i t à une é q u a t i o n i n t ég ra l e F r e d h o l m et c 'est la formule (2) qui réa l i se cet te 

réduc t ion . 
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T R O I S T H É O R È M E S SUR LA S É R I E DE T A Y L O R 

P a r R O D O L P H E R A C L I S , B u c a r e s t 

So i t ç (x) u n e fonction c o m p l e x e d e la va r i ab le réelle x, qui t end v e r s zéro 

l o r sque x t e n d v e r s 4 - oo e t qu i a d m e t u n e dér ivée d ' o r d r e (m 4 - i ) , cont inue p o u r 

x 5 : a. 

Théorème T. Si l im x l + i y^+v (x) — o, e > o et a > o , o ^Sk< a, la série 
jr->-oo 

de Taylor de la variable complexe k, 

(1) 2,^ky<!(x-\-k + ra) 

est convergente en tous les points du cercle \ k\ = i, frontière comprise, excepté le seul 

point k = — I . 

P o u r la d é m o n s t r a t i o n j ' u t i l i se la formule s o m m a t o i r e (95) d e m o n M é m o i r e des 

A c t a Ma thema t i ca , t . 55, 1930, p a g . 277 — 394 e t j e t r o u v e p o u r la s o m m e d e la 

sér ie (1), au facteur (k-\- 1) p r è s , l ' express ion 

V 0 Q 

Théorème I I St lim x¿+e <p<*«+1> (x) = o, e > o e t a¿ > o, ($ = i , 2, 

O 25 h < a i -(- a, - j - ••• 4~ «/, la série de Taylor, multiple d'ordre p, des variables 

complexes k,-, 

(2) 2r*(— * . r ( - * « T - (— ? (* + * + «i + rx at + . . . + r, at), 

ou le signe 2 s'étend à toutes les valeurs entières, non négatives des r¡, est conver

gente en tous les points des cercles \k¡\ = i, frontières comprises, excepté le seul point 

k\ — k% — ... — kp — I . 

P o u r la démons t ra t ion j 'u t i l i se la formule s o m m a t o i r e (124) et j e t r ouve p o u r la 

s o m m e d e la série (2), au facteur ( ¿ , 4- 0 ( ¿ i + 0 ••• (kf 4- 1) p r è s , l ' express ion 

2 ^ - P r ( • * • ) + J - m

m , (* + * ) * • 
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Théorème III. Si l im x*+?+e y<m+l>(x) = o, e > o et a , > o, o , ( * ' = i, 

2, p; j — i , 2 , q), O^Sk < a, 4 - . . . + a / + & + ••• + & > & 

d'ordre (p-\-q), 

(3) 2* ( - KV ( - * , r •. • ( - 9 ( * + * + r, a , + . . . + r, a , + Sl /?, + . . . + ft) 

<?# le signe S s'étend à toutes les valeurs entières, non négatives des r¡ et Sj , est 

convergente en tous les points des cercles \k¡\ = \, frontières comprises, exdepté le 

seul point ki — kt — ... — kp = •— I , si une condition supplémentaire est satisfaite, 

concernant la convergence dune certaine intégrale. 

P o u r la d é m o n s t r a t i o n j ' u t i l i se m a fo rmule s o m m a t o i r e (128) a v e c les express ions 

(138) e t (139) d e s t e r m e s c o m p l é m e n t a i r e s e t j e t r o u v e en m ê m e t e m p s la s o m m e 

d e la sé r ie (3). 

Remarques. I o S i on se b o r n e a u x d o m a i n e s in tér ieurs a u x ce rc l e s | k,-\ — 1, fron

t i è r e s exc lues , les sér ies (1), (2), (3) son t c o n v e r g e n t e s d a n s d e s cond i t ions p lus l a rges 

c o n c e r n a n t fpOK+1) (x). 

2° L e cas a¿ <C O e t | k,- | > 1 se r a m è n e au cas «,• > o e t | k,- j <C 1. 

3 0 M . N ö r l u n d a d é m o n t r é q u e la sér ie (1) es t c o n v e r g e n t e au po in t k = 1 ( A c t a 

M a t h e m a t i c a , t . 44, 1922, p a g . 71—212), la sér ie (2) es t c o n v e r g e n t e au p o i n t 

ki = k2 = ... = kp — i e t la sér ie (3) p o u r / = o ( T r a n s . A m e r . M a t h . S o c . vo l . 25, 

1923, p a g . 13—98). 

SUR L ' É Q U I V A L E N C E P S E U D O - C O N F O R M E DE 
D E U X H Y P E R S U R F A C E S DE L ' E S P A C E DE D E U X 
V A R I A B L E S C O M P L E X E S 

P a r É L I E C A R T A N , P a r i s 

I . H . P o i n c a r é , é t u d i a n t en 1907 le p r o b l è m e de la r e p r é s e n t a t i o n ana ly t ique , ou 

pseudo-conforme; de d e u x d o m a i n e s de l 'espace de d e u x va r i ab l e s complexes x, y, 

a m o n t r é q u ' u n e h y p e r s u r f a c e ana ly t i que de cet espace a d m e t u n e infinité d ' i n v a r i a n t s 

dif férent ie ls p a r r a p p o r t au g r o u p e infini des t r a n s f o r m a t i o n s ana ly t iques x'=f (x,y), 

y' = g (x,y). L a d é t e r m i n a t i o n effective de ces i n v a r i a n t s es t en re la t ion , comme 

l 'a m o n t r é B . S e g r e e n 1931, avec celle, effectuée p a r A . T r e s s e , des i n v a r i a n t s d ' u n e 

54 



Analysis 

3 5 

équa t ion d i f f é r e n t i e l l e - ^ 3 - = CU (x>y>~ji~r) P a r r a p p o r t a u m ê m e g r o u p e infini. L e s 

d e u x prob lèmes ne sont cependan t p a s iden t iques . D a n s un m é m o i r e p a r u d a n s le 

de rn i e r fascicule des Annali di Matematica, j ' a i résolu d i r ec t emen t le p rob lème de 

P o i n c a r é en lui app l iquan t une m é t h o d e généra le r e m o n t a n t à 1908. 

L e p o i n t de d é p a r t es t le su ivan t . So i t 2 u n e hypersur face ana ly t ique ; les coor

données x, y d ' un po in t d e 2, e x p r i m é e s c o m m e fonct ions ana ly t iques de t ro i s p a r a 

mè t r e s réels u, v, w, p e u v e n t ê t r e r ega rdées comme les in tégra les p remiè res d 'un 

sys tème différentiel 

, .. du dv dw 

{ 1 ) U, + iUt ~ Vi + iVt ~ Wi + tW,' 

ï / i ; U2, . . ., W2 é t a n t des fonct ions ana ly t iques réelles de u, v, w. Ce sys tème con

t i en t t o u t e s les p r o p r i é t é s pseudo-conformes de 2, ca r le p a s s a g e de x, y à un a u t r e 

sys t ème x', y' d ' in tégra les p r e m i è r e s se fai t p a r u n e t r a n s f o r m a t i o n ana ly t ique . L e 

p rob lème de P o i n c a r é r ev ien t a lors à la recherche des i n v a r i a n t s différentiels de (1) 

pa r r a p p o r t au g r o u p e infini des t r a n s f o r m a t i o n s ana ly t iques réelles effectuées sur 

u, v, w. O n a une p r e m i è r e p r i s e su r le sys t ème en r e m a r q u a n t que , de tou tes les 

re la t ions l inéa i res en du, dv, dw qui se d é d u i s e n t de ( 1 ) , u n e e t u n e seule es t à 

coefficients réels . Ce t t e re la t ion est cova r i an t e à (1) ; si elle es t complè tement i n t e 

grab le , l ' hypersur face est un hyperplanoïde, lieu à un p a r a m è t r e de surfaces ca rac té 

r i s t iques . 

Des r é s u l t a t s g é n é r a u x o b t e n u s , je s ignale seu lement le s u i v a n t : 

Le plus grand groupe pseudo-conforme d'une hypersurface analytique est engen

dré par des transformations infinitésimales. 

2. L e s hypersur faces , non hyperp lano ïdes , les plus in t é re s san te s sont celles qui 

a d m e t t e n t un g roupe pseudo-conforme t rans i t i f . L e p rob lème de leur dé t e rmina t ion 

peut ê t r e env isagé du poin t de vue local ou du po in t de vue global . D u p remie r 

point de vue , le g r o u p e est soi t à 8 p a r a m è t r e s (hype r sphè re xx - j - yy = 1 ) , soit 

à 3 p a r a m è t r e s . D u second p o i n t de vue , les r é su l t a t s son t différents ; il peu t dans 

ce cas ê t re t r a i t é pa r une m é t h o d e di rec te , qu i le r é d u i t essent ie l lement à u n pro

blème relat i f à la structure des g roupes à 3 p a r a m è t r e s réels . J e ne puis ici que 

s igna ler les résu l t a t s su ivan t s : 

i'° Toute hypersurface non localement équivalente à l'hypersphère et admettant 

globalement un groupe transitif est globalement équivalente à l'une des hypersurfaces 

suivantes ou à une de leurs variétés de recouvrement: 



Analysis 

5 6 

(2^) y2=zxf, a v e c x 2 > o ( | m | ^ 1, m5^ 1,2); 

2m arc tg - 3 -

( ^ 4 ) i + — y y = w | i + * 2 — y 2 | , a v e c * ( ï + ^ ) " 7 ; C ( I + •?) > Q ( w > 1 ) . 

(¿"5) -\-yy — i = m\x2 -\- y2 — 11 ( s a u f l e s p o i n t s r é e l s ) ( — i < m < O 

o u O < m < i ) ; 

(.£„) 4- yy + ¿s — m I x2 4- y 2 4- z2 \ (m > 1). 

L ' h y p e r s u r f a c e ( ^ 6 ) e s t r a p p o r t é e à d e s c o o r d o n n é e s h o m o g è n e s ; q u a n t a u x a u t r e s , 

o n a p o s é x = x1 4- i ' * 2 , y = y1 + iy2, x = x i — ix2, y = yx — iy2. 

Toutes ces hyper surf aces admettent un groupe homographique à coefficients réels. 

2 0 Les hypersurfaces localement, mais non globalement, équivalentes à l'hyper-

sphère, et admettant un groupe transitif, sont 

a ) l'hypersphère privée d'un de ses points ; 

b ) yy=ze**; 

c ) y2 = ex*; 

d ) XX 4- (yy)m — 1, s a u f y = 0 (m > o ) ; 

e ) l'hypersphère xx -)- yy = 1, où l'on regarde comme identiques deux points (x, y) 

et (ex, ey), où en = 1 (n entier fixe) ; 

f ) y2 = *l 0*2 > ° ) ; _ 

g ) l'hypersphère xx -\- yy = 1 privée de ses points réels, ainsi que ses différentes 

variétés de recouvrement. 

L ' h y p e r s u r f a c e a ) a d m e t u n g r o u p e à 5 p a r a m è t r e s , l e s h y p e r s u r f a c e s b ) , c ) , d ) e t 

e ) u n g r o u p e à 4 p a r a m è t r e s , l e s h y p e r s u r f a c e s f ) e t g ) u n g r o u p e à 3 p a r a m è t r e s . 
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S U R L E S T R A N S F O R M A T I O N S P S E U D O 
C O N F O R M E S D E S D O M A I N E S C E R C L É S B O R N É S 

P a r H E N R I C A R T A N , S t r a s b o u r g 

Notations : 2 va r i ab les complexes x = xt 4- ix2, y = y1 4- iy2. D a n s l 'espace 

(xt, x2, yx, y2), on n e cons idère que des domaines ouverts, cons t i tués de po in t s à 

d i s t ance finie. 

U n e t r a n s f o r m a t i o n pseudo-conforme d 'un d o m a i n e D en u n d o m a i n e D' es t , pa r 

définit ion, une t r a n s f o r m a t i o n de la fo rme 

(1) * , = f(*,y), y' = g(*,y) 

(f e t g é t a n t des fonct ions ana ly t iques ho lomorphes dans D), qu i é t ab l i t u n e cor

r e spondance b iun ivoque en t r e les po in t s i n t é r i eu r s de D et ceux de D'. ( O n ne sup

pose r i en sur la co r re spondance en t r e les f ront iè res . ) 

Problème fondamental (A). — E t a n t donnés d e u x domaines D et D', I o recon

n a î t r e s 'ils p e u v e n t ê t r e mis e n co r re spondance pseudo-confo rme (c 'es t imposs ib le , en 

général, m ê m e si D et D' son t b o r n é s et s implement connexes ) ; — 2° dans l 'affirma

t ive, dé t e rmine r toutes les t r a n s f o r m a t i o n s pseudo-conformes de D en D'. — P o u r 

r é soud re 2°, il suffit de r é s o u d r e le 

Problème fondamental (B). — E t a n t donné un d o m a i n e D, d é t e r m i n e r toutes les 

t r a n s f o r m a t i o n s pseudo-conformes de D en lu i -même. 

N o u s vou lons ind iquer ici la solut ion des p rob lèmes (A) et (B) d a n s le cas où tous 

les d o m a i n e s envisagés sont cerclés e t bornés. U n d o m a i n e D es t cerclé s'il adme t 

les t r a n s f o r m a t i o n s su ivan tes en lu i -même 

(2) x' = xe**, y' = ye1* (0 p r e n a n t t ou t e s les va l eu r s réelles) ; 

ces t r a n s f o r m a t i o n s la issent fixe l 'o r ig ine (x = y — o) qu i e s t supposée in té r i eu re 

à D et s 'appelle le centre du doma ine D. L a solut ion des p rob lèmes (A) et (B), pour 

les domaines cerclés bornés , es t cons t i tuée p a r la succession des théo rèmes su ivan t s , 

qui m a r q u e n t l ' abou t i s sement de t r a v a u x de R e i n h a r d t , Ca ra théodo ry , K r i t i k o s , 

Behnke , We lke , Thul len , E . e t H . C a r t a n : 

Théorème 1. — T o u t e t r a n s f o r m a t i o n pseudo-conforme d 'un d o ma i n e cerclé borné 

D en u n domaine cerclé D', qui fai t co r r e spondre les cen t res de D et D', es t néces

s a i r e m e n t u n e affinité 

(3) x' = ax -\- by, y' = a'x 4- b'y. 
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Théorème i b l s . —r- T o u t e t r a n s f o r m a t i o n p seudo -con fo rme d ' un d o m a i n e de R e i n 

h a r d t b o r n é 1 ) D en u n d o m a i n e de R e i n h a r d t D', qu i fai t c o r r e s p o n d r e les cen t res 

de D e t D', a néce s sa i r emen t la fo rme 

( 4 ) x' = a.r, y' = by 

o u la f o r m e 
x' = ay, y' — bx; 

il y a e x c e p t i o n si chacun des d o m a i n e s D et D' p e u t se d é d u i r e de l ' hypersphère 

(5) \x\* + \ y \ 2 < i 

a u m o y e n d ' une t r a n s f o r m a t i o n de la f o r m e (4). 

Théorème 2. — U n d o m a i n e cerclé b o r n é D n ' a d m e t p a s de t r a n s f o r m a t i o n s p s e u d o 

con fo rmes en lu i -même , l a i s s an t fixe le cen t re , si ce n ' e s t les t r a n s f o r m a t i o n s (2), 

éven tue l l emen t combinées avec u n n o m b r e fini de s u b s t i t u t i o n s l inéa i res u n i m o d u -

la i res . I l y a e x c e p t i o n si D p e u t se d é d u i r e d 'un d o m a i n e de R e i n h a r d t au moyen 

d 'une t r a n s f o r m a t i o n de la f o r m e (3). 

Théorème 2 b l s . — U n d o m a i n e de R e i n h a r d t b o r n é D n ' a d m e t p a s de t r a n s f o r m a 

t ions p seudo-con fo rmes en lu i -même, l a i s s an t fixe le cen t r e , si ce n ' e s t les t r a n s f o r 

m a t i o n s de définit ion 

x' = x / 9 i , y' = y e*6*, 

éven tue l l emen t combinées avec u n e t r a n s f o r m a t i o n de la fo rme 

x' = Ry, y' = ~x. 

Il y a excep t ion si D p eu t se d é d u i r e d e l ' hype r sphère (5) p a r u n e t r a n s f o r m a t i o n 

de la f o r m e (4). 

Théorème 2 t e r . — L e s t r a n s f o r m a t i o n s p seudo-con fo rmes de l ' hype r sphère (5) en 

el le-même, qu i la i s sen t fixe le cen t r e , son t cons t i tuées p a r les s u b s t i t u t i o n s l inéa i res , 

de la f o r m e (3), qu i la i s sen t i n v a r i a n t e la f o r m e d ' H e r m i t e xx 4 - yy ; ces subs t i 

t u t i o n s d é p e n d e n t de 4 p a r a m è t r e s réels . 

l ) Un domaine de Reinhardt est caractérisé par le fait d'admettre les transformations S u i v a n t e s en lui-même 

x' = xe'®i, y = v / 9 2 

(8, et 9 2 prenant indépendamment toutes les valeurs réelles); ces transformations laissent fixe l'origine 
X — y = 0 ( c e n t r e du domaine) qui est supposée intérieure au domaine. Les domaines de Reinhardt 
sont donc des domaines cerclés d'un type particulier. 

S» 
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Théorème 3. — P o u r que d e u x domaines cerclés bo rnés D et D' p u i s s e n t ê t r e mi s 

e n co r respondance pseudo-confo rme , il f au t e t il suffit que l 'on pu isse é t ab l i r en t r e 

e u x une co r r e spondance de la f o r m e (3). P o u r r é s o u d r e complè tement le p rob l ème 

(A), il suffit a lors de r é soud re le p rob lème (B). 

Théorème 4. — Sauf les 2 cas d ' excep t ion c i -après , un doma ine cerclé b o r n é D 

n ' a d m e t p a s de t r a n s f o r m a t i o n s pseudo-conformes en lu i -même, si ce n ' es t celles qui 

la i ssen t fixe son cen t re (pour ces de rn i è r e s , vo i r les théo rèmes 2, 2 b l B et 2 t e r). 

Cas d'exception. — i ° D se dédu i t d 'un doma ine 

(Da) I x I2 + I y \a < i (a posi t i f e t fini) 

p a r u n e t r a n s f o r m a t i o n de la fo rme (3) ; 

2 0 D se dédu i t d ' un domaine 

( 4 0 | * | < i , b K 1 » 

p a r une t r a n s f o r m a t i o n de la fo rme (3). 

D a n s chacun de ces cas , le p rob l ème B p e u t se r é s o u d r e effectivement. P o u r Z>„, 

il fau t d i s t i ngue r le cas a — 2 (hypersphère, don t les t r a n s f o r m a t i o n s son t homo-

g r a p h i q u e s et dépenden t de 8 p a r a m è t r e s ) e t le cas a ^z£ 2 (les t r a n s f o r m a t i o n s de Z>„ 

en lu i -même dépenden t a lors d e 4 p a r a m è t r e s ) . P o u r Ja, on d i s t i n g u e le cas a = 00 

(dicylindre, don t les t r a n s f o r m a t i o n s , b i en connues , dépenden t d e 6 p a r a m è t r e s ) et 

l e cas où a es t fini (les t r a n s f o r m a t i o n s de z/œ en lu i -même dépenden t alors de 3 p a r a 

m è t r e s ) . 

ZUR F U N K T I O N E N T H E O R I E ZWEIER 
K O M P L E X E R V E R Ä N D E R L I C H E R 

V o n S T E F A N B E R G M A N N , Ber l in 

In de r A r b e i t „ U e b e r d ie Kernfunk t ion eines B e r e i c h e s . . . . I ." 1 ) w u r d e die 

Kernfunk t ion K s ( s , , zt; h,lt) e ines Be re i ches Î3 e ingeführ t u n d ihr V e r h a l t e n a m 

R a n d e u n t e r s u c h t . 

i ) Crelles Journal f. reine u. ang. Mathematik 169 (1932/3) S. 69 vgl., auch Jahresbericht deut. Math.-

Ver. 41 (1932) S. 78—80. Die im folgenden angegebenen Paragraphennummern beziehen sich auf die 

-erste Arbei t 

y — X 

i — xy 
< a (a positif , fini ou infini) 
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W i e e b e n d a g e z e i g t ist , k a n n m a n mi t Hilfe d e r K e r n f u n k t i o n zu j e d e m Bere i ch 

S e ine g e g e n ü b e r a n a l y t i s c h e n T r a n s f o r m a t i o n e n s* = / * ( # 1 , £ 2 ) » \k — I,21 i nva 

r i a n t e H e r m i t e s c h e M e t r i k k o n s t r u i e r e n . Mi t d e m K r ü m m u n g s t e n s o r d iese r Me t r ik 

h ä n g t d i e (im a l lgemeinen n i c h t k o n s t a n t e ) I n v a r i a n t e 

ITS (zif zt ; et, zt) -
K 8 (z¡, z, ; zu st) i d * I n K » (et, z, ; zu zt) ^ 

òs„ ds 

aufs e n g s t e z u s a m m e n . (§ i ) 

U e b e r d a s V e r h a l t e n d e r I n v a r i a n t e ( i ) b e z w . d e r Minimalfunkt ion . 

M , ; Kb (zt, st ; tiy tt) 

w K 8 ( * „ £ ; *i, 

be i d e r A n n ä h e r u n g zu e i n e m R a n d p u n k t Q d e s B e r e i c h e s 8 g e l t en d ie fo lgenden 

Sä tze : 

Bei d e r A n n ä h e r u n g an gewis se L i m e s p u n k t e (Qs) d r i t t e r O r d n u n g (die im § S 

n ä h e r b e s c h r i e b e n s ind) g i l t : 

— — 2 

(3)
 l i m 7 s C*i. ; *i, zt) = —¿ • 

(«i,»i>-*e« 
Bei d e r A n n ä h e r u n g a n eine K a t e g o r i e v o n L i m e s p u n k t e n (Q,) zwei te r O r d n u n g 

(näher b e s c h r i e b e n in de r zwei ten Hälf te d e s § 6) g i l t : 

(4) lim h {zi,Zt ; = -^-¡. 

{nB,)-+Q1 4^ 

U n t e r B e n u t z u n g d e r in b e z u g auf d e n R a n d p u n k t Q n o r m a l e n K o o r d i n a t e n 2 ) gi l t : 

Bei d e r A n n ä h e r u n g an Qt: 

1- 1 HA 71/T ( 2l Z% ti tt \ (/, + ti)' I _ 

(5) (-if. - . - ) = ^ - J - 1 , 2 - T < J » < 2 , 

2 ) Die Randpunkte Q} bzw. Q¡¡ haben die Eigenschaft, daß die Randhyperfläche in dem betreffenden 
Punkte einen linearen Tangentialraum t¡ besitzt. Unter dem für den Randpunkt Q normalen Koordinaten
system versteht man ein solches, bei welchem z, = o mit derjenigen analytischen Ebene, die in b, liegt 
und durch den Punkt Q durchgeht, zusammenfallt, während z 2 = o die dazu orthogonale, durch den 
Punkt Q durchgehende analytische Ebene ist. 
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B e i d e r A n n ä h e r u n g a n Q,: 

w o v e i n e v o n d e r S t r u k t u r d e s B e r e i c h e s 8 a b h ä n g i g e K o n s t a n t e i s t . ( « r e e l l ) 

E i n A n w e n d u n g s b e i s p i e l d e r a n g e g e b e n e n M e t r i k s t e l l t d e r f o l g e n d e S a t z d a r : S e i 

f(zl, zt) e i n e i n 8 m e r o m o r p h e F u n k t i o n u n d / ( I n I / (z¡, z,) I ) * dia = F < oo. S e i e n 

s 

** zt) [k = I , 2 , . . . / ] N u l l - , p t (z¡, zt) [k= i , 2 , . . . r ] P o l f u n k t i o n e n v o n f(zu z,), 

so d a ß a l s o * « ) > z » ) e ¡ n e m ^ r e g u l ä r e , n i r g e n d s v e r s c h w i n d e n d e F u n k -

t i o n i s t . E s g i b t d a n n e i n e n u r v o n 8 a b h ä n g i g e r e e l l e F u n k t i o n x(zlt zt; z l t z,), 

e i n e F u n k t i o n d(zlt zt; z l t zt) u n d e i n e K o n s t a n t e S, d i e n u r v o n 8 u n d nk(zlt zt) 

b e z w . p k ( s , , st) a b h ä n g e n , s o d a ß f ü r f(zu zt) i n 8 d i e U n g l e i c h u n g 

[ i -i y ß'—s — — 

— - o * t ; 
x {Zi,Zt;Si,Zt) J | /7»*(*, ,Ät) 

g i l t . 

npk(zuzt) 

Z w e i t e s B e i s p i e l : B e d e u t e A (<|>) d i e u n t e r e G r e n z e d e r W e r t e d e s I n t e g r a l s 

/ 1 i — v (zt; z,) è (zt, Zt) I* i /<o, w e n n f ü r v a l l e i n 8 r e g u l ä r e n , u n d d o r t n i r g e n d s 
s 

v e r s c h w i n d e n d e n F u n k t i o n e n z u r K o n k u r r e n z h e r a n g e z o g e n w e r d e n . F e r n e r s e i 

<|>* (^ i» st) e i n e ( u n e n d l i c h e ) F o l g e v o n i n 8 r e g u l ä r e n F u n k t i o n e n , d i e g e w i s s e n e i n f a c h e n 

- t±l 

B e d i n g u n g e n g e n ü g e n , u n d e s g ä b e e i n e ( g a n z e ) Z a h l p (2r o ) , s o d a ß £ [A ( i j ) * ) ] * 

*=i 

k o n v e r g i e r t . M a n k a n n d a n n z u j e d e m tyk e i n e i n 8 r e g u l ä r e u n d d o r t n i r g e n d s 

v e r s c h w i n d e n d e F u n k t i o n v * s o k o n s t r u i e r e n , d a ß 

(7) / / [ v . «I»* / * ] , Bk = (I - v * W 

i n 8 r e g u l ä r i s t u n d i n 8 a u f d e n F l ä c h e n i^k(zl, z,) = O u n d n u r d o r t v e r s c h w i n d e t . 

E i n e a u s f ü h r l i c h e D a r s t e l l u n g d i e s e r S ä t z e e r s c h e i n t i n d e n A r b e i t e n „ U e b e r d i e 

K e r n f u n k t i o n . . . I I " . ( C r e l l e s J o u r n a l ) u n d „ U e b e r d i e N u l l s t e l l e n e i n e r F u n k t i o n 

v o n z w e i k o m p l e x e n V e r ä n d e r l i c h e n " ( P r o c . k o n . A k a d . v . W e t . t e A m s t e r d a m ) . 
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C O N F O R M A L I T Y IN C O N N E C T I O N W I T H 
F U N C T I O N S OF T W O C O M P L E X V A R I A B L E S 

By E D W A R D K A S N E R , N e w Y o r k 

I n t h e t h e o r y of func t ions of t w o c o m p l e x v a r i a b l e s z — x iy, w = x' + iy', 
t h e . t r a n s f o r m a t i o n s of i m p o r t a n c e a r e of t h e f o r m Z = <p (z, w), W = y> (s, w), 
w h e r e q, and y> a r e gene ra l ana ly t i c func t ions . I n t h e fou rd imens iona l space w i t h 
c a r t e s i a n coo rd ina t e s x, y, x', y', t hese t r a n s f o r m a t i o n s a r e n o t conformai , a n d P o i n 
ca ré in h i s pape r in t h e Palermo Rendiconti (1917) employs (p rov i s iona l ly ) t h e t e r m 
regu la r . I ob ta in severa l g e o m e t r i c c h a r a c t e r i z a t i o n s of t h e r e g u l a r t r a n s f o r m a t i o n s . 
T w o l inear s y s t e m s of p l anes a r e conver t ed in to themse lves a n d only t h e ang les 
s i t ua t ed in these p lanes a r e left i n v a r i a n t . T h e family of su r faces affected con fo rm-
ally is easi ly de r ived . T h e s imp le s t c h a r a c t e r i s t i c i n v a r i a n t (pseudo-ang le ) is con
nec ted w i t h t h e i n t e r s ec t i on of a l ine w i t h a t h r e e - d i m e n s i o n a l va r i e ty . I n con
clusion c e r t a i n finite s u b - g r o u p s a r e c o n s i d e r e d : t he 9 -pa ramete r confo rmai g r o u p , 
t h e l inear , a n d t h e l i nea r f rac t iona l g r o u p s . 

Ü B E R F U N K T I O N E N Q U A T E R N I O N AL ER 
V E R Ä N D E R L I C H E N 

V o n E . K O L M A N , M o s k a u 

D i e N i c h t k o m m u t a t i v i t ä t der M u l t i p l i k a t i o n in der H a m i l t o n s c h e n Q u a t e r n i o n e n -
a l g e b r a h a t z u r Fo lge , daß , den T r iv i a l f a l l d e r l inea ren F u n k t i o n e n a u s g e n o m m e n , es 
in d iesem Gebie te ke inen Di f f e ren t i a lquo t i en ten g ib t , w a s die H a u p t u r s a c h e d a f ü r 
b i ldet , d a ß die E n t w i c k l u n g de r Q u a t e r n i o n e n l e h r e im g r o ß e n u n d g a n z e n s tocken 
gebl ieben ist . R . F u e t e r ha t in Com. m a t h . He lve t . v . 4 den Begriff der ana ly t i s chen 
F u n k t i o n auf d a s Q u a t e r n i o n e n g e b i e t d a d u r c h zu e r w e i t e r n v e r s u c h t , d a ß e r die 
R i e m a n n - C a u c h y s c h e n Di f fe ren t i a lg le ichungen d u r c h ein a n d e r e s Gle ichungssys tem 
e r se t z t . 

A b g e s e h e n davon , d a ß auch a n d e r e G l e i c h u n g s s y s t e m e g e w ä h l t w e r d e n können , k a n n 
m a n e inen pr inz ip ie l l a n d e r e n W e g e inschlagen , und z w a r n ich t von N e w t o n - L e i b n i t z 
u n d Cauchy , s o n d e r n v o n L a g r a n g e und W e i e r s t r a ß a u s g e h e n d . M a n definiert näml ich 
d i e ana ly t i s che F u n k t i o n der Q u a t e r n i o n e n v e r ä n d e r l i c h e n d u r c h eine „ P o t e n z r e i h e " 
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p (u) = a 0 4 - 2 axu 4- 2 a2ua2'<u a2" 4- . . . , ve rz i ch t e t auf d e n Different ia l 

quo t i en t en und läß t n u r die „ A b l e i t u n g " p ' ( « ) = 2 a¿ 4- 2 a2 a2 u a2" 4-

2 a2u a2 a2" 4- . . . gel ten. Diese S c h e i d u n g zwischen Di f fe ren t ia lquot ien ten u n d A b 

le i tung, d ie a n und für sich methodologisch i n t e r e s san t is t , füh r t we i t e r z. B . dazu , 

daß F u n k t i o n e n gebi lde t w e r d e n können , d ie m i t der e igenen A b l e i t u n g ident isch s ind. 

E s is t auch n ich t schwer , z. B . d u r c h Ana log ie m i t d e n P o i n c a r é s c h e n Reihen , ein

deu t ige F u n k t i o n e n zu bi lden, d ie im Gegensa tz zum k o m p l e x e n Gebie t , 4 wesent l iche 

P e r i o d e n besi tzen. 

A n diese F e s t l e g u n g des Begriffes der ana ly t i schen F u n k t i o n e n der qua te rn iona len 

V e r ä n d e r l i c h e n k n ü p f e n zwei P r o b l e m e a n : 1. d ie I n t e g r a l s ä t z e für sie zu en twicke ln ; 

2. sie in V e r b i n d u n g m i t der Di f fe ren t ia lgeomet r ie , w ie s ie von Schou ten und S t r u i k 

be t r i eben w i r d , in V e r b i n d u n g zu b r i n g e n und zu v e r s u c h e n in der Q u a n t e n m e c h a n i k 

a n z u w e n d e n . 

I T E R A T I V E A L G O R I T H M E N 

V o n H A R A L D G E P P E R T , Gießen 

S ind a, b zwei k o m p l e x e Z a h l e n u n d b i lde t m a n den I t e r a t i onsa lgo r i t hmus 

«1 = f{a, à), *i = <p(a, b) ... a„ = f(an^x, b^), bH = <p («„_!, ¿A_i) . . . , so wird die 
Grenzfunkt ion l im an — lim bn = M(a, b) u n t e r s u c h t , falls sie ex is t i e r t . V o r a u s -

« - > =0 »—*• » 

gese tz t wird, d a ß / u n d q> h o m o g e n v o m Gewich te 1 in ih ren A r g u m e n t e n , r e g u l ä r 

ana ly t i sch in u n d f{a, a) — cp (a, a) — a seien. D a n n kann m a n a= 1, b—\-\-z 

se tzen u n d den A l g o r i t h m u s in se iner A b h ä n g i g k e i t v o n d e r k o m p l e x e n V a r i a b l e n 

z un t e r suchen , i n d e m m a n F(z) = / ( i , 1 + z), 0 (z) = cp (1, 1 + z) se tz t . S i n d d i e 

P o t e n z r e i h e n für F(z) u n d 0(z) d ie fo lgenden 

F(s)=i+aie + als'+..., <P (z) = 1 + ßtz + faz1 + 

so ze ig t s ich 

1) I s t I a¡—ßi I <C !> s 0 k o n v e r g i e r t d e r A l g o r i t h m u s in e iner b e s t i m m t e n U m 

g e b u n g v o n z = O g l e i c h m ä ß i g g e g e n e ine r egu lä r -ana ly t i sche Grenzfunkt ion. 

2) Is t I a , — / ? i | > i , so k a n n d e r A l g o r i t h m u s in d e r U m g e b u n g v o n Nul l 

ü b e r h a u p t n ich t k o n v e r g i e r e n . 
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3) I s t | « ! — ßt\ = i , u n d d e r K o n v e r g e n z r a d i u s e i n e r d e r o b i g e n P o t e n z r e i h e n 

e n d l i c h , s o t r i t t e b e n f a l l s D i v e r g e n z d e s A l g o r i t h m u s i n d e r U m g e b u n g v o n N u l l e i n . 

B e s o n d e r s i n t e r e s s a n t i s t d e r F a l l a , = / ? , , d e r b e i m A l g o r i t h m u s d e s a r i t h m e t i s c h 

g e o m e t r i s c h e n M i t t e l s , d e s B o r c h a r d t s c h e n M i t t e l s u n d v i e l e n a n d e r e n b i s h e r u n t e r 

s u c h t e n I t e r a t i o n s a l g o r i t h m e n v o r l i e g t ; e r g a r a n t i e r t d i e E r h a l t u n g d e r e r s t e n 2 " 

G l i e d e r i n d e n P o t e n z r e i h e n - E n t w i c k l u n g e n v o n a n , aM+1,— u n d e i n e ü b e r a u s 

s t a r k e K o n v e r g e n z d e s A l g o r i t h m u s i n d e r U m g e b u n g v o n z = o . 

Z u r F r a g e d e s K o n v e r g e n z g e b i e t e s e i n e s b e l i e b i g e n A l g o r i t h m u s u n d d e s Z u 

s a m m e n h a n g e s d e r S i n g u l a r i t ä t e n d e r G r e n z f u n k t i o n m i t d e n e n d e r A u s g a n g s 

f u n k t i o n e n w e r d e n B e i t r ä g e g e l i e f e r t . ( A u s f ü h r l i c h e r i n d e n M a t h . A n n . ) 

Ü B E R D A S Z E N T R U M P R O B L E M IN D E R T H E O R I E 
DER K O N F O R M E N A B B I L D U N G 

V o n H U B E R T C R E M E R , K ö l n 

D e r P u n k t s = o he iß t e in „ Z e n t r u m " de r d u r c h 

z' = f 0 0 = z+ a 2

 2 2 + • • • > I ° i ! = 1 

ge l i e fe r t en k o n f o r m e n A b b i l d u n g (wobei z' w i e d e r in der xf-Ebene zu denken i s t ) , 
w e n n es e ine schl ichte A b b i l d u n g w = S(z)einer U m g e b u n g von 2 = 0 s o g ib t , daß 
d i e „ S c h r ö d e r s c h e F u n k t i o n a l g l e i c h u n g " 

/ (*) = s - * K .s(z)) 

bef r i ed ig t w i r d , w e n n a lso die k o n f o r m e A b b i l d u n g f de r U m g e b u n g von z — o du rch 
5 in e ine D r e h u n g t r a n s f o r m i e r t w i r d . B e s i t z t f e in Z e n t r u m , so he iße f e ine „Zen 
t r u m f u n k t i o n " . 

I n d i e sem V o r t r a g e w i r d m i t H i l f e e ines S a t z e s von H e r r n P ó l y a ü b e r P o t e n z 
re ihen m i t v e r s c h w i n d e n d e r u n t e r e r Koef f iz ien tend ich te geze ig t , d a ß u n t e r den e iner 
g a n z e n r a t i ona l en Z e n t r u m f u n k t i o n z u g e o r d n e t e n Z e n t r u m f u n k t i o n e n (das s ind die , 
welche z u r gle ichen S c h r ö d e r s c h e n F u n k t i o n 5 g e h ö r e n ) d ie M e n g e de r j en igen , die in 
i h r e m g a n z e n V e r l a u f e e i n d e u t i g s ind , d i e M ä c h t i g k e i t des K o n t i n u u m s ha t . W e i t e r 
w e r d e n n e u e B e d i n g u n g e n g e w o n n e n , d e r e n E r f ü l l t s e i n d u r c h / fü r die U n l ö s b a r k e i t 
d e r S c h r ö d e r s c h e n F u n k t i o n a l g l e i c h u n g h in re i chend is t . 
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Ü B E R DIE K O N F O R M E A B B I L D U N G D U R C H DIE 
B E S S E L F U N K T I O N E N 

V o n J O S E F L E N S E , M ü n c h e n 

E s wi rd die d u r c h die Besselfunktion w — Jy (s) ve rmi t t e l t e konforme A b b i l d u n g de r 

2 - E b e n e auf die w - E b e n e für reel le W e r t e d e s Ze ige r s v > — i un te r such t . Diese 

B e s c h r ä n k u n g erweis t sich vor läuf ig mange l s g e n a u e r e r Kenn tn i s se ü b e r die Null

s te l len von (s) für v <^ — i als no twend ig . F ü r ganzzah l ige n fallt sie se lbs tver 

s tändl ich w e g e n d e r B e z i e h u n g 

3 1 » = ( - i ) - 3 » 

w e g . 

E s w e r d e n d ie K u r v e n \w\ = const , geze ichne t u n d d e r A u f b a u de r R i e m a n n -

schen F l ä c h e b e s p r o c h e n . A l s Beispiele w e r d e n die Fä l l e v = o, I , 2, 3, 4, 5, — durch

geführ t . U m auch ein Bild für die zu e r w a r t e n d e n Verhä l tn i s se bei n e g a t i v e n Z e i g e r n 

zu e rha l ten , w e r d e n d ie Fä l le v = — | , — f, — f, — \ b ehande l t , weil h ie r y^(s) 

eine ra t ionale F u n k t i o n v o n e'* u n d \j¥ ist wie in al len Fä l l en , w o sich d e r Ze ige r v 

u m ^ von einer g a n z e n Zahl un te r sche ide t . 

E s w e r d e n folgende Sä tze b e w i e s e n : 

y'^ (2) h a t im Interval l — k — 1 < v < — k ( ¿ = 1 , 2 , 3 , • • • • ) für m indes t ens 

e inen W e r t v o n v j e eine Doppe lnu l l s t e l l e bei s = + v . In a n d e r e n P u n k t e n sind 

Doppe lnu l l s t e l l en ausgesch lossen , Nulls tel len h ö h e r e r a ls zwei ter O r d n u n g ü b e r h a u p t 

unmögl i ch . In d e r U m g e b u n g v o n s = 0 u n d v = — k ha t y^ (s) für v — k 2k 

i m a g i n ä r e und für v <C — k 2 reel le und 2 k — 2 i m a g i n ä r e Nul ls te l len . I s t die 

A n z a h l d e r imag inä ren Nullstel len d u r c h 4 te i lbar , so g ib t es ke ine re in imag inä ren 

Nul ls te l len ; ist sie d a g e g e n nur d u r c h 2, a b e r n ich t d u r c h 4 te i lbar , so sind 2 de r 

imag inä ren Nul ls te l len rein imaginär . 

Ausführ l iche A b h a n d l u n g e n e r sche inen in den S i t z u n g s b e r i c h t e n de r B a y e r i s c h e n 

A k a d e m i e de r Wissenschaf ten (München) u n d in den M a t h e m a t i s c h e n A n n a l e n . 
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Ü B E R E I N E N S A T Z VON D A R B O U X 

V o n L . T S C H A K A L O F F , Sofia 

B e k a n n t l i c h h a t D a r b o u x d e n Mi t t e lwer t sa t z d e r Di f fe ren t i a l rechnung auf k o m p l e x e 

F u n k t i o n e n ü b e r t r a g e n . E r h a t näml ich bewiesen !), d a ß für e ine k o m p l e x e F u n k t i o n 

f(x) = fx (x) 4 - z ' / 2 (x) d e r r ee l l en V e r ä n d e r l i c h e n x, d ie im In te rva l l a x ^ b s t e t i g 

d i f te ren t i ie rbar ist, d ie U n g l e i c h u n g 

(I) \f(l>)-m\^{b-a)\f{^\ 

b e s t e h t , wobe i £ e ine p a s s e n d g e w ä h l t e Z a h l zwischen a u n d b ist. 

W a s l ä ß t s ich ü b e r d a s Var iabi l i tä t s fe ld v o n £ a u s s a g e n , w e n n e t w a f{x) ein 

P o l y n o m v o n g e g e b e n e m G r a d e b e d e u t e t ? Ich fasse d iese F r a g e p räz i se r fo lgender 

m a ß e n . E s b e d e u t e Ck d ie K l a s s e a l ler P o l y n o m e f(x) mi t reel len o d e r k o m p l e x e n 

Koeff iz ienten u n d v o m G r a d e ^ k. Ich suche ihr e ine M e n g e ÍTi¿ v o n ree l len o d e r 

k o m p l e x e n Zah len d e r a r t z u z u o r d n e n , d a ß i) j e d e m P o l y n o m f{x) von Ck m i n d e s t e n s 

ein £ aus HT¿ en tspr ich t , so d a ß U n g l e i c h u n g (i) erfüllt i s t ; 2) ke ine e c h t e T e i l 

m e n g e v o n TXik d ie u n t e r 1) e r w ä h n t e E igenscha f t bes i tz t . E i n e so lche M e n g e Zïïk 

n e n n e ich ku rz eine Minimalmenge in bezug auf die Klasse Ck-

In d i e s e m V o r t r a g e h a b e i ch fo lgende Sä t ze bewiesen u n t e r de r unwesen t l i chen 

E i n s c h r ä n k u n g a — — 1, b = 1. 

1. E s g i b t ke ine a u s / Z a h l e n b e s t e h e n d e M i n i m a l m e n g e in b e z u g auf die K l a s s e 

- k—i . 
Ck, w e n n p ^ —-— ist. 

2. I s t k g e r a d e , k — 2 n, so g i b t es e ine e inzige a u s n Zah len b e s t e h e n d e n Mini

m a l m e n g e 2TU, w e l c h e mi t den W u r z e l n des w-ten L e g e n d r e s c h e n P o l y n o m s Pn (x) 

ident i sch ist. 

3. I s t d a g e g e n k u n g e r a d e , k=2n — 1, so g ib t es unend l i ch viele aus « Z a h l e n 

b e s t e h e n d e n Min ima lmengen in b e z u g auf die K las se Ck. E i n e be l ieb ige so l che M e n g e 

b e s t e h t näml ich aus den Nul ls te l len d e s P o l y n o m s Pn (x) 4 - a Pn-\ (x), w o P„ (x) 

u n d P„-i (x) zwei aufe inander fo lgende L e g e n d r e s c h e P o l y n o m e sind und a e ine reel le 

K o n s t a n t e b e d e u t e t . 

W e g e n R a u m m a n g e l w e r d e ich die Beweise d ieser Sä tze in e iner a n d e r e n Zei t

schrift veröffent l ichen. 

*) Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable. Journal de mathématiques pures 
et appliquées, serie, t. 2. (1876), p . 291. 
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p e r m e t t e n t d e ca lculer les coefficients A" (x¡, ... , x„_¡) d e p r o c h e en p r o c h e ; on 

dédu i t d e ce qui p r é c è d e que ces coefficients s ' exp r imen t au m o y e n des seu ls 

cos inus d ' o r d r e n à l 'exclusion des n — I a u t r e s s inus . 

P a r e x e m p l e 

V2 (h, x) — i — 2 h cos x + k2, 

Vz (h, x) = i - 3 h P(x,y) + 3 h* P(-x, -y) - h \ 

O n dédui ra i t d e ce qui p r é c è d e cer ta ines généra l i sa t ions des r é su l t a t s d e M. P . 

H u m b e r t <». 

(!) P. HUMBERT, On Appell's Function P (9, f) Proceedings of the Edinburgh Mathematical Societ 
Séries 2 -Vol. Ill-Part I.-p 53. 
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S U R U N E P R O P R I É T É D E S C O S I N U S D ' O R D R E 
S U P É R I E U R 

P a r O D E T T E et J A C Q U E S D E V I S M E , L e H a v r e 

»TT 2/7T 

Soit a = e " ou e " su ivan t q u e n e s t pa i r ou impair , ce qu i en t r a îne 

¿ a i K + 1 =0. 

P o s o n s « - 1 « w + n 
n 2 X. et 

nfjxx, . . . , * , _ , ) = J £ e ' - 1 

e t cons idé rons le p r o d u i t 

Vn (h; x i , . . . , x t i _ 1 ) = / J ( l - k e > = i X i * ) = An

a(x) + AÏ(x)h + ... + An

n{x)hu. 

10 O n a Vn [h; xx, xn_j = (-k)" VJ±; - x v . . . , - xn ,) 

d o n c A'j (xlt ..., xn _ i ) = ( — / ) " Amly (—Xl,...,— *«_,). 

2° L e s rac ines d e l ' équa t ion en h V„ (h; x) = o son t égales a u x n express ions 

i(2A-+l) 

€ 1 . L e s s o m m e s des rac ines , d e s ca r rés des rac ines , des cubes 

e t c son t d o n c 

Sl — Ufn i - Xl> ••• ' —Xn-x)' S2 = nfn{—2XH ••• > —2X

H-Ò' 
J s = * / „ (— J - r i 3 x

n _,) » • • • e t c -

L e s re l a t ions d e N e w t o n 

An

a sx + Al-x = o, 
A„ s2 ~\- A„ — % sx-\- 2 An

n — 2 = 0 , 
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SU A L C U N I T E O R E M I D E L L E F A M I G L I E 
N O R M A L I DI F U N Z I O N I A N A L I T I C H E A N C H E IN 
R E L A Z I O N E AL P O S T U L A T O DI Z E R M E L O 

D i S I L V I O M I N E T T I , R o m a 

L a p r e s e n t e comunicaz ione si p ropone di r i l eva re come v a r i t eo remi sulle famigl ie 

n o r m a l i d i funz ioni ana l i t i che s i ano susce t t ib i l i di esse re no tevo lmen te gene ra l i zza t i , 

e che ino l t re , s o t t o u n a conven ien te ipotes i , s empre verif icata nei casi concre t i p iù 

i n t e r e s s a n t i , essi sono a l t r e s ì susce t t ib i l i di essere d i m o s t r a t i e v i t a n d o l 'uso del 

p o s t u l a t o di Ze rmelo . 

P r e m e t t o u n l e m m a di pe r sè s t e s so g ià mo l to notevole . E s s o e s t ende agl i olo-

s p a z i 1 ) u n a p ropos i z ione g i à d a t a , per gli SH, dal mio i l lus t re M a e s t r o P ro f . S e v e r i 2 ) , 

la qua le dà u n a d i m o s t r a z i o n e del c i t a t o p o s t u l a t o r e l a t i v a m e n t e agl i ins iemi l imi t a t i 

e s e r r a t i 3 ) . S ia F un ins ieme di funzioni o lomor fe ed equ i l imi t a t e in un c a m p o 

s e r r a t o C che s u p p o n g o essere , per semplic i tà , il ce rch io un i t à . F' s ia il d e r i v a t o 

di F. S i des ign i ino l t re con / ( 8 ) la funzione e s t r e m o s u p e r i o r e della famigl ia di 

funzioni che sono la p a r t e reale degli e lement i di F ^ - F ' ; 0 0 des ign i invece il coef-

ficente di i a l l ' o r i g i n e della gener ica funzione del lo s tesso ins ieme F 4- F', e Q0 

l ' e s t r emo supe r io re dei Q0. L a / (9)è a l lora , ( p o i c h é / 7 4- F' è un ins ieme e s t r e m a l e ) , 

funzione con t inua di 8 in o—2si. 

D i c i a m o X l ' ins ieme dei p u n t i x0, x v x v x3, .. . dove x¡, ( « ' = i , 2, 3, . . . ) sono 

i p u n t i d i asc issa r az iona le di C, x0 d e s i g n a n d o invece il p u n t o o r ig ine e r i l ev i amo 

che l ' operaz ione funzionale , che al gene r i co e lemento / di F 4- F' fa co r r i sponde re , 

nel p u n t o x¡, il va lo re Q0 p e r i = o, e il c o r r i s p o n d e n t e va lore della / (9) p e r i ^£ O, 

è u n ' ope raz ione con t inua . E s i s t e r à d u n q u e , in v i r t ù di n o t o t eo rema , a lmeno u n 

e l emen to di F - f F ' nel qua le ta le operaz ione r a g g i u n g e il s u o e s t r e m o supe r io re . 

Si des ign i a l lora con Ix l ' ins ieme degli e lement i di F 4- F' pe r cui r e su l t a Q0 = Q0, 

e il d e r i v a t o di e s s o ; con / r l ' ins ieme degli e lement i f di ^ o P e r cui è f(x1)=f(x1)
 4) 

etc. Gli J , sono s e r r a t i . R e s t a così d e t e r m i n a t a la success ione di ins iemi e s t r emal i 
x i 

I . Tr . I c i a scuno c o n t e n u t o nel p receden te . D u e even tua l i t à p o s s o n o al lora 
- V 1 x % 

1 ) Spazii funzionali suscettibili di esser considerati ad una infinilà continua di dimensioni. 
2 ) Vedi I . Severi. Su alcune questioni di topologia infinitesimale Annales Soc. Polonaise de Mathématique 

t. IX 1930. 
3 ) „Serrati* seguendo il Severi, c ioè: „chiusi" secondo la comune terminologia. 
*) Con ovvio significato dei simboli adottati. 
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p r e s e n t a r s i : o pe r u n va lore finito di n il co r r i sponden t e insieme Ix è numerab i le , 

o p p u r e ciò non accade. Nel p r i m o caso si scegl ierà come e lemento « d i s t i n t o » di 

F 4 - F' il « p r i m o » e lemento di Ix ed e s so a p p a r t i e n e ad F 4 - F'. Nel secondo, 

poiché si d i m o s t r a in forza della equicont inu i tà della famigl ia di funzioni fo rma ta 

da F 4 - F' a cui si sia a g g i u n t a la 

ç> ( * ) = * e . + + j f ( ß ) s - ± ^ d ^ 

0 

che la q>(x) tes té definita appa r t i ene ad F 4 - F', come e lemento « d i s t i n t o » di F 4 - F ' 

si sceglierà la <p(x), che appa r t i ene pure come si è o r a de t to , ad F 4 - F ' . P r e m e s s o 

tal L e m m a conseguono i p reannunc ia t i t eoremi . M i l imi to qui a c i t a r e due di essi. 

I o « Se una famiglia F di funzioni f (z) olomorfe ed equilimitate all' interno di un 

« campo C (che può supporsi essere il cerchio unita) è ivi normale, e non am-

« mette funzioni limiti constanti, il numero degli zeri della f (z) — a, (a costante) 

« contenuti all' interno di C, è egualmente limitato, sia rispetto alla totalità 

« delle funzioni f che appartengono alla famiglia normale serrata costituita dalla 

« data e dal suo insieme derivato, sia rispetto a tutti i possibili valori di a. » 

I I o « Sia S una successione di funzioni fn (z) olomorfe, estratta da una famiglia 

« quasi normale e che sia, in un intorno di un punto A, completamente irregolare. 

« Esiste allora un indice n0 tale che a partire da esso tutte le equazioni fn (z) —a, 

« qualunque sia a, hanno una radice nell' intorno di A. » 

METRICIZZAZIONE DELLO S P A Z I O F U N Z I O N A L E 
D E L L E F U N Z I O N I O L O M O R F E IN UN M E D E S I M O 
CAMPO. GLI O L O S P A Z I IN G E N E R A L E E I LORO 
R A P P O R T I CON LA T E O R I A DELLE E Q U A Z I O N I 
D I F F E R E N Z I A L I 

D i S I L V I O M I N E T T I , R o m a 

Nel 1906 il F réche t con la sua t e s i 1 ) poneva i fondament i della me t r i ca per var i 

e i n t e re s san t i spazi funzionali . S i apr i così un nuovo , vas to , fecondo c a m p o di 

r icerche che aveva a v u t o per p recur so r i il V o l t e r r a , l ' H a d a m a r d , e il P incher le . M a 

!) Rend. Cire. Mat. Palermo 1906, tomo XXII. 
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se i n n u m e r e v o l i s o n o s t a t i i p r o g r e s s i s in qu i consegu i t i nel la p a r t e gene ra l e ed, ad un 

t e m p o , a s t r a t t a d i quel la t eo r i a , nu l l a s i è f a t t o invece p e r a v a n z a r e , in m o d o v e r a 

m e n t e u t i l e , ne l lo s t u d i o della m e t r i c a del lo spaz io funz iona le delle funzioni o lomorfe 

in u n m e d e s i m o c a m p o C ( spaz io che ch i amerò ( F ) e che è quel lo che forse m a g g i o r 

m e n t e i n t e r e s sa . P e r la noz ione di d i s t a n z a di due s iffat te funz ioni / e g , v ige ancor 

ogg i l ' e spress ione del F r é c h e t 

<•> - A r 1 

E s s a p e r m e t t e di s t ab i l i r e le p r o p r i e t à s t r u t t u r a l i d i quello spaz io , m a non cost i 

t u i sce c e r t o u n a definizione che s ia s e n z ' a l t r o acce t tab i le , p e r c h è non c o n c r e t a m e n t e 

v a n t a g g i o s a . I n n a n z i t u t t o v i ene a d ipende re in m o d o essenzia le , d a e lement i e s t r ane i 

a i da t i , che sono la / e g e il c a m p o C ; poi non si p r e s t a a s t ab i l i r e u t i l m e n t e u n a 

m e t r i c a a n g o l a r e , e p r e s e n t a infine v a r i i a l t r i ser i i inconven ien t i . 

S c o p o della p r e s e n t e comunicaz ione è di r i f e r i r e i n t o r n o ad u n a mia m e m o r i a in 

c o r s o di s t a m p a , nel la qua le m o s t r o come lo spaz io (F), possa esser m e t r i c i z z a t o 

in m o d o v e r a m e n t e u t i le s o t t o mi l le d ive r s i a spe t t i , e come la m e t r i c i z z a z i o n e di esso, 

che io h o e l abora t a , conduca ad ina t t e s i l egami fra t eo r i e della p iù g r a n d e i m p o r t a n z a . 

P a r t e n d o d a l l ' o s s e r v a z i o n e che u n a f(z) o lomor fa a l l ' i n t e r n o di un c a m p o C (che 

s u p p o r r ò essere il cerchio u n i t à ) r e s t a p e r f e t t a m e n t e i n d i v i d u a t a da i va lo r i della sua 

p a r t e rea le al c o n t o r n o , e dal coefficiente di i a l l ' o r i g ine , a s s u m o in luogo della ( i ) la 

(2) ( / , g) = [ ~ f v>M - Pe ( 6 ) ] v e + 1 <2(o)/- ß w , Í2]* 

e d i m o s t r o che t a l e definizione di d i s t a n z a si d i m o s t r a v e r a m e n t e o p p o r t u n a per lo 

s t u d i o della m e t r i c a in ques t ione . Ciò p e r le seguen t i r a g i o n i : 

I o (f> S) n o n d ipende da e lement i e s t r ane i a i da t i . 

I I o la (2) p e r m e t t e di s t ab i l i r e e g u a l m e n t e bene come la (1), t u t t e le p r o p r i e t à s t r u t 

t u r a l i del lo spaz io funzionale in e same . 

I I I o si p r e s t a a s t ab i l i r e u n a u t i le m e t r i c a ango la re . 

I V o fa consegu i r e u n a a r m o n i c a fus ione delle m e t r i c h e di mol t i a l t r i i n t e r e s san t i 

spaz i di funzioni , r i conducendo in p a r t i c o l a r e lo spaz io (F), agl i spazi h i lbe r t i an i , 

g ià così p r o f o n d a m e n t e s t u d i a t i , f ra gli a l t r i , dal n o s t r o c o m p i a n t o Vi t a l i . 

*) Vedi nota precedente pag. 45—46. 
2 ) Dove Pf (8) designa la parte reale della / sul contorno di C, e Q{a)f il coefficiente di i all' origine ; 

analogo significato hanno, poi, Pglfi) e Q(o)g. 
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M a concependo lo spaz io (F) come u n o spaz io ad una infinità con t inua , 

anz iché numerab i l e di d imens ion i , (o lospaz io) , come, d i s t accandomi dal V i t a l i e da 

t u t t i gl i a l t r i , io faccio, si ha il v a n t a g g i o che le equaz ioni delle sue v a r i e t à sono 

equazioni differenzial i , che sono poi l ineari se, e so l t an to se, le co r r i sponden t i v a r i e t à 

sono v a r i e t à geodet iche . L a t eo r ia delle equaz ioni differenziali r iceve così una in te r 

p r e t a z i o n e geome t r i ca mo l to sugges t iva , che pe r a l t r o non si r iduce ad una semplice 

ques t ione r a p p r e s e n t a t i v a m a conduce a mie t e r e va r i , i n t e re s san t i , e concret i fa t t i ana l i 

t ici . S i del inea i n t a n t o una n e t t a d is t inz ione f r a la n a t u r a delle equazioni differenziali 

non l i nea r i : d i s t inguendo le in quelle che io ch i amo pseudo- l inear i , e che godono della 

p r o p r i e t à di ave r e i p r o p r i in tegra l i in comune con u n a equaz ione differenziale l ineare 

di o r d i n e suff ic ientemente e l eva to ; e quelle che io ch iamo t r a scenden t i , che non godono 

invece di d e t t a p r o p r i e t à . P e r le p r i m e è poss ibi le r i c o n d u r r e le loro in tegraz ion i a 

quelle di u n a equaz ione l inea re ; per le seconde no. Sorpasse re i i l imi t i concessi alle 

p re sen t i comunicaz ion i se mi d i lungass i ad e s p o r r e i r i su l t a t i a cui son pe rvenu to . 

M i l imi to qu i a c i t a r e quello con cui ch iudo la mia g ià c i t a t a M e m o r i a p re l imina re 

su t a l sogge t to . E s s o è il s e g u e n t e : 

«Condizione necessaria e suf fícente affinchè un' equazione differenziale non lineare, 

« per esempio del primo ordine, y' = f(x, y), abbia i suoi integrali in comune con 

« un' equazione differenziale lineare di ordine finito, supposto che f (x y) sìa analitica 

« all' intorno di un sistema di valori x y, e che lo sviluppo di Cauchy relativo all' equa-

« zione stessa 

(d'y\ (x — xoy 

« sia, in un intorno di y0 derivabile termine a termine, è che esista un sistema di un 

« numero finito fi di costanti K{, non tutte nulle, per cui siano verificate le condizioni 

« con v¡, = ^ y - , e facendo attenzione che non sussiste, relativamente ai prodotti di 
y k dxk 

« operazioni che provengono dallo sviluppo della potenza dell' operatore che figura 

« entro la parentesi quadra, la legge di permutabilità.-» — 
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A n a l y s i s 

w o f e ine pe r iod i sche F u n k t i o n von x m i t der P e r i o d e u> beze ichnet , b e k a n n t zu 
machen , welches mich in e inem Fal le , de r m i r kürz l ich v o r g e k o m m e n ist , zu einem 
vollen E r f o l g e g e f ü h r t ha t . 

D ieses V e r f a h r e n b e r u h t e ine rse i t s darauf , daß d ie Gle ichung 

(2) cp (x0 + tí,) = cp (xa), 

w o x0 i rgende inen fes ten W e r t von x bezeichnet , d ie n o t w e n d i g e und h in re i chende 
B e d i n g u n g dars te l l t , d a m i t d ie L ö s u n g y = cp (x) de r Di f fe ren t ia lg le ichung ( i ) e ine 
pe r iod i sche F u n k t i o n (mi t der P e r i o d e a>) sei . A n d e r e r s e i t s b e m e r k e n w i r , daß u n t e r 
b e k a n n t e n , w e n i g e i n s c h r ä n k e n d e n B e d i n g u n g e n die a l lgemeine L ö s u n g e iner g e w ö h n 
lichen Di f fe ren t ia lg le ichung stetig von den A n f a n g s b e d i n g u n g e n a b h ä n g t . W e n n es 
uns a lso ge l ing t , in e inem Gebie t der E b e n e (x, y), w o die oben g e n a n n t e n Be
d i n g u n g e n erfül l t s ind , zwei solche L ö s u n g e n y = cp1 (x), y — cp2 (x) de r Gle ichung 
( i ) zu b e s t i m m e n , die die U n g l e i c h u n g e n 

Í ç p i ta. + o>) = y>i (•*•<>) 

I 9>i (•*"<>+ w) ^ cp* (*o) 

bef r ied igen , d a n n e x i s t i e r t s icher in demselben Gebie t auch (wen igs t ens ) e ine L ö s u n g 
y = cp (x), die die Gle ichung (2) be f r ied ig t , d. h. e ine pe r iod i sche L ö s u n g (mi t der 
Pe r iode co) u n s e r e r Di f fe ren t ia lg le ichung. W e n n m a n dagegen für alle L ö s u n g e n 
y — cp (x) e n t w e d e r i m m e r 

cp (x0 + < i>)< cp (x0) 
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P E R I O D I S C H E L Ö S U N G E N EINER D I F F E R E N 
T I A L G L E I C H U N G E R S T E R O R D N U N G 

V o n F . T R I C O M I , T u r i n 

I n d e m ansche inend b e s o n d e r s e infachen Fa l l e e iner e inz igen gewöhnl i chen Diffe
r en t i a lg l e i chung e r s t e r O r d n u n g le is ten die k lass i schen V e r f a h r e n für d ie U n t e r 
s u c h u n g de r pe r iod i schen L ö s u n g e n w e n i g Hi l fe , wei l im a l lgemeinen keine spezielle 
pe r iod i sche L ö s u n g der Gle ichung a priori b e k a n n t is t , und die Gle ichungen e r s t e r 
O r d n u n g , die b e s o n d e r s in t e res s i e ren , n ich t l inear s ind. A u s d iesem G r u n d e scheint es 
m i r wer tvo l l , ein e infaches V e r f a h r e n für die U n t e r s u c h u n g der (eventuel len) pe r iod i 
schen L ö s u n g e n m i t der P e r i o d e w e iner Di f fe ren t ia lg le ichung 
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ÜBER DIE E R S T E R A N D W E R T A U F G A B E BEI 

M O N G E - A M P È R E S C H E N D I F F E R E N T I A L 

G L E I C H U N G E N VOM E L L I P T I S C H E N T Y P U S 

V o n F R A N Z R E L L I C H , G ö t t i n g e n 

E s wird die a l lgemeine M o n g e - A m p è r e s c h e Dif ferent ia lg le ichuug 

F= E (UXX Uyy U\y) -|~ A 1lxx 4 " 2 Btlxy -\- CUyy 4- .D = o 

be t rach te t , de ren Koeffizienten A, B', C, D, E F u n k t i o n e n v o n x,y, ux, a b s i n d . E s 

wird u. a. b e w i e s e n : In e inem z u s a m m e n h ä n g e n d e n G e b i e t G g i b t es höchstens 

zwei auf d e m R a n d e ü b e r e i n s t i m m e n d e L ö s u n g e n v o n F = o , für die F übera l l in 

G el l ipt isch ist, d. h . für die AC — B2 — ED > o gilt . D a b e i w e r d e n übe r A , B, 

C, D, E nu r S te t igke i t s - und Di f fe renz ie rba rke i t svorausse tzungen g e m a c h t . A n 

w e n d u n g e n auf di f ferent ia lgeometr ische F r a g e n . — F ü r eine G r u p p e v o n M o n g e -

A m p è r e s c h e n Different ialgleichungen wird das a n g e h ö r i g e V a r i a t i o n s p r o b l e m auf

ges te l l t und d iskut ie r t . 

*) Tricomi — Sur une équation différentielle de l'électrotechnique (Paris C R . 193, s. 635 ( 1 9 - 10— 

'93«) )• 
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oder i m m e r 

cp (x0 + w ) > cp (x0) 

ha t , k a n n keine per iodische L ö s u n g ex i s t i e ren . 

B e t r a c h t e n w i r z. B . die Dif ferent ia lg le ichung 

(4) d - ^ - + af + ß + sinx = o, 

wo a und ß zwei pos i t ive K o n s t a n t e n s ind, deren per iodische L ö s u n g e n (welche die 

P e r i o d e 2 n nö t ige rwe i se bes i tzen m ü s s e n ) die L ö s u n g eines w ich t igen P r o b l e m s der 

E l ek t ro t echn ik l iefern 1 ) . M i t dem oben geschi lder ten V e r f a h r e n kann m a n fest

stellen, daß , falls ß ]> 1 ist, die Gle ichung (4) immer eine und n u r eine per iodische 

L ö s u n g bes i tz t . I s t dagegen ß £ ^ 1 , so e x i s t i e r t ein k r i t i sche r W e r t a0 von a (ein

deut ige F u n k t i o n von ß) m i t der E igenscha f t , daß die Dif ferent ia lg le ichung (4) eine 

(und n u r eine) oder ke ine per iodische L ö s u n g bes i tz t , je nachdem a^a0 oder « ^ > « 0 i s t . 
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N O U V E L L E S R E C H E R C H E S D ' « I N T É G R A T I O N 

L O G I Q U E » 

P a r J U L E S D R A C H , P a r i s 

1. J ' a i m o n t r é a u t r e f o i s (Proceedings d u C o n g r è s d e T o r o n t o , 1924,1^.484—495) 

c o m m e n t o n p o u v a i t d é t e r m i n e r , de la m a n i è r e la p lus généra le , u n é lément l inéa i re : 

ds2 = 4 X dudv, d e façon que l ' équa t ion des géodés iques , p r i s e sous la fo rme : pq = X 

a u x dé r ivées par t ie l les ou sous la f o r m e l i néa i r e : (1) X + 2 w ^ - ^ - = o 

du Ov ou dw 

a v e c w = p2, possède une in t ég ra l e entière en p, q e t d ' o r d r e que lconque — ou m ê m e 

u n e i n t é g r a l e 
<p = a{u,v) wm" (w — y , ) " " ... (w — yt)

mt 

les m{ d é s i g n a n t des cons t an t e s . E n i n t r o d u i s a n t les va r i ab l e s caractéristiques d'Am
is f ì\ f 

père, q>i, qu i son t les in t ég ra le s des é q u a t i o n s X ~- -f- £• = o où les £ son t les 

so lu t ions de l ' équa t ion cp' (w) = o, j ' a i r a m e n é le p rob l ème à l ' i n t ég ra t i on , p a r in té 

g r a l e s définies, d ' un système de Laplace a u x va r i ab l e s cp,- e t à des q u a d r a t u r e s de 

différentiel les to t a l e s . D e p u i s , j ' a i p u t r a i t e r p a r la m ê m e m é t h o d e , avec quelques 

modif ica t ions , les cas d ' excep t ion r é se rvés : m0 — 2m¡ = o. 

2. L a recherche des cas où l ' équa t ion des géodés iques a d m e t deux intégrales 

rationnelles en w, condu i t à des sys t èmes différent iels d o n t j ' a i i nd iqué la réso lu t ion 

p a r des voies r égu l i è re s ( C o m p t e s r e n d u s de l 'Ac. des Sc iences d e P a r i s , 27 décem

b r e 1927). L a m é t h o d e a é t é app l iquée en déta i l a u cas des é l émen t s l inéa i res de 

Liouvi l le . 

3. M . O t t o Vo lk a v a i t m o n t r é (Atti d u Congrè s d e Bologne , 1928, I V , p. 357—362) 

q u e la d é t e r m i n a t i o n des é l émen t s l inéa i res p o u r lesquels il e x i s t e un ré seau trian

gulaire de géodés iques — c 'es t -à -d i re tels que les l ignes u = cons t . , v = c o n s t , 

M — v = const . , so ien t géodés iques , dépend d e l ' i n t ég ra t i on d ' un sys t ème de d e u x 

é q u a t i o n s a u x dé r ivées par t i e l l es du q u a t r i è m e o r d r e à une fonc t ion inconnue . J ' a i 

p u é t ab l i r ( C o m p t e s r e n d u s de l 'Ac. des Sciences de P a r i s , 16 n o v e m b r e 1931) que 

ces é q u a t i o n s p o s s é d a i e n t u n e so lu t ion d é p e n d a n t de t r o i s fonc t ions a r b i t r a i r e s d 'un 

a r g u m e n t — et p a r l ' appl ica t ion de ma m é t h o d e généra le , l ' ob ten i r p a r l ' i n t ég ra t ion 

d ' u n sys t ème de Lap lace à t rp i s va r i ab l e s . L a m ê m e m é t h o d e s ' appl ique a u cas où 

les t a n g e n t e s à u n e courbe de t ro i s i ème classe son t des géodés iques . 

4. M e s recherches a n t é r i e u r e s m ' o n t a m e n é s o u v e n t à r emplace r des é q u a t i o n s a u x 

d é r i v é e s par t i e l l es d ' o r d r e que lconque à u n e fonct ion i nconnue de d e u x va r i ab le s 
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pai" u n sys tème d e Lap lace à n var iables e t des q u a d r a t u r e s . I l es t clair q u e cela 

se généra l i se : I l ex i s t e des équa t ions d ' o r d r e quelconque à t r o i s va r iab les , pa r 

exemple , que l 'on p e u t r a m e n e r à des sys t èmes l inéa i res de Lap lace du troisième 

o r d r e e t à des équa t ions différentielles o rd ina i r e s , à q u a t r e va r i ab les ou d a v a n t a g e — 

d'où l 'on t i r e des vues nouvel les sur le rô le des va r iab les ca rac té r i s t iques . 

5. Enfin, p o u r finir, une r e m a r q u e d ' o r d r e t o u t à fa i t généra l : M a théor ie de la 

rationalité ou « Intégration logique » peu t s 'appl iquer , pa r exemple , à un sys tème 

différentiel 2 à une fonct ion inconnue, irréductible, où d e u x des dér ivées d ' o rd re 

supé r i eu r au moins figurent sous forme ra t ionnel le , les coefficients é t an t ou bien 

définis ou arbitraires. C o m m e dans les équa t i ons dér ivées de 2, les dér ivées para

métriques d ' o rd re supé r i eu r figurent l inéa i rement ou sous fo rme ent iè re , les réduc

tions possibles de 2, par particularisation des coefficients, c o r r e s p o n d r o n t à l ' ex is 

tence de re la t ions nouvelles compat ib les avec 2 e t rationnelles p a r r a p p o r t à ces 

dér ivées p a r a m é t r i q u e s . N o u s avons r e n c o n t r é (Atti du Congrès de Bologne , 1928, 

I I , p . i l—25) de n o m b r e u x exemples de types de réduc t ion d o n t la r e m a r q u e p ré 

cédente exp l ique l 'exis tence. 

SUR L ' I N T É G R A T I O N D ' U N E C L A S S E D ' É Q U A 
TIONS AUX DÉRIVÉES P A R T I E L L E S DU D E U X I È M E 
O R D R E À T R O I S V A R I A B L E S I N D É P E N D A N T E S 

P a r G E O R G E S C E R F , S t r a s b o u r g 

D a n s une communica t ion à l 'Académie des Sciences de P a r i s 1 ) , j ' a i exposé une 

mé thode généra le d ' i n t ég ra t ion qu i s 'appl ique à des classes é t endues d ' équa t ions et 

de sys tèmes d ' équa t ions a u x dér ivées par t i e l l es ; j ' e n a i s igna lé ce r ta ines applica

t ions a u x équa t ions a u x dér ivées part ie l les du second o r d r e à d e u x var iab les indé

pendan te s ; je va is ind iquer u n e maniè re d ' app l iquer la mé thode a u x équa t ions a u x 

dér ivées par t ie l les du second o r d r e à 3 va r i ab le s i ndépendan te s (s fonct ion inconnue 

de x v x v x s ) . 

Soi t (E) une telle équat ion ; (2) le sy s t ème de Pfaff, bien connu , de 4 équa t ions 

à 12 va r iab les , qui lui es t équ iva len t ; je cherche à fo rmer un sys tème de Pfaff (2^, 

c o m p r e n a n t (2) et une ou d e u x nouvelles équa t i ons a u x différentielles to ta les , des 

mêmes var iab les , de telle façon que (2X) so i t de classe in fé r ieure à 12 ; s'il en est 

a ins i , à t ou t e solut ion de ( 2 \ ) qu i s ' exp r ime p a r 9 re la t ions co r re spond , en généra l , 

x ) Sur l'intégration des équations aux dérivées partielles (Comptes Rendus t. 194 (1932) p . 1544)-
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u n e i n t ég ra l e de (E) ; g r â c e à la géné ra l i t é de telles so lu t i ons d e (2\), g r âce auss i 

à la géné ra l i t é de ces sy s t èmes (2J, on p e u t e spére r , d a n s des cas favorab les , in

t é g r e r (E). L e s équa t i ons (E) qu i e n t r e n t en l igne de c o m p t e a d m e t t e n t une fo rme 

c a r a c t é r i s t i q u e decomposab le en d e u x fac teu r s l inéa i res . 

P l u s p a r t i c u l i è r e m e n t , cons idé rons u n e équa t ion ( £ ' ) o b t e n u e p a r l ' é l imina t ion des 

p a r a m è t r e s X e t fi e n t r e les t r o i s r e l a t ions : 

Pi, 1 + + A l = Ci (Xi, X2, Xs, 2, pi, p*, P*, X, fi) i = I , 2 ou 3, 

L ' é q u a t i o n ( £ ' ) a d m e t d e u x sys t èmes de c a r a c t é r i s t i q u e s à u n e d imens ion , dont 

l 'un es t d u p r e m i e r o r d r e . D u sys t ème (2') associé à (E') c o m m e (2) Vest à (E), 

on peu t d é d u i r e un sys t ème de Pfaff (2") de d e u x é q u a t i o n s e t de classe 9, les 

va r i ab l e s é t a n t xy> x2, x3, z, plt p2, p3, X et Ja. C h e r c h o n s à associer à (2") u n e 

é q u a t i o n a u x différentiel les to ta les de ces 9 va r i ab les p o u r q u e le sys t ème (2^') de 

3 équa t ions soi t de classe 8; pour u n e classe é t endue d ' équa t ions ( £ ' ) , ce t te opé ra 

t ion est poss ib le ; le sy s t ème (2^') a d m e t t o u j o u r s des i n t ég ra l e s qui p e u v e n t ê t r e 

r ep ré sen tées p a r 6 r e la t ions auxque l l e s co r r e sponden t a lo r s des in t ég ra l e s de ( £ ' ) -

U n cas où les calculs sont p a r t i c u l i è r e m e n t s imples , est celui où les tp. ne dépenden t 

q u e de X et ¡j, ; on es t condu i t à des équa t ions qu ' on p e u t i n t é g r e r complè tement 

p a r la m é t h o d e indiquée . D ' a i l l eu r s , il se p r é sen t e des c i r cons tances s ingul iè res qui 

m e t t e n t en év idence des équa t ions ( £ ' ) don t les d e u x famil les de ca rac t é r i s t i ques 

ne sont p a s d i s t inc tes ; l ' i n tégra le généra le de ces é q u a t i o n s s ' e x p r i m e sans qua 

d r a t u r e s . 

Q U E L Q U E S R E M A R Q U E S R E L A T I V E S À U N E 
C L A S S E D ' É Q U A T I O N S A U X D É R I V É E S P A R 
T I E L L E S DU T R O I S I È M E O R D R E 

P a r J A C Q U E S D E V I S M E , L e H a v r e 

dx¡ dxj 

d2z 

Notations. So i t 

l ' express ion a u x dé r ivées par t i e l l es associée au po lynôme 

p(x) = 2 x k x 2 (x,- — XjP. 
i i,j 
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N o u s r ep résen te rons p a r DX¡U, Di

XiXjU... les express ions a u x dér ivées par t ie l les 

dp d*p 

associées a u x polynômes ^ — | — . . . e t p a r p (a), p {x—«), p (A) les exp rè s -

O X{ OX¿0 Xj 
sions ob tenues en remplaçan t d a n s p (x) les x. p a r a., x.—a. ou A.. 

Problème. Cons idé rons le po in t fixe M (x1 . .. xj e t le po in t mobile P (a . . . « J 

déc r ivan t la surface S à n—i dimens ions de n o t r e espace à n d imens ions . L a fonc

t ion de po in t 

U(xt i • • • *») = S- • - X lP(x—aJ\m<*0, 's 
n — i 

vérifie u n e équa t ion a u x dér ivées par t ie l les de fo rme plus ou moins compliquée 

s u i v a n t la sur face 5 considérée . 

E n u t i l i san t les ident i tés r emarquab les vérifiées pa r le po lynôme p (x) telles que 

/ ( | Q = 4 « ¥ 2 , à lp(xj\ = 2n* (n—i) . . . 

o n t r o u v e que 

I o p o u r la sur face S d ' é q u a t i o n a — o ( hype rp l an ) la fonction 17 vérifie l 'équation 

a u x dér ivées par t ie l les 

2° p o u r la sur face J> d 'équa t ion p (a) = i la fonct ion U vérifie l 'équat ion a u x 

dér ivées par t ie l les (où p r ep résen te p (x)) 

-f- 2 n3m [2 m -J- « — 3] £JL x. — m £/j = O . 

O n p o u r r a i t effectuer dans des cas p lus compliqués un calcul ana logue ; ce qui 

est r emarquab le , c'est la présence du coefficient n—3 qui exp l ique la g r a n d e simpli

ci té des r é su l t a t s t rouvés dans le cas n = 3 de M. P . H u m b e r t . 

Références : P. Humbert. Sur une généralisation de l'équation de Laplace. (Jour

nal de Mathématiques pures et appliquées, t. 8, 1929, p . I45-) 

/. Devisme. Sur quelques équations aux dérivées partielles. (Comptes rendus de 

l'Académie des Sciences de Paris, 193, 1931, p . 982 e t 194, 1932, p . 516.) 
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S U R LES É Q U A T I O N S A U X D É R I V É E S 
P A R T I E L L E S D ' O R D R E S U P É R I E U R 

P a r J . H A D A M A R D , P A R I S 

I . L e s r é s u l t a t s acqu i s r e l a t i v e m e n t a u x é q u a t i o n s l inéa i res a u x dér ivées par t i e l l es 

du second o r d r e o n t é té é t e n d u s a u x équa t i ons totalement e l l ip t iques (p. ex . p a r E . E . 

L é v y ) o u t o t a l e m e n t hyperbo l iques a ) (p . ex . p a r H o l m g r e n ) . 

O r il n ' e s t j u s t e m e n t p a s s a n s i n t é r ê t de chercher ce qu i a r r i v e p o u r des é q u a t i o n s 

d i sons d u q u a t r i è m e o r d r e de type composite 2), c ' e s t -à -d i re tel q u e le cône c a r a c t é r i s 

t ique e n chaque p o i n t se décompose en d e u x cônes du second d e g r é l 'un réel , l ' au t r e 

i m a g i n a i r e . Cas s imple : l ' équa t ion 

ò 4 * ò'u . /ò'u ò 2 « \ / ò 2 ò 2 \ . . ò 2 , ò 2 

ou, en r a p p o r t a n t a u x ca r ac t é r i s t i ques , 

ò 2 

( i ' ) ò 1 T t ) J w ~ ° % = x + y > i = y — x -

L e p r o b l è m e de C a u c h y c o r r e s p o n d a n t à ( i ) , cons i s t an t à se d o n n e r p o u r x = o 

les va l eu r s de u, n ' e s t pas poss ib le e n généra l p o u r des données non-
ox ox àx 

ana ly t iques . O n o b t i e n t a i s é m e n t un p r o b l è m e c o r r e c t e m e n t posé en p o r t a n t de la 

fo rme ( i ' ) de l ' équat ion . S o i e n t p r i s s u r les a x e s des \ et des r¡ ( ca rac t é r i s t i ques 

issues de l 'or ig ine) d e u x s e g m e n t s OA, OB (fig. i , i b i s ) e t j o i g n o n s AB p a r u n e l igne 

L a y a n t (fig. i ) des coordonnées mono tones , donc t o u t en t i è re compr i s e d a n s le rec

t ang le OABC c o n s t r u i t su r OA e t OB. 

O n p o u r r a a lors se d o n n e r : 

u et A ule l ong de OA, OB ; 

u ( u n i q u e m e n t ) le l ong de L. 

Si L é t a i t , comme s u r la figure i b i s , e x t é r i e u r e a u r ec t ang le , c o u p a n t en D le p r o 

l o n g e m e n t de AC, en E le p r o l o n g e m e n t de BC, il f a u d r a i t se d o n n e r les va l eu r s de 

' ) Ces dernières font également l'objet de recherches, actuellement en cours, de M. Teodorescu et c'est 
ce qui m'a même suggéré la note actuelle. 

2 ) A distinguer du type mixte traité dans un travail bien connu de M. Tricomi. 
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T o u t e s ces cons idéra t ions s ' é tendent d 'e l les-mêmes à t ou t e équa t ion de la fo rme 

F[G( ) ] = o , 

F é t a n t u n po lynôme différentiel du second o r d r e hyperbol ique ; G un polynôme 

el l ipt ique. 

2. D o n n o n s - n o u s m a i n t e n a n t u, s u r le segment (o, i ) de l 'axe des y, puis 1/ 

(seul) le long d ' un chemin L j o ignan t les e x t r é m i t é s de ce segment . P o u r t r o u v e r u 

d ' ap rès ces données , r e m a r q u o n s d 'abord que l ' in tégra le généra le de (1) peut se m e t t r e 

sous la fo rme 

(2) u = V+ U 

V é t a n t une fonct ion h a r m o n i q u e et U = 0 (y - j - .v) -f- ip (y — x) u n e solut ion 

. ò*U b*U r , , • • A ò ! « , . t , 
de 1 equa t ion ^ — — = o. Or la connaissance de g-¿ , donc de Au, le 

long du segment d ' a x e des y (laquelle r é su l t e i m m é d i a t e m e n t des données) fourn i t , 

le long de ce segment , les va leurs de U, d o n c (pu isque u es t connu) celles de V. 

P r e n a n t a lors la fonction 0 (y) comme inconnue , on t r o u v e (de moins si L a pa r r ap 

p o r t a u x ca rac té r i s t iques la d ispos i t ion de la fig. 1) , p o u r q>(y) = 0'(y), une équa t ion 

i n t ég ra l e de F r e d h o l m (pour laquelle tou te fo is il y a u r a i t lieu de d i scu te r les s ingu

l a r i t é s du noyau a u x poin ts 0,0 et 0 ,1) . 
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3. S ' impose é g a l e m e n t l ' e x a m e n d 'un p r o b l è m e ana logue au p rob l ème b i h a r m o n i q u e 

(conna i ssance de u e t de ses dé r ivées p r e m i è r e s le l o n g ' d ' u n con tour f e r m é ) . L e s 

r é s u l t a t s c o n c e r n a n t les équa t ions du second o r d r e hyperbo l ique font p r é s u m e r q u ' u n 

tel p r o b l è m e es t en géné ra l imposs ib le . 

4. L ' e x p r e s s i o n (2) de l ' in tégra le géné ra l e de (1) es t é v i d e m m e n t u n cas p a r t i 

culier d ' un t h é o r è m e re la t i f a u x équa t i ons l inéa i res de la fo rme 

t h é o r è m e qu i se p r é s e n t e de lu i -même p o u r les é q u a t i o n s différentiel les l inéa i res à 

coefficients c o n s t a n t s m a i s qu i s ' appl ique auss i a u x équa t i ons a u x dér ivées par t ie l les . 

I l n ' e s t m ê m e pas nécessa i re de suppose r les o p é r a t e u r s à coefficients c o n s t a n t s , mais 

seu lemen t de les suppose r p e r m u t a b l e s e n t r e e u x . D e p lus , ils do iven t ê t r e sans fac

t e u r c o m m u n . L a d é m o n s t r a t i o n ') d é p e n d r a i t des p r inc ipes connus posés p a r M é r a y 

e t R i q u i e r , lesquels ne son t m a l h e u r e u s e m e n t acquis que d a n s le cas ana ly t ique . 

S U R LA F O R M U L E DE S T O K E S P O U R E S P A C E S 
A C A N A U X 

P a r A . B U H L , T o u l o u s e 

L e canal é l émen ta i r e a u n e sect ion quad r i l a t é r a l e . S u r ses faces la té ra les , P, Q, 

p 4_ dP, Q 4- dQ son t c o n s t a n t s . U n fa isceau de c a n a u x découpe, sur des sur faces 

t r a n s v e r s a l e s , des c loisons ö d i tes en projection canale. P o u r celles-ci l ' in tégra le 

double de (1) es t i n v a r i a n t e . L ' é q u a t i o n , a u x dér ivées par t ie l les de 0, 

F[G(u)]=o, 

I l s ' ag i t de la fo rmule 

a p y 

Px Py P" da • 

Qx Qy Q. 

(2) 
U^+0y+0j 

I 
0 x 0 y 0 Z 

PxPyPz 

QxQvQz 

= 6{X, Y,Z)â{P,Q) 

*) M. Cerf me fait savoir que cette démonstration résulte de ses propres travaux. 
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d o n n e des surfaces <P = o sur lesquelles un canal (ou u n faisceau de c a n a u x ) in te r 

cepte des cloisons 5" p o u r lesquelles l ' in tégra le double en 6'dS es t i n v a r i a n t e . 

L ' é q u a t i o n (2) es t u n e généra l i sa t ion de l 'équat ion de Jacobi r e l a t ive a u m o u v e 

m e n t d ' un po in t ma té r i e l . T o u t dû ou do" p e r m e t de déplacer , d a n s un canal , un 

é lément in tégra l i nva r i an t , ana logue à u n e masse, é lément qui p e u t auss i dépendre 

d ' un p a r a m è t r e t. I l y a donc, en ce qui précède , le g e r m e d 'une Mécan ique . 

L e s symboles de Jacobi et de Sch röd inge r 

?(S) = £ + $ + £ —S* S, 1(F) = AV+VQ, 

en posan t u — Sl -f- 5 , , v — St —- S¡ , en t r a înen t que 

m ) — m ) -h « [2{Su'- 2 = (uvx)x + («»,), + (uvz)z. 

Si St — S2 est u n e solut ion de 2 = o, on peu t choisir w d e telle so r te que 

J (Sj) =J (S2). Il y a là une invar iance jacobienne a t t achée à l ' équat ion de Schrö 

d inger . D e plus m vx, u v y, u vz p r ennen t les formes des m i n e u r s de a, ß, y dans le 

d é t e r m i n a n t de (1 ) . U y a des sys tèmes de c a n a u x et , pa r su i te , des m o u v e m e n t s 

mul t iponc tue l s a t t achés à l 'équat ion de Sch röd inge r à trois variables. 

S U R LES P A R A M È T R E S D'UN S Y S T È M E DE 
F O N C T I O N S , QUI S O N T E S S E N T I E L S 

P a r G. P F E I F F E R , K i e w 

S. L i e 1 ) a donné le c r i tè re , p o u r que les p a r a m è t r e s : 

1) a1, a2,. .. ar 

d u sys tème de fonct ions : 

2) Zi = fi (xv... xn, « j , . . . ar), i—i,2,...m 

so ien t essent iels . 

L . Bianchi 2 ) a cons idérab lement r eman ié le c r i tè re de S. L i e et l'a a m e n é à une 

fo rme commode p o u r la p ra t ique . I l cons t ru i t la m a t r i c e fonct ionnelle pa r r a p p o r t 

1 ) 5 . Lie und Fr. Engel. — Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, 1888, B. I, S. 13-14). 

2) L. Bianchi. — Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di transformazioni (Molagna, 1928 

p. 30—36). 
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a u x p a r a m è t r e s i ) des fonc t ions 2) e t d e l eu r s dé r ivées p a r r a p p o r t a u x x v .. . x„ 

j u s q u ' à l ' o rd re r—1. 

N o u s avons simplifié les r a i s o n n e m e n t s de L . B ianch i . D a n s n o t r e t h é o r è m e , la 

m a t r i c e c o r r e s p o n d a n t e à celle d e L . B ianch i con t i en t mo ins de co lonnes , l ' o rd r e des 

d i f fe rent ia t ions p a r x v . . . x„ e s t hab i tue l l emen t p lus b a s que r — 1. 

Chez S. L i e *) on t r o u v e encore u n a u t r e moyen , i nd iqué en t r a i t s g é n é r a u x , p o u r 

juger si les p a r a m è t r e s 1) s o n t essent ie ls . L e s r a i s o n n e m e n t s d e L . B i a n c h i , sous 

fo rme simplifiée, d o n n e n t la seconde m é t h o d e de S. L i e . 

L e t h é o r è m e que nous a v o n s d é m o n t r é , nous a condu i t à la r é s o l u t i o n des p r o 

blèmes q u e voici : 

« S u r la poss ib i l i t é d ' e x p r i m e r les fonct ions qu i con t i ennen t des p a r a m è t r e s , p a r 

quelques p a r a m è t r e s ou p a r l eur t o t a l i t é e t p a r des fonc t ions qu i ne r e n f e r m e n t p a s 

les p a r a m è t r e s dé tachés », 

« S u r la poss ib i l i t é de c o n s t r u i r e , p a r la combina i son l inéa i re des é q u a t i o n s d 'un 

sys tème complet d ' équa t ions l inéa i re s qu i con t i ennen t des p a r a m è t r e s , des sys t èmes 

complets l inéa i res , où le n o m b r e des p a r a m è t r e s et des équa t ions s o n t é g a u x », 

« S u r les so lu t ions l i néa i r emen t i ndépendan te s des équa t i ons l inéa i res a u x dér ivées 

par t ie l les du second o r d r e à d e u x va r i ab le s i ndépendan te s ». 

LA G É N É R A L I S A T I O N D E S M É T H O D E S : DE 
J A C O B I P O U R L ' I N T É G R A T I O N D E S S Y S T È M E S 
C O M P L E T S D ' É Q U A T I O N S L I N É A I R E S ET DE 
J A C O B I - M A Y E R P O U R L ' I N T É G R A T I O N D E S 
S Y S T È M E S C O M P L E T S D ' É Q U A T I O N S N O N 
L I N É A I R E S 

P a r G. P F E I F F E R , K i e w 

S. L i e 2 ) a m o n t r é , que les o p é r a t e u r s I (f) p e r m u t a n t les so lu t ions de l ' équat ion 

l inéa i re X ( /) = o, se définissent p a r la re la t ion : 

XI (f)-IX (f)=XX (f). 

' ) ibidem, s. 183. 
s) S. Lie und Fr. Enge/. — Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig, B. I, 1888, S. 138—143). 
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M . A . Buhl !) a cherché les opé ra t eu r s / ( / ) . N o u s avons déf ini t ivement résolu 

ce prob lème, auquel son t a t t a chés beaucoup de n o m s sa i l lan ts , dans u n e sé r ie de 

mémoi re s , don t le p r inc ipa l p a r u t en 1931 2 ) . L a b ib l iograph ie de la ques t ion peu t 

ê t r e t r ouvée d a n s n o t r e N o t e i n i t i a l e 3 ) e t dans le M é m o r i a l des sciences m a t h é 

ma t iques 4 ) . 

N o s d i scuss ions su r la recherche des o p é r a t e u r s d 'une équa t ion l inéai re et des 

sys tèmes complets d ' équa t ions l inéaires n o u s on t condu i t à la généra l i sa t ion de la 

mé thode de Jacobi e t des recherches c o r r e s p o n d a n t e s de A. Clebsch. E n t r e a u t r e s 

nous a v o n s d é m o n t r é l 'aff irmation de A. W e i l e r , que, p o u r i n t é g r e r le sys tème com

plet d ' équa t ions l inéai res , il n ' e s t pas du t o u t nécessa i re de le r é d u i r e à la fo rme 

d ' involu t ion ; on p e u t le r é d u i r e à une f o r m e plus généra le , à laquelle nous avons 

donné le nom de système des systèmes complets successifs. 

I l va sans d i re , que la généra l i sa t ion de la m é thod e de Jacob i en t r a îne la géné

ra l i sa t ion de la mé thode de Jacob i -Maye r . 

G É N É R A L I S A T I O N DE LA M É T H O D E DE J A C O B I 
P O U R L ' I N T É G R A T I O N D E S É Q U A T I O N S NON 
L I N É A I R E S A U X D É R I V É E S P A R T I E L L E S DU 
P R E M I E R O R D R E AVEC 2 OU 3 F O N C T I O N S DE 
2 ET 3 V A R I A B L E S I N D É P E N D A N T E S 

P a r M. K O U R E N S K Y , K i e w 

P o u r l ' i n tégra t ion du sys tème de 2 équa t i ons non l inéaires a u x dér ivées par t ie l les 

du I e r o r d r e avec 2 fonct ions inconnues de 2 va r i ab le s i n d é p e n d a n t e s il fau t chercher 

des in tégra les par t i cu l iè res du sys tème de 2 équa t i ons l inéa i res d u I e r o r d r e à une 

seule fonct ion inconnue , liées avec les r ac ines de l ' équat ion q u a d r a t i q u e . Q u a n d le 

sys tème donné cont ien t 3 ou moins des dé r ivées par t ie l les , n o u s a u r o n s u n e seule 

1 ) Thèse de Doctorat et les autres mémoires. 
2) G- Pfeiffer. — Sur la permutation des intégrales d'une équation linéaire et homogène aux dérivées 

partielles du premier ordre (Ann. de Toulouse, 1931, p . 139 —181). 
3) G. Pfeiffer. — Sur la permutation des solutions d'une équation linéaire aux dérivées partielles du 

premier ordre (Bull, des Sc. math., 1928, S. 2, t. LU, p . 35°—35 2 ) -

A. Buhl. — Apercus modernes sur la Théorie des groupes continus et finis (Mém. des Sc. math, 

fase. 33, Paris, 1928). 
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e q u a t i o n l inéai re . P o u r les sys t èmes a u x 3 fonc t ions inconnues de 2 va r i ab le s indé

p e n d a n t e s , n o u s a u r o n s les sys t èmes d ive r ses des équa t ions l inéa i res , liées avec les 

rac ines de l ' équa t ion q u a d r a t i q u e . P o u r les sys tèmes a u x 2 fonc t ions inconnues des 

3 va r i ab l e s i n d é p e n d a n t e s nous a u r o n s les sys tèmes des équa t ions l inéa i res a u x i l i a i r e s , 

l iées avec les r ac ines de l ' équa t ion q u a d r a t i q u e c o r r e s p o n d a n t e . 

G É N É R A L I S A T I O N DE LA MÉTHODE DE D A R B O U X 
P O U R L ' I N T É G R A T I O N D E S É Q U A T I O N S NON 
L I N É A I R E S A U X D É R I V É E S P A R T I E L L E S DU 
S E C O N D O R D R E A D E U X F O N C T I O N S 
I N C O N N U E S 

P a r M . K O U R E N S K Y , K i e w 

D a n s la m é t h o d e de D a r b o u x p o u r l ' i n t ég ra t ion d 'une équa t ion a u x dé r ivées p a r 

tielles du second o r d r e à u n e fonct ion inconnue z de d e u x va r i ab l e s i ndépendan te s 

x, y, on est r a m e n é à l ' i n t ég ra t ion du sys tème de d e u x équa t ions non l inéa i res a u x 

dér ivées par t ie l les du p r e m i e r o r d r e à u n e seule fonct ion a u x i l i a i r e 0. L ' i n t é g r a t i o n 

de ce sys t ème p e u t ê t r e r é d u i t e à l ' i n t ég ra t ion d 'un sys tème de d e u x équa t ions l iné

a i r e s , l iées avec les rac ines de l ' équat ion q u a d r a t i q u e b ien connue (A. R. Forsyth, 

T h e o r y of dif. eq., vol. V I , p . 325). 

P o u r le sys t ème de d e u x équa t ions non l inéa i res a u x dér ivées par t ie l les du second 

o r d r e a u x d e u x fonct ions inconnues z, z' des va r i ab les i ndépendan te s x, y, nous 

o b t i e n d r o n s u n sys tème de 4 équa t i ons non l inéa i res a u x dér ivées par t ie l les du p r e m i e r 

o r d r e à u n e seule fonct ion inconnue a u x i l i a i r e d>. L ' i n t é g r a t i o n de ce sys t ème se 

r é d u i t à l ' i n t ég ra t ion de 4 équa t i ons l inéa i res , liées avec u n e des rac ines d 'une équa t ion 

du 4 m e degré . Q u a n d le sy s t ème cont ien t 5 dér ivées des r, s, t, r', s', t', n o u s avons 

3 équa t ions l inéa i res , liées avec les rac ines de l ' équat ion cubique , ou 4 éq. et l ' équat ion 

a lgéb r ique du 4 m e degré . P o u r les sys t èmes avec 4 dé r ivées du 2 n d o r d r e nous avons 

des sys t èmes a u x i l i a i r e s de 2, 3 ou 4 équa t i ons l inéai res du I e r o r d r e à u n e seule in

connue 0, liées avec les rac ines des équa t ions : q u a d r a t i q u e , c u b i q u e et b i q u a d r a t i q u e . 

Q u a n d les sys tèmes donnés on t 3, 2 ou 1 dé r ivées du 2 n d o r d r e , n o u s se rons a m e n é s à 

l ' i n t ég ra t i on de d e u x ou d 'une seule é q u a t i o n l inéa i re du I e r o r d r e , non liée avec les 

rac ines des équa t i ons a lgéb r iques . 
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SUR LES S Y S T È M E S I N C O M P L E T S D ' É Q U A T I O N S 
D I F F É R E N T I E L L E S , D ' É Q U A T I O N S A U X 
D É R I V É E S P A R T I E L L E S 

P a r S. C A R R U S , Alge r 

Bien souven t dans nos recherches , nous avons é té condu i t s à des problèmes qui 

ne font l 'objet d ' aucun ense ignement régul ie r . N o u s voulons par le r de cer ta ins 

p rob lèmes indé te rminés , q u a d r a t u r e s p o r t a n t su r des fonct ions d o n t la fo rme peu t 

ê t r e va r i ab le , réso lu t ion de sys tèmes d ' équa t ions différentielles en n o m b r e mo ind re 

que le n o m b r e d ' inconnues . 

L e cas le plus connu est celui qui s ' i n t rodu i t dans la recherche des développées 

d 'une courbe gauche . E n p r e n a n t la to r s ion sous la fo rme on fait d i s p a r a î t r e 

t o u t s igne de q u a d r a t u r e e t l ' é tude des p r o p r i é t é s est b ien p lus c o m m o d e e t bien 

p lus é légante . 

D a n s l ' é tude de ce que nous appelons les développées obl iques d ' une courbe gauche 

C, et qui sont les a rê tes de r e b r o u s s e m e n t des développables p a s s a n t pa r C, nous 

a v o n s à cons idé re r t ro i s fonct ions k, f/, v, qu i n ' on t à sa t i s f a i r e q u ' à deux équa t ions 

différentiel les. E n i n t r o d u i s a n t une fonct ion don t la fo rme r e s t e indé te rminée , nous 

p o u v o n s in t ég re r complè tement ce sys tème sans aucun s igne de q u a d r a t u r e . E n 

pa r t i cu l i e r , p o u r l ' a rê te de r eb roussemen t , un ique , don t C est la géodésique, nous 

p o u v o n s ob ten i r sans s igne de q u a d r a t u r e les coordonnées d 'un p o i n t a insi que l 'arc 

de courbe . 

D a n s l ' é tude des courbes gauches don t les t angen t e s a p p a r t i e n n e n t à un complexe 

l inéai re , on n 'a qu ' une seule équa t ion différentiel le e n t r e t ro i s fonct ions x, y, s d 'un 

p a r a m è t r e f. N o u s avons pu é tab l i r la so lu t ion la plus généra le . 

D a n s l ' express ion du ds2 d ' une surface, si les coefficients E, F, G sont fonct ions 

d ' une seule var iable , la surface est appl icable su r une infinité de sur faces de révo

lu t ion . N o u s avons pu ob ten i r , sans q u a d r a t u r e , le ds2 le plus généra l , les surfaces 

d e r évo lu t ion co r re spondan tes et la co r r e spondance e n t r e les po in t s . 

D e m ê m e pour la couple la plus généra le fo rmée de l 'hélicoïde le plus généra l et 

de la sur face de révolu t ion su r laquelle il peu t ê t re appl iqué. 

Ces d i v e r s exemples nous o n t condui t à é t u d i e r de façon sys t éma t ique les sys tèmes 

incomple t s d ' équa t ions différentielles : 

D a n s le cas des sys tèmes d ' équa t ions l inéa i res , d ' o rd re s quelconques , à coefficients 

que lconques , nous avons pu ob ten i r la so lu t ion la plus généra le sans aucun s igne 
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de q u a d r a t u r e , c ' es t -à -d i re la d é t e r m i n a t i o n des n fonc t ions , a u m o y e n de (n-m) fonc

t i ons a r b i t r a i r e s . 

D e m ê m e , n o u s a v o n s résolu c o m p l è t e m e n t les sys t èmes d ' équa t ions de la fo rme 

f (dxv dx2, . . . dx„,t)=o 

n e r e n f e r m a n t p a s la différentiel le de la v a r i a b l e i n d é p e n d a n t e t, les coefficients é t a n t 

a b s o l u m e n t que lconques . 

Des p rocédés ana logues p e u v e n t s ' appl iquer a u x sys tèmes d ' équa t ions a u x dér ivées 

par t ie l les : P a r exemple , on p e u t r é s o u d r e complè t emen t l ' équa t ion 

a %i -\- b %pt-\- c = O 

e n t r e d e u x fonct ions y e t 8 de x, y, si es t u n po lynôme en y e t fonct ion quel

conque p a r r a p p o r t à x. 

L ' é q u a t i o n l inéa i re la p lus généra le se r a m è n e à celle-ci, p a r une s u b s t i t u t i o n 

l inéa i re . 

L ' é q u a t i o n l inéa i re la p lus généra le e n t r e t r o i s fonc t ions inconnues est de la fo rme 

A + «2 Pt + a3 p i

J

r b i q i

J

r b i q î A - b z q 3 A r c l z J

r c i t - \ r c % u - \ - d — O. 

O n peu t , d a n s tous les cas , o b t e n i r s ans q u a d r a t u r e , la so lu t ion la p lus généra le , au 

moyen de d e u x fonct ions a r b i t r a i r e s . 

T o u s ces exemples m o n t r e n t quels r é s u l t a t s on p e u t espére r o b t e n i r d a n s le cas 

d e sys tèmes incomple ts d ' équa t ions différentiel les ou a u x dér ivées par t ie l les . U sera 

poss ib le , s ans dou te , de t r o u v e r de g r a n d e s classes de sys t èmes d ' équa t ions qui 

pu i s sen t ê t r e réso lues e n t i è r e m e n t sans s igne de q u a d r a t u r e . 

A N E X P R E S S I O N FOR G R E E N ' S F U N C T I O N IN 
G E N E R A L I Z E D C O O R D I N A T E S 

By J . J . S M I T H , Schenec tady , U . S. A . 

L e t t h e e q u a t i o n in genera l i zed o r t h o g o n a l c o o r d i n a t e s for t h e space u n d e r con

s idera t ion b e of t h e wel l -known form 

( i ) A " V ' » — à v / d i 
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with b o u n d a r y condi t ions of t h e form hv — ov/dÇ — O, e tc . , w h e r e h is r e p l a c e d 

b y t h e c o n s t a n t s &lt — h t , hs, —k,, ht a n d — / / , for t h e b o u n d a r i e s !; = / , , Ç —U, 

ij=mlf i¡—mt, ^—nít £ = « s r e spec t ive ly . L e t t h e i n d e p e n d e n t solutions of ( i ) 

b e Fi (a, 9 a n d F2 (a, Ç) r e g a r d e d as a function of Ç w h e n wr i t ten in t h e form . 

a n d let F3(ß,rf), Fi(ß, ij) a n d F¿ (y, Ç), Ft (y, f) b e s imilar functions when (i) is re

g a r d e d as an e q u a t i o n for r¡ a n d Ç respec t ive ly . 

F r o m t h e resu l t s of a p rev ious p a p e r in which a genera l i zed express ion for 

F o u r i e r ' s T h e o r e m is de r ived it can b e shown t h a t t h e ins t an taneous G r e e n ' s 

F u n c t i o n wh ich is t h e r e su l t i ng t e m p e r a t u r e due t o a n ins tan taneous po in t sou rce 

Q of h e a t p l aced a t t h e po in t Ç,, rç,, fi is g iven b y 

v = Q Z „ ( Ç , Ç . ) Zf l f fa, <>,„ (fi fi) ^ ™ 

w h e r e 

Fi (at, k) + ht Fi [a,, k) Aip {%) Asp ( Ç . ) ^ ^ ^ 

Z , / ~~ 1$ Fi (ap, / , ) — ^ A ) d \ K . ^ j 

¿/«I a 8 ja — 
a n d 

¿ w ( 9 = C ^ ' ( « / . A ) — * i ^ ( « „ / ) ] Fi K , & — [ t f ( « / , / i ) — * i ( « > , A ) ] ^ ( « / , 9 

£ > , = [ / ? , ' ( « , A ) — A , ^ ( « , A ) ] ÍFl(a, 4 ) + ¿2 ( « , A ) ] 

— A ) + A t ^2 ( « , A ) ] ( « , A ) — hi Fy ( « , A ) ] 

* a ( « ) = 0 ( 9 ( « . 9 *ï («. 9 — ^ ( « - 9 * ï ( « . 9 1 

À" 8 («) b e i n g a c o n s t a n t wi th r e spec t t o a0, alt at, ... a r e t h e zeros of D — O 

g r e a t e r t h a n a fixed n u m b e r T V . In t h e s e equa t ions F' (a, 9 — à F (a, 9 / ° 9 T h e 

va lues of H\q{i¡, ?¡i) and S i * (fi fi) m a y b e wr i t t en d o w n from s y m m e t r y . T h e re 

lation b e t w e e n J a n d ap, ß f a n d y„ is found b y d i r e c t subs t i t u t i on in ( i ) . 

E x p r e s s i o n s for a p e r m a n e n t po in t sou rce a re de r ived , a n d o t h e r e x p r e s s i o n s for 

G r e e n ' s F u n c t i o n s a r e given w h e n t he b o u n d a r y condi t ions a r e of t he t y p e t h a t 

v (and ò v / ò Ç) a r e t h e s a m e a t each end of t h e interval . F o r c e r t a i n in te rva ls t he 

ser ies a r e r e p l a c e d b y in tegra l s wh ich m a y b e found b y l imi t ing p rocesses . T a b l e s 

of G r e e n ' s F u n c t i o n s h a v e been compi l ed b y the a u t h o r from t h e s e formulas which 

will b e p u b l i s h e d la ter . 
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S U R LES P R O B L È M E S M I X T E S H A R M O N I Q U E S 
EN H Y D R O D Y N A M I Q U E 
P a r B A S I L E D E M T G H E N K O , P a r i s 

N o u s déve loppons u n e m é t h o d e ana ly t ique p e r m e t t a n t de t r a i t e r d 'un p o i n t de v u e 

tou t à fa i t généra l p lu s i eu r s p rob lèmes i m p o r t a n t s r e la t i f s a u x m o u v e m e n t s b id imen-

sionnels des fluides p a r f a i t s imcompress ib les en l 'absence de forces e x t é r i e u r e s . N o s 

recherches se r é d u i s e n t dans les g r a n d e s l ignes a u x po in t s essent ie ls s u i v a n t s *) : 

i ° O n r é sou t le p rob lème ana ly t i que qui cons is te en la recherche d 'une fonct ion 

ho lomorphe à l ' i n té r i eur d ' un d o m a i n e s imp lemen t c o n n e x e ou doub lemen t connexe 

conna i s san t sa p a r t i e réelle su r quelques a r c s de la f ron t i è re et sa p a r t i e i m a g i n a i r e 

su r le r e s t e de la f ron t i è re . 

2° O n é tab l i t la so lu t ion du p rob l ème m i x t e h a r m o n i q u e d a n s le cas où la fonc

t ion ana ly t ique que l 'on cherche est cyclique. 

3° O n donne la so lu t ion formelle du p rob lème m i x t e inve r se qu i peu t ê t re fo rmulé 

c o m m e s u i t : é t a n t données les va leurs d 'une fonct ion h a r m o n i q u e su r t ou t e la f ron

t i è re 2 du d o m a i n e Q et de sa dé r ivée n o r m a l e su r n a r c s X¿ de la f ron t i è re 2, dé t e r 

m i n e r ces a r c s X,- conna i s san t le r e s t e de la f ron t i è re . 

E n p a s s a n t m a i n t e n a n t a u x appl ica t ions h y d r o d y n a m i q u e s de la t héo r i e p récéden te 

nous nous a r r ê t o n s a u x p rob lèmes su ivan t s . 

4" N o u s é tud ions le p rob lème de la f o rma t ion des cav i t a t ions s u r la su r face d 'un 

co rps d a n s un l iquide p a r f a i t incompress ib le soi t à la su i t e de la mise b r u s q u e en 

m o u v e m e n t , soi t à la su i te de la chute de la p ress ion e x t é r i e u r e . 

5° N o u s t r a i t o n s les su r faces de g l i s sement d a n s u n c o u r a n t u n i f o r m e acycl ique 

s 'écoulant d a n s un espace s imp lemen t connexe comme un cas pa r t i cu l i e r du p rob lème 

m i x t e inverse . L a m é t h o d e employée donne la poss ib i l i té de fa i re r a p i d e m e n t un 

devis des cond i t ions et des p a r a m è t r e s . U n e classification géné ra l e des p rob lèmes 

re la t i f s a u x sur faces de g l i s sement s ' impose ensu i t e t o u t na tu re l l emen t . N o u s envi 

sageons le p rob lème généra l d ' o r d r e n, en appe lan t l ' o rdre du p rob l ème le n o m b r e des 

su r faces de g l i s sement . 

6° N o u s donnons auss i la so lu t ion généra le du p rob l ème des sur faces de g l i s sement 

dans l 'espace doub lemen t connexe . 

7° N o u s développons finalement la t héo r i e des tourb i l lons e t des sources dans un 

l iquide l imi té p a r des sur faces de g l i s sement et des pa ro i s r ig ides . C 'es t une géné

ra l i sa t ion des p rob lèmes t r a i t é s d a n s 5 0 et 6°. 

' ) Pour les détails voir le Mémoire de l'auteur qui porte le même titre et qui paraîtra prochainement 

dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées. Voir aussi Comptes rendus de l 'Académie des 

Sciences: 1 .189,1929^.725; 1.190, 1930, p .918: 1.192, I93'îP- ' 4 t ; 1.192,1931, p.604; 1.192,1931, p .272. 
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H A R M O N I C S A S S O C I A T E D WITH C E R T A I N 
I N V E R T E D S P H E R O I D S 

By D O R O T H Y W R I N C H , O x f o r d 

A g r o u p of classical p rob l ems of h y d r o d y n a m i c s and e lect ros ta t ics , wh ich have 

lately a t t a i n e d a n e w in t e r e s t in v iew of possible biological appl ica t ions , m a y be 

descr ibed as fol lows. A funct ion V s a t i s fy ing Laplace ' s equa t ion ~\/2V — O is r e 

qu i red , which is evanescen t on S t he sphe re a t infinity, t akes a special fo rm on a 

closed su r face s a n d is free f rom s ingu la r i t i e s or has ce r t a in p resc r ibed s ingu la r i t i e s 

in the reg ion b e t w e e n ^ and s. 

T h e s e p rob l ems h a v e been fully d i scussed in a n u m b e r of cases : w h e n s is an 

anchor r i n g , w h e n s is a p r o l a t e or obla te sphero id , w h e n i is a sur face of revolu t ion 

a p p r o x i m a t i n g t o a sphero id , w h e n s has conal bounda r i e s , inter alia. 

I n th i s c o m m u n i c a t i o n h a r m o n i c f u n c t i o n s — a n d also t he associa ted S tokes s t r e a m 

f u n c t i o n s — a r e cons t ruc t ed for surfaces ob t a ined by i n v e r t i n g p ro la te sphero ids wi th 

respect t o a po in t on the a x i s of figure, wh ich allow the solut ion of these p rob lems 

in cases w h e r e t h e r e is s y m m e t r y abou t t h i s a x i s . If the eccent r ic i ty of t he or ig ina l 

p ro la te spheroid and the pos i t ion of t he c e n t r e of invers ion be va r ied , a w i d e va r i e ty 

of su r faces w i t h v a r y i n g degrees of a s y m m e t r y fore and af t r e su l t , which, pa r t i cu

larly in e lec t ros ta t i c p rob l ems , a re likely t o b e of in te res t . Special ly n o t e w o r t h y is 

the degene ra t e case of the rod , whose deg ree of a s y m m e t r y , measu red by the re la t ive 

c u r v a t u r e s of t he t w o ends m a y be of any specified o rde r . 

U N A P R O P R I E T À I N T E G R A L E DELLE 
S O L U Z I O N I D E L L ' E Q U A Z I O N E DEL C A L O R E 
E S U E A P P L I C A Z I O N I 

D i M A U R O P I C O N E , Napol i 

Ne i l ' i n t e rno del la semis t r isc ia S, de l p i a n o (x, y), definita dal le limitazioni 

a1 ±E x ~)S. a" , y-^io, 

la funzione u (x, y) sia so luz ione dell ' equaz ione del ca lo re : 

ò 2 z / du 
( I ) òx~*~òy-~°' 
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a l lo ra s o t t o c e r t e condiz ioni di c o m p o r t a m e n t o al l ' infinito t sull ' asse del le x si 

d i m o s t r a c h e , c o m u n q u e si fissi il n u m e r o r ea l e a i n t e r n o all ' in te rva l lo (a', a") e il 

n u m e r o c o m p l e s s o t di p a r t e rea le pos i t iva , la u verif ica la s e g u e n t e equaz ione 

i n t e g r a l e : 

(2) . f e~'yu (x,y) dy = 

i O 

X 

— a (t) cosh (\/7x) 4 - ß (t) s e n h (y/Tx) \= Ç u (£, o) s e n h [V^ [x — |) ] d£, 

a 
a (t) e ß (f) d e s i g n a n d o d u e funzioni della so la va r i ab i l e t, o lomorfe nel s emip iano 

l u o g o de i n u m e r i compless i di p a r t e r ea l e pos i t iva . 

S i ano o r a a s segna t i d u e funzionali l inear i Lx e Z 2 , e l iminant i x e t r e funzioni 

f (x), / j (y) e f2 (y). S o t t o c e r t e l a rgh iss ime condiz ioni , l ' equazione (2) c o n s e n t e il 

ca lcolo n u m e r i c o de l l a so luz ione del la (1), s u p p o s t a e s i s t en te e d e t e r m i n a t a , verifi

c a n t e le equaz ioni : 

Í u(x,o) — f{x), a'<x<a", 
(3) \ 

[ Lx u (x, y) = fx (y) , L2 u (x, y) — f2(y), y ^ o . 

Pos to , s o t t o le d e t t e condizioni , 

L¡ [ cosh x)] = piX (i), Li [ senh ( V* x)] = p„ (t), 
(* '= 1.2) 

X 

L i b h S s e n h [ v / 7 { x — ö ] d - ì = q i w ' 
a 

le (3) si t r a d u c o n o ne l le s e g u e n t i equaz ioni l ineari nel le funzioni incogni te a (t) e ß {£) : 

A i W « W + A 2 M W = M + J * ^ " " A W 
(4) 

A i M « W + A 2 W /* W = ft W + f e ~ " fi W ^ 

le qual i , s u p p o s t o p (t)—pu (t) p„(t)—pa(t)ptl(f) d i ve r so d a zero p e r qua ls ivo

gl ia va lore r ea l e e pos i t ivo di t, forniscono a.(t) e /? (t) p e r i de t t i valor i di t. 

R i e s c e d u n q u e al lora n o t o il s e c o n d o m e m b r o del la (3), c h e i n d i c h e r e m o con F (x, t), 

i n d i c a n d o con F^n) (x, t) la s u a de r iva t a nm* r i s p e t t o a t. Da l la (2) si t r a e 

J * e-yy u (x,y)dy = (—i)" F^ {x, 1), 

0 
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e qu ind i , p e r ogn i x, lo sv i luppo in ser ie di u(x,y) p e r polinomii d i L a g u e r r e , ciò 

c h e c o n s e n t e un b u o n m e t o d o di ca lcolo de l la u in ogn i in te rva l lo finito de l l ' a s se 

c o m e h o p o t u t o s p e r i m e n t a r e in un ' in t e re s san te appl icaz ione fat ta r e c e n t e m e n t e 

nelF Is t i tu to di Ca lco lo del Cons ig l io Naz iona l e del le R i c e r c h e I ta l iano. 

S e , p e r un c e r t o va lo re di x, la u (x, y) ha , p e r y —*• o o , un limite d e t e r m i n a t o 

e finito X (x), si h a 

•onde s e g u e c h e la t e m p e r a t u r a di r e g i m e , p e r il d e t t o va lo re di x, è d a t a d a 

Q u a n d o il d e t e r m i n a n t e p (t) r i su l tasse nullo, p e r un c e r t o va lo re di t, le condi

zioni di compat ib i l i t à de l sistJema (4) di equaz ion i d a n n o condizioni necessar ie per 

l 'es is tenza del la u, e si h a n n o in ta l c a s o esempi [cfr. un m i o l avo ro de l V o l . III 

{1932) de l Giornale dell' Istituto Italiano degli Attuari} di p r o b l e m i l ineari do ta t i 

di s p e t t r o con t inuo . 

G. D o e t s c h e F . Berns te in , in un l avoro del V o i . 22 (1925) de l l a Math . Zeitschrif t 

{pag. 285), e s e g n a t a m e n t e D o e t s c h , in successivi lavori dello s t e s so g io rna le , h a n n o , 

c o n s i d e r a n d o essi p u r e la t r a s fo rma ta di L a p l a c e del la u(x,y): 

a p p r o f o n d i t o il t e o r e m a d ' e s i s t enza e le condizioni d i d e t e r m i n a z i o n e nel caso par

t i co la re c lass ico c h e sia 

0 

lim \tF(x, /)]. 

0 

Lvu(x,y)~ l im u(x,y), L¡u(x,y)= lim u(x,y). 
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S O M M A Z I O N E COL P R O C E D I M E N T O DI P O I S S O N 
DELLE S É R I E D O P P I E DI F O U R I E R 

D i M A U R O P I C O N E , Napo l i 

Sia f(x,y) u n a funzione rea le delle var iabi l i real i x e y s o m m a b i l e ( L e b e s g u e ) 

su ogn i ins ieme misu rab i l e e l imi ta to de l p i a n o (x, y). P e r ogn i p u n t o P(x,y) e 

p e r ogn i c o p p i a a, ß di n u m e r i posi t ivi , i n d i c h e r e m o con R (P, a, ß) il d o m i n i o 

r e t t a n g o l a r e di p u n t i e s t r emi (x — a, y — ß) e (x4-a, y-f-ß). I s eguen t i l imi t i : 

u' (P) = l i m ' ì 

,„"(/>) = l im" a r i ^ W ) J J ^ * * 

si d i r anno , r i s p e t t i v a m e n t e , minima e massima media asintotica de l la /" nel p u n t o P. 

P e r un ins ieme misurab i le A de l p i ano d i r e m o s u a minima e massima densità nel 

p u n t o P, r i spe t t i vamen te , la m i n i m a e m a s s i m a med ia as in to t ica in P de l la funzione 

caratteristica (de la Val lèe-Pouss in) del l ' ins ieme A. Gli insiemi misurabi l i Ax, A2, 

A„ de l p iano s iano a d u e a d u e pr iv i di pun t i c o m u n i , e d il c o m p l e m e n t a r e 

di Ax-\- A2-\- ... -\- Aa sia v u o t o o d a b b i a misura nulla, l a d d o v e ciascun ins ieme 

h a nel p u n t o P u n a dens i t à d e t e r m i n a t a d (P, Ak) e la f (P) un l imite d e t e r m i n a t o 

e finito, in tal c a s o si h a : 

ft' (P) = fi" (P) = £ Ô (P, A,) [ l im f (Q ) (su Ak )] . 

*=1 Q—P 
L a / [x, y) verifichi o r a le iden t i t à : f(x 4- 2 st, y) — f(x,y), f(x, y 4- 2 n) = f (x,y) 

e si a b b i a : / ( - r , j ) co J£* ^ = 2 ^hki^hk cos A a - cos ky 4- ¿ a ¿ cos / / . r s en ¿jp 

4- chk s en cos ky 4 - d j * sen sen ¿7). 2) 

Suss i s tono i t e o r e m i : 

I o La serie doppia 

0 , 0 0 

I (Çt P ) = 2 pi + k Xhk [akk cos hx cos ky 4 - . . . 4- s en A x sen ¿ j ) 

räzi«- assolutamente ed uniformemente convergente per x e y comunque variabili e 

per q variabile entro un qualsiasi intervallo (o, 0) di ampiezza ò <^ 1. 

Con lim' e lim" si indicano, rispettivamente, il minimo e il massimo limite. 

ä ) Xoo = 'A) \ 0 = V « ( P e r * > ° ) . \ > ¿ = V * ( P e r * > °)> hi — 1 ( P e r fl>o e k>o). 
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I I o In quasi tutto il piano, e precisamente in ogni punto P<,{xa,y^ nel quale le 

funzioni 

(0 f \f{*,y)\dy , f \f(x,y)\dx 

O ò 

hanno y ciascuna, minima e massima media asintotica (lineari) finite, si ha: 

fi' (Pt) ^ l im ' / (p, P„) < l im" / (ç, PQ) ^ f," (P0). 
P — *-i p—«-i 

I I I o In quasi ttitto il piano, e precisamente in ogni punto P0 (x0, y<,) nel quale le 

due funzioni ( i ) hanno, ciascuna, minima e massima media asintotica (lineari) 

finite, ed inoltre, avendo significato f(x0,y¿), riesce 

( 2 ) i f o i a r e a ^ , « , « ) ff I / ( W o ) 1 ^ / ] = O, 
R <,p„, a, a.) 

si ha: 

l im ' / ( p , P„) = l im" I(q, P0) = f(P0). 
p - > - i p - > i 

P o i c h é : 

i{q,p) = 2q" ('<,,,,+ ',,*-, + ... + *„_,,, + /.i0). 
» = 0 

n e s e g u e : 

I V o In quasi tutto il piano, e precisamente in ogni punto P0 (x„, y0) nel quale le 

due funzioni ( i ) hanno, ciascuna, minima e massima media asintotica (lineari) 

finite, se la serie doppia di Fourier della f, sommata per diagonali, converge, ha 

una somma compresa fra ,</' (P„) e ¡i" (P0). In particolare, per esempio, se la f e 

limitata, in ogni punto in cui la stia serie doppia di Fourier, sommata per diago

nali, converge, in particolare converge assolutamente, ha per somma la media asin

totica della f, se tale media e determinata, ha dunque per somma la f se nel detto 

punto la funzione è continua. 
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L E S G R O U P E S DE T R A N S F O R M A T I O N S ET LA 

T H É O R I E DE LA R E L A T I V I T É 

P a r J . L E R O U X , R e n n e s 

L a t h é o r i e des g r o u p e s de t r a n s f o r m a t i o n s de L i e f o u r n i t une m é t h o d e généra le e t 

r égu l i è r e p o u r l ' é tude du p r i n c i p e de re l a t iv i t é . 

D ' a p r è s l 'énoncé d ' E i n s t e i n , l ' express ion d ' une loi phys ique do i t ê t r e va lab le p o u r 

t o u s les sys tèmes de ré férence a r b i t r a i r e m e n t mobi les . L e s équa t i ons qu i la t r a 

d u i s e n t do iven t donc f o r m e r u n sys tème i n v a r i a n t p a r le g r o u p e des c h a n g e m e n t s 

de sys t ème de ré fé rence . O n est a m e n é a ins i à un p rob l ème é tud i é p a r S o p h u s L i e . 

T o u t e f o i s la mob i l i t é a r b i t r a i r e des sys t èmes de ré fé rence nécess i te la cons idé ra 

t i on d ' un m o d e de p r o l o n g e m e n t t e n a n t compte de la v a r i a t i o n s imu l t anée des coordon

nées e t des p a r a m è t r e s . C 'es t le p r o l o n g e m e n t c inémat ique . U n g r o u p e in i t ia l quel

conque , complé té p a r le p r o l o n g e m e n t c inémat ique cons t i t ue u n g r o u p e de re la t iv i t é . 

U n g r o u p e de r e l a t iv i t é n ' a d m e n t d ' a u t r e s i n v a r i a n t s que c e u x qu i s ' e x p r i m e n t à 

l ' a ide des i n v a r i a n t s du g r o u p e in i t i a l e t de leurs différentiel les. Ce t t e p r o p r i é t é 

é t ab l i t u n e différence essentiel le e n t r e le p ro longemen t c i n é m a t i q u e et le p ro longe 

m e n t o r d i n a i r e ou p r o l o n g e m e n t s t a t ique . 

L e s c h a n g e m e n t s de S ) s t è m e s de ré fé rence qui se p r é s e n t e n t en g é o m é t r i e et en 

m é c a n i q u e a p p a r t i e n n e n t a u x g r o u p e s de t r a n s f o r m a t i o n s ca rac t é r i s an t , d ' ap rè s L i e , 

les sy s t èmes géomé t r iques . D a n s le cas de la géomé t r i e eucl id ienne c 'est le g r o u p e 

eucl idien. 

L e s g r o u p e s de r e l a t i v i t é qu ' on en d é d u i t j o u e n t un rôle i m p o r t a n t en mécan ique . 

L e u r s t r a n s f o r m a t i o n s infini tésimales é tab l i s sen t , e n t r e les no t ions fondamenta les de 

la d y n a m i q u e des ensembles , des l ia isons insoupçonnées . 

O n en dédu i t u n i n v a r i a n t différentiel à l 'a ide duquel il a é té poss ib le d ' e x p r i m e r 

p o u r la p r e m i è r e fois les lois de la d y n a m i q u e et en pa r t i cu l i e r celles de la g r a v i 

t a t i o n sous u n e f o r m e s y n t h é t i q u e e n t i è r e m e n t i n d é p e n d a n t e de l ' a r b i t r a i r e mobi l i t é 

des sys t èmes de ré férence . 

Ces lois son t m ê m e indépendan te s de t o u t cho ix pa r t i cu l i e r du t e m p s e t de t o u t e 

cons idé ra t ion de c h r o n o m è t r e . M a i s il es t poss ible de définir u n e va r i ab l e aux i l i a i r e , 

p r é s e n t a n t e l le-même u n ca rac t è r e i n v a r i a n t , qu i p e r m e t de d o n n e r a u x équa t ions 

différentiel les du m o u v e m e n t la f o r m e o r d i n a i r e des é q u a t i o n s de la d y n a m i q u e . 

C e t t e v a r i a b l e est le temps canonique. 
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A N A L Y T I C P R O P E R T I E S OF THE C H A R A C T E R S 
OF I N F I N I T E A B E L I A N G R O U P S 

By N . W I E N E R , C a m b r i d g e , U . S. A. and R. E . A. C. P A L E Y , C a m b r i d g e , E n g l a n d 

H a a r has recent ly d iscussed the cha rac t e r s of denumerab l e Abe l ian g roups . T h e 
a u t h o r s g ive a n expl ic i t me thod for o b t a i n i n g these cha rac t e r s w i t h o u t t he use of 
ma t r i ce s , and e x t e n d the no t i on of c h a r a c t e r t o a special c lass of non-denumerab le 
Abe l i an g roups . T h e c h a r a c t e r s fo rm a g r o u p w i t h respect t o mul t ip l ica t ion , and 
th is g r o u p m a y be r e g a r d e d as in a ce r t a in sense dual t o t he o r ig ina l g r o u p . T h e 
o r ig ina l g r o u p is i somorph ic w i t h a ce r t a in g r o u p of funct ions in the space of the 
ch a r ac t e r s , which wil l be o r thogona l in t he d e n u m e r a b l e case. W e h a v e the fol lowing 
t h e o r e m : Let f (c) be any function defined over the space of the characters. Let it 
possess an absolutely convergent series in the orthogonal functions just mentioned, 
and let it vanish for no character. Then iff (c) possesses an absolutely convergent 
series in the same set of functions. F r o m th i s we m a y deduce t h e o r e m s ana logous t o 
the genera l T a u b e r i a n t h e o r e m s of one of t he a u t h o r s . I n such analogies , the 
o r thogona l funct ions defined in cha rac t e r i s t i c space will be t he genera l i za t ions of the 
funct ions e x p inx. 

T h e space of t he cha rac t e r s m u s t of cour se possess an i n t r i n s i c definition of 
m e a s u r e to m a k e i n t e g r a t i o n and o r t h o g o n a l i t y poss ible . T h i s i n t r i n s i c m e a s u r e is 
easy t o es tabl i sh . W e have no t only an i n t r i n s i c definition of m e a s u r e b u t an in t r ins ic 
no t ion of l imi t and of in te rva l , ne ighborhood , etc . I t is t h u s poss ib le t o set u p a 
comple te ana logue t o the no t i on of a lmos t pe r iod ic funct ion , r ep lac ing t r ans l a t i on 
n u m b e r s by o p e r a t o r s of t he g r o u p . A s one would expec t , a n a l m o s t per iodic function 
t u r n s o u t to be one which m a y be a p p r o x i m a t e d u n i f o r m l y b y a po lynomia l in the 
ana logues of the t r i g o n o m e t r i c funct ions in t he space of c h a r a c t e r s . T h e W i e n e r 
theo ry of genera l ized h a r m o n i c analys is l ikewise possesses a prec ise ana logue in 
cha rac t e r space. 

T h e W a l s h o r thogona l funct ions fo rm a n e x a m p l e of a se t of ou r o r thogona l 
funct ions in cha rac t e r space. W e p resen t m a n y o t h e r s imi lar e x a m p l e s . 



Analysis 

LE G R O U P E D E S T R A N S F O R M A T I O N S 
C O N F O R M E S D A N S L ' E S P A C E DE H I L B E R T 

P a r J . D E L S A R T E , N a n c y 

J ' a i donné , d a n s d ive r ses pub l i ca t ions 1 ) , u n e m é t h o d e généra le de d é t e r m i n a t i o n 

d e s g r o u p e s de t r a n s f o r m a t i o n s l inéa i res de l 'espace de Hilbert, qu i la i ssent i n v a r i a n t e 

u n e f o r m e q u a d r a t i q u e fonct ionnel le donnée . J ' a i m o n t r é qu ' on o b t e n a i t t o u t e s les 

t r a n s f o r m a t i o n s du g r o u p e en a j o u t a n t à la t r a n s f o r m a t i o n iden t ique la r é so lvan te , 

p r i s e p o u r la va leu r X = % du p a r a m è t r e , d 'une t r a n s f o r m a t i o n infini tésimale du 

g r o u p e . Ces de rn i è r e s s ' ob t i ennen t d 'a i l leurs i m m é d i a t e m e n t , e t il es t à r e m a r q u e r 

qu 'e l les son t symét r i sab le s gauches p a r la t r a n s f o r m a t i o n l inéa i re s y m é t r i q u e définis

s a n t la fo rme q u a d r a t i q u e inva r i ée p a r le g roupe . 

P o u r d é t e r m i n e r le g r o u p e des t r a n s f o r m a t i o n s fonct ionnel les i n v a r i a n t les angles 

d a n s l 'espace de Hilbert, il suffit d ' app l iquer ce t te m é t h o d e à l 'espace confo rme fonc

t ionnel d o n t u n é lément quelconque est f o r m é p a r la r éun ion d ' une fonct ion de ca r r é 

s o m m a b l e , f (s), d a n s u n in te rva l le d o n n é , et de d e u x coordonnées n u m é r i q u e s x 

et y. A u n tel po in t de l 'espace conforme fonct ionnel , c o r r e s p o n d une h y p e r s p h è r e 

•de l 'espace de Hilbert a y a n t p o u r équa t ion 

L a n o t a t i o n [f • g] dés igne , d ' une man iè re généra le , le p r o d u i t sca la i re des d e u x fonc

t ions / (s) et g (s), de ca r rés sommables d a n s l ' in terval le (a, b), c ' es t -à -d i re l ' inté

g r a l e de Lebesgue 

L e r ayon de ce t t e sphère es t p r o p o r t i o n n e l à la f o r m e q u a d r a t i q u e fonct ionnel le 

O n d é t e r m i n e d ' abord le g r o u p e des t r a n s f o r m a t i o n s l inéa i res de l 'espace conforme 

i n v a r i a n t ce t te fo rme q u a d r a t i q u e . Ces t r a n s f o r m a t i o n s son t du t ype 

/'(s) = £[/(*)] + xa(s)+yß(s); x' = \y-n+Ax + By, ? = l3-f] + Cx + Dy, 

>) Voir en particulier: Les Groupes de Transformations linéaires dans l'espace de Hilbert; Mé
morial des Sciences Mathématiques, Paris, 1932. 

{x + iy) [F*]-2[F.f]-(x iy) = O. 
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o ù £ e s t u n e t r a n s f o r m a t i o n l inéa i re convenable de l 'espace d e Hilbert ; on dédu i t 

e n s u i t e d e ce d e r n i e r g r o u p e les fo rmules définissant les t r a n s f o r m a t i o n s fonct ion

nelles n o n l inéa i res d u g r o u p e confo rme cherché . 

L e s formules o b t e n u e s se p r ê t e n t b ien à l ' é tude des p r o p r i é t é s de ces t r a n s f o r 

m a t i o n s . O n d é t e r m i n e sans pe ine les mul t ip l ic i tés invar iées p a r u n e t r a n s f o r m a t i o n 

géné ra l e d u g r o u p e . O n r e n c o n t r e a ins i u n e configurat ion fo rmée d 'une infinité 

d ' hype r sphè re s , q u i n ' e s t p a s s a n s ana log ie avec le p e n t a s p h è r e o r thogona l de Dar-

boux. Q u a n d la t r a n s f o r m a t i o n envisagée p résen te ce r t a ines pa r t i cu l a r i t é s , les 

mul t ip l ic i tés inva r i eés donnen t na i s sance à des sys tèmes de mul t ip l ic i tés fonctionnelles 

gé né ra l i s an t , d a n s l 'espace à u n e infinité de d imens ions , les congruences pa ra t ac t i ques 

d e l 'espace o r d i n a i r e . 

S U R LES S Y S T È M E S D I F F É R E N T I E L S D U S E C O N D 
O R D R E QUI A D M E T T E N T UN G R O U P E C O N T I N U 
FINI DE T R A N S F O R M A T I O N S 

P a r L . D E S L A U R I E R S , le Sau lcho i r , Be lg ique 

L e cas où le s y s t è m e différentiel es t cons t i tué p a r les équa t i ons des géodés iques 

d 'un espace d e R i e m a n n a é t é pa r t i e l l emen t t r a i t é p a r M . F u b i n i qu i a u t i l i sé les 

r é su l t a t s de M . L e v i - C i v i t a t o u c h a n t les espaces géodés iquemen t appl icables ; mais 

l ' examen du cas g é n é r a l ex ige u n e m é thode différente. L ' i n t r o d u c t i o n de symboles , 

c o v a r i a n t s avec le sys tème , p e r m e t de d é t e r m i n e r l ' o rdre infini tésimal des t r a n s 

fo rma t ions du g r o u p e e t d 'ob ten i r une l imi t a t i on d u n o m b r e d e ses p a r a m è t r e s 

(n2—i), le cas d u g r o u p e pro jec t i f géné ra l é t a n t exc lus . M a i s ce t t e l imi ta t ion n ' es t 

pas assez r e s t r i c t i v e p o u r qu ' on pu i s se songe r à d é t e r m i n e r d a n s chaque cas les 

di f férentes s t r u c t u r e s co r r e spondan te s . Ces s t r u c t u r e s co ïnc ident d 'a i l leurs avec les 

s t r u c t u r e s de ce r t a in s sous -g roupes du g r o u p e l inéai re . L a ques t ion de la s imi l i tude 

se p o s a n t , les va r i é t é s s i s t a t iques s ' i n t rodu i sen t d 'e l les-mêmes — elles fourn i s sen t 

d ' a i l l eurs p o u r les sys tèmes du p r emie r o r d r e des in tégra les p r e m i è r e s e t ce résu l t a t 

peu t ê t r e généra l i sé . L e cas le p lus s imple e s t celui d ' u n e v a r i é t é s i s t a t ique d é r i v a n t 

d ' un couple. E n d ' au t r e s t e r m e s le g r o u p e con t ien t a lors d e u x t r a n s f o r m a t i o n s in

finitésimales du type X, q> {x) -X. O n p e u t a lo r s cons idére r l 'ensemble de tous 
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¡les couples c o n t e n u s d a n s l e g r o u p e . U n e m é t h o d e m i x t e u t i l i s an t s i m u l t a n é m e n t 

les; r e s t r i c t i o n s ' i m p o s é e s a u g r o u p e p a r ses équa t i ons de définit ion, e t les r e s t r i c t i o n s 

imposées a u s y s t è m e d u fai t qu ' i l a d m e t u n g r o u p e 1 p e r m e t t e n t a lo r s de conc lu re que 

î ) les t r a n s f o r m a t i o n s de b a s e de t o u s les couples f o r m e n t d a n s le g r o u p e u n sous -

g r o u p e abél ien, 

2) si on dés igne p a r Xt- les fonc t ions de base des couples, p a r cp^, u n e fonct ion 

rr iul t ipl icatr icë que lconque on a t o u j o u r s X,- cpa = o ou 1, à m o i n s que le g r o u p e ne 

soi t in t rans i t i f , 

3) O n p e u t t o u j o u r s isoler, p a r c h a n g e m e n t de va r i ab l e s , les t r a n s f o r m a t i o n s 

couples , c ' es t -à -d i re qu 'en s u p p r i m a n t d a n s les a u t r e s t r a n s f o r m a t i o n s du g r o u p e les 

t e r m e s qu i co r r e sponden t à des va r i ab l e s s u r lesquelles opè ren t les t r a n s f o r m a t i o n s 

f o r m a n t des couples, on o b t i e n t u n g r o u p e raccourc i : 

a) qu i n e con t ien t p lus ces mêmes va r i ab l e s , à m o i n s que le g r o u p e don t on p a r t ne 

soi t in t rans i t i f , auquel cas elles figurent com me p a r a m è t r e s ; 

b) qu i es t a d m i s p a r u n sys tème d u second o r d r e ; 

c) don t les t r a n s f o r m a t i o n s j ou i s s en t q u a n t à leur o r d r e inf ini tésimal , des mêmes 

p r o p r i é t é s que celles d u g r o u p e ini t ia l . 

O n p e u t a lors se b o r n e r à des g r o u p e s qu i ne r e n f e r m e n t p lus de couples . 

L e s sys tèmes t r ip l e s — cons t i tués p a r F = (p 1; Xx -\- cp2X2 où Xlt X2, F son t 

t ro i s t r a n s f o r m a t i o n s d u g r o u p e , q> e t <p2 n ' é t a n t p a s des cons t an t e s — d o n n e n t 

lieu à u n e nouvel le d é t e r m i n a t i o n . L e u r s t r a n s f o r m a t i o n s de b a s e son t enco re pe r 

m u t a b l e s , ma i s de p lus le n o m b r e des types de tels sys t èmes est l imi té : ils c o r r e s 

p o n d e n t a u cas où les i n v a r i a n t s de ce r t a ines s u b s t i t u t i o n s l inéa i res son t nu l s . Ces 

r é su l t a t s peuven t en p a r t i e s ' é t endre p a r r écu r r ence e t p e r m e t t e n t de r é s o u d r e im

m é d i a t e m e n t le cas M = 3. 

S U R L ' U N I C I T É D E S I N T É G R A L E S D ' U N 
S Y S T È M E D ' É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S , 
A P P L I C A T I O N A LA D Y N A M I Q U E DU P O I N T 

P a r A . M A R C H A U D , Marse i l l e 

i ° S o i t un sys t ème d ' équa t ions différentiel les 

dx-
( l ) -^- — F{xl,...,xn;i), ( / " = I ri), 
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o ù les F i son t con t inues . Dés ignons p a r x et F (x, t) les vec teurs de composan tes x, 

et Fi. L e sys tème ( i ) s 'écr i ra sous fo rme vector iel le 

/ w ' ' dx , 
d)' ^ = ^ > ' > -

L a cons idé ra t ion du p r o d u i t sca la i re (x — y)-[F(x,t)— F (y, t)] — P (F) pe r 

m e t d ' é t e n d r e i m m é d i a t e m e n t au sys tème ( i ) le T h é o r è m e de c o m p a r a i s o n de Tonelli-

Montel [Bul . Sc. M a t h . Jui l . 1926, p . 214] et le c r i t è r e de Iyanaga [ J ap . J o u r n . of 

M a t h . 1928, p . 253]. O n ob t i en t a ins i sous forme g é o m é t r i q u e l ' ex tens ion des cr i 

tè res d ' un i c i t é connus, re la t i f s au cas » = . 1 

2 0 E n pa r t i cu l i e r dans le cas où P [F] sa t i s fa i t à l ' inégal i té 

P{F) = (x-y) • [F(x, t ) - F { y , t ) ] ^ \ x - y \ - g [ \ x - y \ , f] 

*-
où g (r, t) e s t con t inue et 5r o , on p e u t a f f i rmer que si X (t) e t Y ( i ) son t d e u x 

+~ +-

in tégra les que l conques on a, p o u r t 5r o, [ X (t) — Y ( t ) | ^ q (t), où q (t) représente 

I in tégra le supér ieure d r o i t e de 
dr 

= g{r,t) dt 

+-

p r e n a n t la va leu r | X (0) — Y (o ) | p o u r t = o. [Théor . de comp, de Tonel l i . ] 

L o r s q u e cet te de rn i è r e équa t ion a une in tég ra le d r o i t e un ique issue de (0,0), 

l 'unic i té des in tégra les à d ro i t e de (1) [définies p a r leur va leu r p o u r i = o] est 

* • *" *" 

as su rée . Cons idé rons a lors un vec teur R (x, t) tel que le p r o d u i t P [R] so i t ^ O, 
l 'unic i té des in tégra les à d r o i t e d e 

(2) ^ - = £ £ 1 ) + R{x,t) 

se ra a s su rée , a fo r t io r i . 

». 
3 0 So i t un po in t M soumis à une force fonct ion con t inue de M, de sa v i t e s se v 

-fr
et du t e m p s , et de p lus à une r é s i s t ance opposée à v, l ' in tens i té de cet te r é s i s t ance 

é t a n t u n e fonct ion con t inue de (\v\, t), non déc ro i s san te de \v\ e t nul le avec v. 

' ) L'unicité des intégrales du système (1) a fait l'objet de divers travaux, cités dans un article de M. 
E. Kamke [Sitz. ber. d. Heidelberg. Ak., Jahrg. 1930, p. 3-15]. Ce travail contient un critère très général 
dû à l'auteur, qui a eu l'obligeance de me signaler que sa demonstration permet d'établir le résultat 2° de 

la présente note, quand X (o) — Y (o) = o, sous des hypothèses plus larges. 
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L e s é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t p e u v e n t s e m e t t r e s o u s l a f o r m e ( 2 ) , e n d é s i g n a n t p a r 

R (x, t) l a c o n t r i b u t i o n d e l a r é s i s t a n c e . O n c o n s t a t e a i s é m e n t q u e P [R] e s t r5j o . 

I l e n r é s u l t e q u e s i l e m o u v e m e n t e s t d é t e r m i n é p a r l e s c o n d i t i o n s i n i t i a l e s ( e n v e r t u 

d u c r i t è r e i n d i q u é a u n ° p r é c é d e n t ) l o r s q u ' o n n é g l i g e l a r é s i s t a n c e , i l e n e s t d e m ê m e , 

a f o r t i o r i , q u a n d o n e n t i e n t c o m p t e . 

LA P R O P R I É T É DE D A R B O U X D U J A C O B I E N 
G É N É R A L I S É 

P a r W . W I L K O S Z , Cracov ie 

Définissons le j acob ien géné ra l i s é sphé r ique au p o i n t P, a p p a r t e n a n t a u c h a m p 

d 'une t r a n s f o r m a t i o n ponctue l le con t i nue 

d a n s l 'espace à u n n o m b r e que lconque des d imens ions c o m m e l imi te : 

D a n s ce t te e x p r e s s i o n a dé s igne la sphè re con tenue d a n s le c h a m p de la t r a n s 

fo rma t ion (1) a y a n t le p o i n t P à son i n t é r i e u r , o ' « l ' image » de l 'ensemble a fourn i 

p a r (1) e t | A | la m e s u r e ( e x t é r i e u r e ) de l ' ensemble A. L o r s q u e ce t t e l imi te e x i s t e , 

sa va l eu r se ra appe lée : j acob ien s p h é r i q u e non-centré, p a r con t r e lo r sque on env i sage 

seu lement les sphè res a, d o n t le p o i n t P cons t i tue le centre, la l imi te p r écéden t e nous 

d o n n e le j acob ien s p h é r i q u e centré. 

S u p p o s o n s le j acob ien e x i s t a n t e t cela e n t o u t po in t d u c h a m p s d e la t r a n s f o r m a t i o n 

cons idérée . 

L ' e x e m p l e t r è s s imple : 

d ' u n e t r a n s f o r m a t i o n biunivoque d u p lan en t i e r , d a n s laquelle le j acob ien centré e x i s t e 

p a r t o u t e t n e p r e n d q u e t r o i s va l eu r s d i s t inc tes : 2, 3, 4, n o u s m o n t r e , q u e m ê m e p o u r 

Q = f(P) ( O 
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u n e t r a n s f o r m a t i o n biunivoque l a p r o p r i é t é d e D a r b o u x n ' a p a s l i e u p o u r c e g e n r e d u 

j a c o b i e n . A u c o n t r a i r e , u n e d é m o n s t r a t i o n a s s e z l o n g u e , s ' a p p u y a n t s u r l a g é n é r a l i 

s a t i o n d u t h é o r è m e b i e n c o n n u d e V i t a l i , g é n é r a l i s a t i o n , q u e M . R a d e m a c h e r n o u s 

a d o n n é d a n s s a t h è s e d e l ' a n 1916, n o u s p e r m e t d ' a f f i r m e r , q u e l e j a c o b i e n non-centré 

d ' u n e t r a n s f o r m a t i o n c o n t i n u e e t biunivoque, s u p p o s é e x i s t a n t e n t o u t p o i n t d e s o n 

c h a m p y p o s s è d e l a p r o p r i é t é d e D a r b o u x . 

L a d é m o n s t r a t i o n d é t a i l l é e d e c e r é s u l t a t , q u e j e c r o i s n o u v e a u , p a r a î t r a p r o c h a i 

n e m e n t d a n s l e s A n n a l e s d e l a S o c i é t é M a t h é m a t i q u e P o l o n a i s e . 

S U R LE T H É O R È M E F O N D A M E N T A L DE LA 
T H É O R I E D E S D É F O R M A T I O N S C O N T I N U E S 

P a r W . W I L K O S Z , C r a c o v i e 

C o n s i d é r o n s u n e d é f o r m a t i o n d a n s l ' e s p a c e à « - d i m e n s i o n s d o n n é e p a r l e s f o r m u l e s 

(!) y¡ = f¡ xn) i — I , 2, n 

e t s u p p o s o n s q u e : 

i ° l e s f o n c t i o n s fv . . . . . / „ p o s s è d e n t d e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s d u I e r o r d r e finies e n 

t o u t p o i n t d u d o m a i n e (D) d e l a t r a n s f o r m a t i o n (1); 

2° l e s r e l a t i o n s : 

s o n t s a t i s f a i t e s e n c h a q u e p o i n t d u d o m a i n e ( £ > ) ; a l o r s l a d é f o r m a t i o n (1) s e r é d u i t 

à u n d é p l a c e m e n t d a n s l ' e s p a c e ( m o u v e m e n t e v . s u i v i d ' u n e s y m é t r i e ) . 

L a d é m o n s t r a t i o n d e c e t h é o r è m e f a c i l e , l o r s q u e o n s u p p o s e c o m m e d a n s l e s T r a i t é s 

c l a s s i q u e s l e s f o n c t i o n s d o u é e s d e s d é r i v é e s d e d e u x p r e m i e r s o r d r e s c o n t i n u s , d e 

v i e n n e a s s e z p é n i b l e e t l o n g u e d a n s l e s h y p o t h è s e s d e l a c o m m u n i c a t i o n p r é s e n t e e t 

d é p a s s e l e s l i m i t e s d e s t i n é e s p o u r u n e c o m m u n i c a t i o n d a n s l e s A c t a d e C o n g r è s . 
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SUL C A L C O L O D E L L E V A R I A Z I O N I 

D i . L E O N I D A T O N E L L I , P i s a 

M i sono p r o p o s t o di t r a t t a r e la ques t i one del m i n i m o as so lu to per l ' in tegra le 

dopp io 

ID[z\=jj f(x,y,z,p,q)dxdy 
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S U R L ' É Q U A T I O N D I F F É R E N T I E L L E y + q ( x ) y = o 

P a r M . B I E R N A C K I , P o z n a n 

J e cons idè re l ' équa t ion 

( i ) y" + q{x)y = Ö 

où les fonct ions q (x) e t q' (x) son t pos i t ives dès q u e x > xa. 

I . T o u t e i n t ég ra l e d e ( i ) es t b o r n é e l o r sque x oo p a r des va l eu r s pos i t ives . 

II . D a n s les d e u x cas su ivan t s : 

I o q' (x) e s t n o n c ro i ssan te , lim q(x)~co 

2° q'(x) es t non d é c r o i s s a n t e e t le r a p p o r t q (x-\-~jJ=): t e n d v e r s un lors-
• ¥</ [x) 

q u e x —*• o o 

o n p e u t "affirmer q u e t o u t e in t ég ra le d e ( i ) tend*" v e r s o lo r sque x—v c o ' . f 

III. So i en t x¡, x2, ... x„, ... les zéros r ée l s d 'une in tég ra le d e ( i ) 

(x„ <lx¡, <ax2 < . . . ) L ' o n a l im x " + l — ï ± 

n->~ oo Xn X n — l 

V I Soi t s„ le zé ro de y' (x) qui es t c o m p r i s e n t r e x„ e t x K + i . L a quantité^ 

xn ~f~ x„+i 

" 2 es t pos i t i ve , elle t e n d v e r s O lo r sque n a u g m e n t e indéf iniment 

—x„ , 

e t n e p a r c o u r t p a s u n e s u i t e d ' en t i e r s n¿ te ls q u e la s o m m e 2(x„¡+1—x„.) es t 

finie. 
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(dove è t—.fa> 9 = = g ^ ) » con lo s t e s so m e t o d o ' d i r e t t o . d& nœ Sviiluppatbi ne i nìiei 

« Fondamenti di Calcolo delle Variazioni », pe r gli in tegra l i curvilinei» .metodo, che 

è b a s a t o sul conce t to di semicon t inu i t à . ' ! l 

»II c a m p o D, sul quale v iene calcola to l ' in tegra le 1D, è ape r to e l i m i t a t o ; e le fun

zioni 2 (x, y) sono suppos te , non s o l t a n t o cont inue , ma anche assolutamente continue, 

secóndo la definizione di assoluta continuità da me p o s t a nelle m i e r icerche sulla 

q u a d r a t u r a delle superficie; e, n a t u r a l m e n t e , son cons idera te , f ra ques te funzioni , 

so lamente quelle pe r le qual i 1D es is te finito. L a classe C delle superficie 

S : z = z (x,y), in cui cons ide ro il m i n i m o asso lu to di l D , è Una classe completa, 

secondo la definizione di assoluta continuità da m e pos t a nelle m i e r icerche sulla 

dizioni p i ù genera l i poss ibi l i p e r q u a n t o r i g u a r d a il campo D, tè superficie 

z = z (x, y) e la c lasse <£ di ta l i superficie. 

P e r la d i m o s t r a z i o n e del l ' e s i s tenza del m i n i m o di ID occor re : 

A ) Sceg l ie re u n ' o p p o r t u n a success ione m i n i m i z z a n t e e d i m o s t r a r e per essa l'esi

s t enza di a l m e n o u n a funz ione l imi te con t inua . 

B) D i m o s t r a r e che la funzione l imi te è ; a s s o l u t a m e n t e con t inua . 

C) D i m o s t r a r e che, per la funz ione l imite , l ' in tegra le 1D es is te finito, 

D ) P r o v a r e la s emicon t inu i t à in fe r io re di ìp sulla funzione l imi te . 

L a quest ioner D ) è s t a t a da m e t r a t t a in una M e m o r i a degli « A c t a M a t h e m a 

t i c a » del 1929. . . 

Delle a l t r e ques t ion i mi sono occupa to in q u e s t i u l t i m i t empi e sono g i u n t o o r a 

a s t ab i l i r e del le condiz ion i gene ra l i che consen tono di r i so lvere A ) , B) e Ç ) . >" 

S t a b i l i t a l 'es is tenza del m i n i m o , i m p o r t a s t u d i a r e l e . p r o p r i e t à ana l i t iche della' fun

z ione m i n i m a n t e . t : 

Se , t u t t i i p u n t i d i u n c a m p o a p e r t o D', a p p a r t e n e n t e a D (ed even tua lmente 

co inc iden te con D) sono p u n t i d i indifferenza p e r la funzione m i n i m a n t e , è so t to 

condiz ioni mol to genera l i pe r la f (x, y, z, p,q), la funzione m i n i m a n t e annul la là 

variazione prima d i I sul c a m p o D'. ' ' 

Se poi . (x0, y0) è . u n . p u n t o qua lunque di D' e se sì pone . r - • xQ o cos a, 

y yu ,_- o sin a, si ha , per quas i t u t t i i Q suff ic ientemente piccoli , 

271 p 

fzQdg — P [ / ¿ c o s a - j - fg s in a ] | da = O. 

0 0 

D i qu i , in t a lun i casi i m p o r t a n t i , si p u ò p a s s a r e faci lmente a l l ' e q u a z i o n e a der i 

v a t e pa rz i a l i delle superficie e s t r ema l i . 
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S U L L E S E R I E D O P P I E 

D i L A M B E R T O C E S A R I , P i s a 

I l p r o f . L e j a , i n u n a N o t a d e l 1 9 3 0 , h a m o s t r a t o c o m e l e c l a s s i c h e n o z i o n i d i c o n v e r 

g e n z a d i u n a s e r i e d o p p i a , p e r r i g h e , p e r c o l o n n e , p e r d i a g o n a l i , s i a n o d e i c a s i 

p a r t i c o l a r i d e l l a p i ù g e n e r a l e n o z i o n e , d a L u i i n t r o d o t t a , d i c o n v e r g e n z a i n u n a 

d i r e z i o n e . 

E n o t o p o i c h e l ' o r d i n a r i a n o z i o n e d i c o n v e r g e n z a d e l l e s e r i e d o p p i e d a t a d a S t o l z 

e P r i n g s h e i m ( e c h e n o i c h i a m e r e m o c o n v e r g e n z a o r d i n a r i a ) n o n i m p l i c a l a c o n v e r 

g e n z a p e r r i g h e , p e r c o l o n n e , e p e r d i a g o n a l i , f a t t o c h e n o i a b b i a m o p o t u t o e s t e n d e r e 

a t u t t e l e d i r e z i o n i . 

T u t t a v i a n o i a b b i a m o p o t u t o d i m o s t r a r e c h e , se una serie doppia converge in senso 

ordinario ad una somma S, ed ha il termine generale tendente a zero al crescere 

della somma degli indici, essa serie converge secondo le medie del Cesaro, in tutte 

le direzioni, escluse quelle corrispondenti alla sommazione per righe e per colonne, 

alla medesima somma S. D a c i ò s e g u e c h e o g n i s e r i e d o p p i a c o n v e r g e n t e i n s e n s o 

o r d i n a r i o e d a t e r m i n e g e n e r a l e t e n d e n t e a z e r o a l c r e s c e r e d e l l a s o m m a d e g l i i n d i c i , 

h a l a s t e s s a s o m m a i n o g n i d i r e z i o n e n e l l a q u a l e e s s a c o n v e r g e . 

I - a c o n d i z i o n e q u i e s p r e s s a , r e l a t i v a a l t e r m i n e g e n e r a l e , i n t u t t i i c a s i c h e o r 

d i n a r i a m e n t e s i p r e s e n t a n o n e l l e a p p l i c a z i o n i è s o d d i f a t t a . A d e s e m p i o o g n i s e r i e 

d o p p i a d i F o u r i e r s o d d i s f a a t a l e c o n d i z i o n e . 

N o i a b b i a m o p o i o s s e r v a t o c h e q u e s t a s t e s s a c o n d i z i o n e è n e c e s s a r i a p e r l a c o n 

v e r g e n z a i n u n a q u a l s i a s i d i r e z i o n e , a m e n o p e r ò d i u n p a r t i c o l a r e i n s i e m e n u m e r a 

b i l e d i d i r e z i o n i , p e r l e q u a l i t a l e c o n d i z i o n e n o n è n e c e s s a r i a . O r a , a v e n d o c h i a m a t e 

irrazionali l e p r i m e , s i h a c h e n o n è p o s s i b i l e c o s t r u i r e s e r i e d o p p i e c o n v e r g e n t i i n 

s e n s o o r d i n a r i o e i n u n a d i r e z i o n e i r r a z i o n a l e a s o m m e d i v e r s e t r a l o r o , e c h e , i n 

o l t r e , o g n i s e r i e d o p p i a , i l c u i t e r m i n e g e n e r a l e n o n c o n v e r g e a z e r o a l c r e s c e r e d e l l a 

s o m m a d e g l i i n d i c i , p u ò c o n v e r g e r e s o l t a n t o i n u n n u m e r o finito a l p i ù i n u n a 

i n f i n i t à n u m e r a b i l e d i d i r e z i o n i . 

L a d i m o s t r a z i o n e d i q u e s t e p r o p o s i z i o n i s i t r o v a n e l l a m i a M e m o r i a : « Sulle serie 

doppie » ( A n n a l i d e l l a R . S c u o l a N o r m a l e S u p . d i P i s a , s . I I , V o i . I o , 1932, p a g g . 

297—3I4)-
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SUL P R O C E D I M E N T O D I A R R O T O N D A M E N T O D I 
S C H W A R Z 

D i A D O L F O D E L C H I A R O , P i s a 

U s a n d o i l p r o c e d i m e n t o d i a r r o t o n d a m e n t o d i S c h w a r z , v i e n e d i m o s t r a t o i l t e o 

r e m a s e g u e n t e : 

S i a ¥(s) u n a f u n z i o n e d i s s o d d i s f a c e n t e a l l e c o n d i z i o n i s e g u e n t i : 

I o l a ¥ ( x r ) è , p e r 2 ^ 0 , non n e g a t i v a ; 

2° è , i n s i e m e c o n l a s u a d e r i v a t a p r i m a , c o n t i n u a e n o n d e c r e s c e n t e . 

S i a p o i f (x, y) u n a f u n z i o n e c o n t i n u a n e l d o m i n i o c h i u s o D , c o r r i s p o n d e n t e a l 

d o m i n i o a p e r t o e l i m i t a t o D 1 ) , a s s o l u t a m e n t e c o n t i n u a i n D , t a l e c h e s i a 

/ (*> y) ^ 0 i n D, 

f (x, y)=zo s u l l a f r o n t i e r a d i D, 

e t a l e i n o l t r e c h e r i s u l t i f i n i t o l ' i n t e g r a l e 

fB[f]=ff ¥()Tf + i')dxdy, 
c o n 

A l l o r a è 

( I ) / c [ 9 ] = jJ¥{fJ~+lr)dxdy^ ID[n, 
c 

e s s e n d o <p (Vx* -\-y*) l a f u n z i o n e c o r r i s p o n d e n t e p e r a r r o t o n d a m e n t o a l l a f (x, y), 
C i l c h e r c h i o s u c u i v i e n e d e f i n i t a l a rp e 

- dm òa> 

N e l c a s o i n c u i l a ¥ s i a s e m p r e c r e s c e n t e , l ' u g u a g l i a n z a n e l l a (1) h a l u o g o s o l a 

m e n t e q u a n d o i l d o m i n i o D e l a s u p e r f i c i e s = f (x, y) p o s s o n o o t t e n e r s i p e r s e m 

p l i c e t r a s l a z i o n e d e l d o m i n i o C e d e l l a s u p e r f i c i e s =.cp (y x* -j-y*). 

') Il dominio chiuso D corrispondente al dominio aperto e limitato D è costituito da tutti i punti di D 

e della sua frontiera. 
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SULfcA S E M I C O N T I N U I T À D E G L I I N T E G R A L I 
D O P P I DEL C A L C O L O DELLE V A R I A Z I O N I 

D i S I L V I O C I N Q U I N I , P i s a - -

A l ' C o n g r e s s o t enu to s i a Bo logna , il P r o f . L . Tonel l i h a comun ica to l e condiz ióni 

sufficienti p e r la s emicon t inu i t à degl i in tegra l i doppi 

i D [s] — Jff(x>y>z
 ( x > ( x > y ì ' q (x> y))?x dy> • 

D • • . . . . . . . . 

(ove ./>±= o.= ^-)-'m t u t t e le süperfici della f o r m a z — z (x, y), ove s (x,y) 
O X . OJ _ ,. t '. . !( 

a p p a r t i e n e alla classe C delle funz ioni definite e a s s o l u t a m e n t e con t inue nel* c a m p o D. 

I n ques t i u l t imi due ann i , m i sono p r o p o s t o di far vede re , come si po t e s se ro o t t ene re 

a l t r i r i s u l t a t i r e l a t iv i alla, s e m i c o n t i n u i t à degli i n t eg ra l i 1D [z], s eguendo i m e t o d i 

c h e il P r o f . T o n e l l i h a app l i ca to nei Suo i , , F o n d a m e n t i di Calcolo delle V a r i a z i o n i " 

allo s t u d i o degl i in tegra l i curv i l ine i . ' , 

Q u e s t i r i s u l t a t i sono sudd iv i s i in t r e M e m o r i e . 

I n u n a p r i m a M e m o r i a (Annali die Matematica, T . X ) h o d a t o le condiz ioni neces

sa r i e pe r la s emicon t inu i t à degli i n t eg ra l i ID [z] in t u t t o il c a m p o di definizione della 

funzione / (x, y, z, p, q) e r e l a t i v a m e n t e alle funz ioni della classe C. 

I n u n a seconda M e m o r i a ( in corso di s t a m p a ) ho invece r i ce rca to le condiz ion i 

necessa r i e p e r la s emicon t inu i t à dell ' i n t eg ra l e Iß [z] su u n a d a t a superficie, definita 

da u n a funz ione della classe C ; da ques t e condiz ion i si deducono i m m e d i a t a m e n t e 

quelle pe r l ' es i s tenza dell ' e s t r e m o . 

L a t e r z a M e m o r i a (ini corso di s t a m p a negl i Annali dellOs.R, Scuola Normale SuL) 

periore di Pisa) con t i ene invece delle condiz ion i sufficienti . P r e c i s a m e n t e , p r e m e s s o 

che dalle condiz ioni sufficienti s t ab i l i t e dal Prof . Tonel l i si deducono a l t r e t t a n t e 

cond iz ion i sufficienti pe r la s e m i c o n t i n u i t à dell ' i n t eg ra l e Iß [z] su u n a d a t a super 

ficie definita da u n a funz ione della classe C, essa cont iene a l t r e condiz ion i pe r la semi

c o n t i n u i t à dell ' i n t eg ra l e I [z] sublima d a t a superficie definita da u n a funzione della 

c lasse C. 
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S U R LES S É R I E S DE F I G U R E S D'UN F L U I D E EN 
R O T A T I O N P E R M A N E N T E ET Z O N A L E P E U 
D I F F É R E N T E S D E S E L L I P S O Ï D E S 

P a r W E N C E S L A S J A R D E T Z K Y , Be lg rade • 

L a m é t h o d e de Liapounoff p e r m e t de t rouve r ce r t a ines séries de figures d 'un fluide, 

h o m o g è n e ou hé té rogène (y. = f (p)), isolé dans l 'espace et en r o t a t i o n pe rmanen t e 

•et zonale (w = w (s, X), où s es t la d i s tance de l ' axe de ro t a t ion , X un p a r a m è t r e ) . 

L e p rob lème se r a m è n e à la réso lu t ion d 'une équa t ion fonct ionnel le : 

[7+J^.ds* = fonct. (a) 

•a é t a n t u n p a r a m è t r e qui définit les surfaces de n iveau . Supposons que : I o la densi té 

— ds2 so i t .déve loppable en série en t i è re abso lument 

et u n i f o r m é m e n t convergen te o rdonnée s u i v a n t les pu issances de X. Les p a r a m è t r e s 

ô et X é t a n t assez pe t i t s , les figures cherchées diffèrent peu des ell ipsoïdes de Mac-

l a u r i n . L ' é q u a t i o n des sur faces de n iveau est de la f o r m e : 

' 1 - " — a1 (I 4- £)2 

p o u r la su r face l ib re on a a= i , p o u r le cen t re 0 = 0. L a fonct ion f es t représentée 

p a r u n e sér ie double 2 £ d X o rdonnée s u i v a n t les pu i s sances ent ières des 
<"+/> 0 V 

p a r a m è t r e s S et X (le cas d 'un fluide hé té rogène) ou p a r une sér ie 2 £ X (le cas d 'un 
1 • 

fluide h o m o g è n e ) . L e potent ie l U é t a n t développable en série s u i v a n t les d ivers o rd res 

p a r r a p p o r t à la fonct ion inconnue £ qui a des va l eu r s pe t i t es , l ' équa t ion à résoudre 

p r e n d la fo rme d 'une équat ion intégrodifférent iel le . L a recherche des coefficients £ 

n o u s r a m è n e à la résolut ion successive d ' équa t ions in tég ra les . Ces fonct ions sont 

r ep ré sen tées pa r des séries de polynômes de L e g e n d r e [P2n (cos 6)], 8 é t a n t l 'angle 

de la n u t a t i o n su r la sphère a y a n t 1 pour r ayon . L e s coefficients de ces séries sont 

ce r t a ines fonct ions de a. L ' e x i s t e n c e de la so lu t ion peu t ê t re d é m o n t r é e pa r la mé

thode Liapounoff , — l 'unici té p a r celle de M . L . L i ch t ens t e in . 
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DIE A N W E N D U N G VON F U N K T I O N A L T R A N S F O R 
MATIONEN IN DER T H E O R I E DER D I F F E R E N 
T I A L G L E I C H U N G E N UND DIE SYMBOLISCHE 
M E T H O D E (OPERATORENKALKÜL) 

V o n G U S T A V D O E T S C H , F r e i b u r g i . B . 

D i e s y m b o l i s c h e M e t h o d e b e i g e w ö h n l i c h e n u n d p a r t i e l l e n D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n 

( u n b e k a n n t e F u n k t i o n Y) b e s t e h t d a r i n , d e n t r a n s z e n d e n t e n D i f f e r e n t i a t i o n s p r o z e ß , 

z . B . n a c h d e r V a r i a b l e n t: A. Y, d u r c h d e n e l e m e n t a r e n P r o z e ß d e r M u l t i p l i k a t i o n 

m i t e i n e r n e u h i n z u t r e t e n d e n V a r i a b t e n p : pY, z u e r s e t z e n , d i e e n t s t e h e n d e a l g e b r a 

i s c h e o d e r D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g z u l ö s e n u n d i n d e r L ö s u n g , d i e e i n e F u n k t i o n v o n p 

i s t : Y =3<p (p), p w i e d e r d u r c h A. z u e r s e t z e n , w a s d a n n a u f d i e F r a g e f ü h r t , w e l c h e 

B e d e u t u n g d e m O p e r a t o r <p \ — \ z u z u s c h r e i b e n s e i . D i e r e i n e n S y m b o l i k e r m a c h e n 

m e i s t A n n a h m e n ü b e r I — ) m i t b e l i e b i g e m r e e l l e m v ( ü b r i g e n s n i c h t i m m e r d i e 

s e l b e n ) u n d f ü h r e n d i e k o m p l i z i e r t e n F ä l l e d u r c h R e i h e n e n t w i c k l u n g e n a u f P o t e n z e n 

z u r ü c k , w a s m a n c h m a l a u f d a s r i c h t i g e , o f t a b e r a u f e i n f a l s c h e s R e s u l t a t f ü h r t . 

D i e r i c h t i g e E i n s i c h t , w i e d i e s e M e t h o d e z u b e g r ü n d e n o d e r b e s s e r : w i e i h r G ü l t i g 

k e i t s b e r e i c h a b z u g r e n z e n s e i , v e r m i t t e l t d i e F u n k t i o n a l a n a l y s i s : M a n i s t b e i d e m 

o b i g e n P r o z e ß v o n d e m B e r e i c h d e r b e t r a c h t e t e n F u n k t i o n e n ( O b e r b e r e i c h ) v e r 

m i t t e l s e i n e r F u n k t i o n a l t r a n s f o r m a t i o n z u e i n e m a n d e r e n F u n k t i o n e n b e r e i c h ( U n t e r 

b e r e i c h ) ü b e r g e g a n g e n ; d e r Z u s a m m e n h a n g i s t s o g e a r t e t , d a ß d e m D i f f e r e n z i e r e n 

i m O b e r b e r e i c h g e r a d e d i e M u l t i p l i k a t i o n m i t d e r V a r i a b l e n i m U n t e r b e r e i c h e n t 

s p r i c h t . V o n d e r s y m b o l i s c h e n z u r w i r k l i c h e n L ö s u n g ü b e r g e h e n h e i ß t a l s o , n a c h 

v o l l z o g e n e r L ö s u n g i m U n t e r b e r e i c h v o n d i e s e m w i e d e r i n d e n O b e r b e r e i c h z u r ü c k 

z u k e h r e n . E i n e B e g r ü n d u n g d e s s y m b o l i s c h e n K a l k ü l s l i e f e r n b e d e u t e t m i t h i n n i c h t s 

a n d e r e s , a l s d i e v e r m i t t e l n d e F u n k t i o n a l t r a n s f o r m a t i o n e f f e k t i v a u f z u s t e l l e n . M i t 

i h r e r H i l f e k a n n m a n n ä m l i c h d i e Z u s a m m e n g e h ö r i g k e i t v o n O b e r - u n d U n t e r 

f u n k t i o n g e n a u v e r f o l g e n u n d z . B . a u c h d i e F r a g e k l ä r e n , w a n n j e n e R e i h e n e n t 

w i c k l u n g e n d e r U n t e r f u n k t i o n a u f d i e r i c h t i g e O b e r f u n k t i o n ( i m S i n n e d e r K o n 

v e r g e n z o d e r e i n e r a s y m p t o t i s c h e n D a r s t e l l u n g ) f ü h r e n . — D i e s e T r a n s f o r m a t i o n 

0 / 
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i s t , w e n n e s s i c h u m d a s I n t e g r a t i o n s g e h i e t t > o , b e z w . — o o < t < -f- o o h a n d e l t , 

d i e L a p l a c e - T r a n s f o r m a t i o n 

S i e e rmögl i ch t (auf reel lem W e g e ) e ine völl ige Aufhe l lung des Ope ra to r enka lkü l s . 
— D a diese T r a n s f o r m a t i o n e n sich du rch dieselbe F o r m e l 

u m k e h r e n lassen, so k a n n m a n auch die gesuch te O b e r f u n k t i o n als ein solches kom
p lexes I n t e g r a l anse tzen . Diese von den meis ten m o d e r n e n B e a r b e i t e r n a n g e w a n d t e 
M e t h o d e v e r w i s c h t den U n t e r s c h i e d zwischen den versch iedenen P r o b l e m e n ( i > O, 
— oo <t<-\- oo, u s w . ) und i s t üb r igens n ich t neu , da sie schon von Lap lace und 
Cauchy (von l e t z t e rem in k l a re r E r k e n n t n i s ihrer B e z i e h u n g z u r symbol ischen M e 
thode) da rge l eg t w o r d e n ist . 

ÜBER DIE L Ö S U N G E I N I G E R R A N D W E R T 
A U F G A B E N DER M A T H E M A T I S C H E N PHYSIK 
V o n C H . H . M Ü N T Z , L e n i n g r a d 

W ä h r e n d die s t a t i o n ä r e n bezw. s t a t i schen Auf gaben der m a t h e m a t i s c h e n P h y s i k , bei 
denen die vorgeschr iebenen R a n d w e r t e — zugleich m i t dem g e s a m t e n be t r ach te t en 
P r o b l e m selbst — von der Zei t u n a b h ä n g i g s ind, im g r o ß e n und g a n z e n als gelöst zu 
b e t r a c h t e n s ind, k a n n dies von den en t sp rechenden A u f g a b e n d y n a m i s c h e r N a t u r , 
bei denen also die Zei t exp l iz i t e au f t r i t t , k a u m g e s a g t werden . Z w a r g i b t es auch 
hier gewisse Me thoden , die pr inz ip ie l l z u m Ziele führen , so e t w a be im W ä r m e l e i 
t u n g s p r o b l e m die von P o i n c a r é angegebene M e t h o d e de r E i g e n f u n k t i o n e n ; indessen 
is t g e r a d e die dabei n o t w e n d i g w e r d e n d e exp l iz i t e B e r e c h n u n g al ler E i g e n f u n k t i o n e n 
n u r bei besonder s e infachem Gebie t fakt isch d u r c h f ü h r b a r . E s d ü r f t e dahe r v o n I n t e r 
esse sein, eine M e t h o d e anzugeben , die de r j en igen de r k lass ischen P o t e n t i a l t h e o r i e 
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nachgeb i lde t i s t und d a r a u f h i n d i r e k t - z u m Ziele führ t , E s hande l t sich d a r u m - d ie 

gegebenen G e b i e t s r ä n d e r d e r a r t m i t ve r a l l geme ine r t en e infachen bezw. doppe l t en Be

l egungen zu ve r sehen , d a ß m a n n u n w i e d e r u m auf l ö sba re I n t e g r a l g l e i c h u n g e n ge

f ü h r t w i r d ; u n d z w a r e n t s t e h e n h ie r , im G e g e n s a t z z u r e igent l ichen P o t e n t i a l t h e o r i e , 

l i nea re I n t e g r a l g l e i c h u n g e n zwe i t e r A r t v o m Vòlterraschen T y p u s . 

D a s j ewei l ige P r o b l e m — w i r behande ln h ie r d ie f ragl ichen ebenen u n d r ä u m 

lichen A u f g a b e n der W ä r m e l e i t u n g , de r W e l l e n a u s b r e i t u n g u n d de r E l a s t i z i t ä t s 

t h e o r i e — k a n n zunächs t m i t H i l f e k lass i scher F o r m e l n auf den A n f a n g s z u s t a n d 

N u l l r e d u z i e r t w e r d e n ; ebenso k a n n das gegebene Gebie t de r A u f g a b e als quel lenfrei 

angesehen w e r d e n . E s m u ß d a r a u f h i n j ewe i l i g bloß ein passendes a l lgemeines W i r 

k u n g s g e s e t z für ein ge r i ch t e t e s E l e m e n t de r g e n a n n t e n speziel len A r t von B e l e g u n g 

ge funden w e r d e n . 

W i r b e g i n n e n m i t der W ä r m e l e i t u n g ; d ie Beze i chnungen (in k a r t e s i s c h e n K o 

o r d i n a t e n ) s ind d ie übl ichen, de r g e s a m t e R a n d (a) bezw. (w) k a n n auch m e h r f a c h 

z u s a m m e n h ä n g e n d sein. 

D a s W ä r m e p o t e n t i a l der e infachen ebenen B e l e g u n g i s t : 

A= (dz f a l Z ' T \ e ~ & Ô = î d o , 
J J 2n(t — z) 
° (o) 

bei Doppe lbe l egung h a t m a n d a r a u f h i n im inne ren I n t e g r a l d ie A b l e i t u n g nach der 

N o r m a l e n zu nehmen . Bei r ä u m l i c h e r W ä r m e l e i t u n g g i l t : 

° O») 

m i t d e m gle ichen U e b e r g a n g z u r Doppe lbe l egung . 

D a s P o t e n t i a l e iner e in fachen ebenen We l l enbe l egung für die Geschwind igke i t a 

i s t fü r ein E l e m e n t der ¿f-Axe: 

a n a V sin A 
A = — d r . o ( | , T ) . a r t g — . F s i n 0 . d e ; 

31J y 
o 

£ = * + F c o s e , F = r | / « 2 ( t — rY—yi > 0 , 

n o 
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a - 2
 sin 2 e d e d ¿ 

g £ 2 sin« 9 + s 2 

£ --- X + g £ c o s 0 cos s , r, =y -(- g £ c o s 6 sin e , â ' î = r7 « 2 ( / - r ) 2 — s 2 — (->. 

F ü r d ie en t sp rechenden Doppe lbe legungen sind w i e d e r u m die Ab le i t ungen nach y 

bezw. s zu nehmen. ; 

Die Po t en t i a l e der E l a s t i z i t ä t s t h e o r i e sind in bekann t e r W e i s e aus den jen igen der 

Wel leng le ichungen für die long i tud ina len bezw. die t r ansve r sa l en S c h w i n g u n g e n zu 

'b i lden. 

D É T E R M I N A T I O N E X P L I C I T E DE C E R T A I N S 
M I N I M A 1 ) 

P a r M A U R I C E J A N E T , Caen 

j y'1 dx 

O n sait q u e le m i n i m u m d e ^— p o u r une fonct ion qui s ' annu le a u x d e u x 

j f dx 
a 

ex t r émi t é s d e l ' interval le (a, b) es t ^ ^ . 

/ (/">)' dx 

Quel es t le m i n i m u m de — - p o u r une fonction qu i s ' annule ainsi que 

j (yi«-f)f dx 
a 

ses n — I p remiè res dér ivées a u x d e u x ex t r émi t é s (a, b) ? 

L e s m é t h o d e s c lass iques du calcul des var ia t ions ( L e g e n d r e - J a c o b i - C l e b s c h ) per -

!) Cf. G. Cimmino, Bollettino dell' unione Matematica italiana 1929 et 1930; M. Janet, Bulletin des 
Sc. Math. 1929 et 1931 et C. R. Acad. Sc. t. 193 et 194. 

! ) La lettre j désigne la quantité e * . 

I I I 

K jm . r ä u m l i c h e n F a l l e abe r , f ü r e in EJement d e r £ i f a E b e n e : 
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MÍ2 

m e t t e n t d e d é m o n t r e r rigoureusement q u e c ' e s t ^ H'*j o ù » „ f > d é s i g n e l a p l u s 

p e t i t e v a l e u r p o s i t i v e d e A. t e l l e q u e l ' é q u a t i o n 

y»") —{—i)r}?t y(**-m — o 

a i t u n e s o l u t i o n ( n o n - i d e n t i q u e m e n t n u l l e ) n u l l e a i n s i q u e s e s » — i p r e m i è r e s d é 

r i v é e s e n — i e t e n 4 - i . O n p e u t e x p l i c i t e r d ' u n e m a n i è r e f o r t s i m p l e c e r é s u l t a t . 

P o s o n s 

. . . C O S * . . . 

A_x (x) = —— , A„ (x) = sin x 

AM+1 (x) — (2« + i ) Aa (x) + x* AH_X (x) = o ( i ) 

u n ¡ t e s t l e p l u s p e t i t z e r o p o s i t i f d e l ' é q u a t i o n * ) s u i v a n t e , e n X, 

I U - " * 4 » ( / » * ) | | = o (2) 

o ù l e p r e m i e r m e m b r e r e p r é s e n t e s o u s f o r m e c o n d e n s é e u n d é t e r m i n a n t : l e s d i f f é 

r e n t e s v a l e u r s d e h: O, 1,2, ...p—1 c o r r e s p o n d a n t a u x p c o l o n n e s , l e s d i f f é r e n t e s 

v a l e u r s d e k:n—2p, n—2p-\-i, ... n—p^i a u x p l i g n e s . E n u t i l i s a n t l a r e l a t i o n 

(1) q u i l i e t r o i s A d ' i n d i c e s c o n s é c u t i f s , o n p e u t t r a n s f o r m e r c e t t e é q u a t i o n e n l a 

s u i v a n t e : 

Il 4 i on) ll = o (3) 

o ù h c o r r e s p o n d a n t a u x d i f f é r e n t e s c o l o n n e s p r e n d e n c o r e l e s v a l e u r s O, 1, 2 ...p—1 

e t o ù k c o r r e s p o n d a n t a u x d i f f é r e n t e s l i g n e s p r e n d c e t t e f o i s l e s v a l e u r s n—p—1, 

n—p, ... n—2. 

O n p o u r r a i t t r a i t e r d e s q u e s t i o n s a n a l o g u e s d o n n a n t c o m m e c a s l i m i t e s c e r t a i n s 

d e s r é s u l t a t s p r é c é d e n t s , e t a y a n t l ' a v a n t a g e d e n e f a i r e a p p e l à a u c u n c h o i x fixé 

a p r i o r i d e c o n d i t i o n s i n i t i a l e s . 

C ' e s t a i n s i q u ' e n c h e r c h a n t l e m i n i m u m d e 

f/'dx + hiyl+yi) 
a 

Ì 
¡yldx 

a 

où h es t u n e c o n s t a n t e d o n n é e , on a r r i v e finalement à la c o n c l u s i o n : 
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P o s o n s 

i 

2 (yl+yï) (b-af//'dx 

X = , Y=- j 

j b 6 b — a 
/fax J f dx 

L e p o i n t X, Y n e p e u t s e t r o u v e r q u e d a n s l a r é g i o n c a u - d e s s u s » d e C o u 

« s u r » c e t t e c o u r b e m ê m e . 

Q u a n d X t e n d v e r s O, o n r e t r o u v e c o m m e c a s l i m i t e l e r é s u l t a t r a p p e l é a u 

d é b u t . 

I N T E G R A Z I O N E CON Q U A D R A T U R E DEI S I S T E M I 
A D E R I V A T E P A R Z I A L I L I N E A R I E A C O E F F I 
CIENTI C O S T A N T I (IN D U E V A R I A B I L I ) 

D i L . F A N T A P P I È , Bologna 

V o g l i a m o r i so lvere esp l ic i tamente con sole q u a d r a t u r e il p rob l ema di Cauchy-

K o w a l e w s k y per il p iù genera le di de t t i s i s temi a d e r i v a t e pa rz ia l i che non sia di 

t i po parabol ico , s i s t ema che con u n ' o p p o r t u n a sos t i tuz ione l ineare a coefficienti 

cos t an t i sulle n funzioni incogni te zr(x,y) può sempre r i d u r s i alla f o r m a : 

8 Mathematiker-Kongreß II3 

S o i t ( C ) l a c o u r b e d é c r i t e p a r l e p o i n t d e c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s ( | , ) j ) 

_ _ t{\ - f - c o s / ) _ _ t (1 + eh t) 

/ 4 - s i n / Ç — 14- sh t 

, / — s i n / _ f i s t t ( - ~ t 

7 ¡ ~ / + s i n / ï ) — sht + t 

b r a n c h e « d e s c e n d a n t e » a l l a n t d e b r a n c h e « a s c e n d a n t e » a l l a n t d e 

( o , T I 1 ) à (1, o ) ( i , o ) à (00 , 00). 
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in cui pLr s o n o i coefficienti d i d i r ez ione delle r e t t e c a r a t t e r i s t i c h e ; crk c o s t a n t i , e le 

fr (*> y) funz ion i n o t e , o lomor fe nel l ' i n t o r n o di u n t r a t t o di c u r v a _T n o n t a n g e n t e 

a n e s s u n a c a r a t t e r i s t i c a . P e r ogn i p u n t o P = (x, y ) , a b b a s t a n z a v ic ino a ques to 

t r a t t o , v o g l i a m o d e t e r m i n a r e i v a l o r i d i quel le soluzioni zr (x, y) che sul t r a t t o r si 

r i d u c o n o a funz ion i a s s e g n a t e ( p u r e iv i o lomorfe) Zr (x). I n d i c a n d o pe rc iò con 

xr=xr(y—[ir*) l ' asc issa del p u n t o Pr¡ i n t e r sez ione della c a r a t t e r i s t i c a r e s i m a u scen te 

da P con il t r a t t o T, e con ì r l ' ope ra to re i n t e g r a l e 

(2) Ir f(x,y) = J}\ t,y + fir (t — x)\ dt = f'x, y) 

si verifica fac i lmente che le so luz ioni ce rca te , definite dal s i s t ema ( i ) con le d a t e 

condiz ion i in iz ia l i , s o n o a n c h e u n i v o c a m e n t e definite come soluzioni del s i s t ema 

i n t e g r a l e : 

(3) zr = 2kCrkIrZk + h fr + ( j — ¡ir X) 

ove le <ar(y — f/rx) = Zr(xr) = Zr\xr(y— f/rx)\sono p u r e funz ioni n o t e ( r e g o l a r i ) . 

S e fosse poss ib i le il calcolo con gl i o p e r a t o r i Ir c o m e se fosse ro q u a n t i t à o r d i n a r i e , 

le so luz ioni z¡¡ (x, y) s a r e b b e r o da t e dal le 

n n 

(4) Zk\x,y) = £ r

B r k ( h , li, lH)Irfr+2rBri{h, h , h ) 0>r 

essendo gli o p e r a t o r i Brk funz ion i d i Ix, I2, . . ., / „ , c o r r i s p o n d e n t i alle funz ioni r az io 

na l i Brk(kl, kt, kx) d a t e dag l i e lement i rec iproc i del d e t e r m i n a n t e 

(5) J (Ài, kit ..• , kx) — 

i fu Ai, clt k¡, 

¿21 ^ 2 , I C22 ^ 2 , . ¿2* À2 

M a , a p p l i c a n d o i r i s u l t a t i gene ra l i d i u n a m i a M e m o r i a (Accad . d ' I t a l i a , vol. I , 

1930) si t r o v a che il calcolo degl i o p e r a t o r i g(Ir) è e f f e t t ivamente poss ib i le e r i g o -

114 
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r o s o "per ogni . funz ione anal i t ica g(vi) che sia o lomor fa n e l l ' o r i g i n e , avendos i iti 

q u e s t o c a s o 

(6) g (Ir) f = ^ j j 7 r (x, y ; K) ? (Xr) A , 

( r e s iduo n e h ' o r ig ine ) ove yr è d a t a dal l ' ope ra to re l ineare L„ app l i ca to a / , 

X x—t 

(7) 7r(x,y; Xr) = Lrf=±-f(x,y) + ±fe»f(t,j + ¡ir(t — x))dt 

( funz ione d i ¿ r s ingola re solo n e l l ' o r i g i n e ) . P o i c h é p e r ò gli o p e r a t o r i sono fra 

loro p e r m u t a b i l i , s a r à poss ibi le e r i g o r o s o anche il calcolo di qua lunque o p e r a t o r e 

g (Ilt I2, ..., I„), co r r i sponden te a u n a funzione ana l i t i ca g (kít X¡, ... , ln) che sia 

olomorfa nell' intorno dell' origine A, = A¡ = ... = XH — o, avendos i come espress ione 

effet t iva d i q u e s t o o p e r a t o r e 

(8) g(/„/„...,/.)/= rdK j d ^ . . . JdVy(*,r,i»4• • •,4Í)gfr,it,-,A.) 

ove C 0 è u n a piccola c u r v a chiusa r acch iuden te il solo p u n t o s ingo la re , s i t ua to nel-

r o r i g i n e , della funzione i n t e g r a n d a , e y è il r i s u l t a t o de l l ' app l i caz ione successiva 

alla funz ione / d i t u t t i gl i n ope r a to r i l ineari Lr, cioè 

(9) 7 (x,y; Ai, A2) . . . , A») = A A . . . LH f 

che si calcola, pe r le (7), a p a r t i r e da / con n q u a d r a t u r e . 

P o i c h é gl i ope ra to r i , funzioni d i Iv I2, . . ., In , che compaiono nelle formóle di 

r i so luz ione (4) c o r r i s p o n d o n o a funz ioni raz iona l i di X¡, A2, ...,Xn il cui denomina

t o r e â h a il va lore 1 ( ^ 0 ) n e l l ' o r i g i n e , cioè a funzioni raz iona l i che sono sempre 

. r ego la r i n e l l ' o r i g i n e , b a s t e r à app l i ca re la formóla gene ra l e (8) a l calcolo di ques t i 

special i o p e r a t o r i pe r ave re in fo rma esplici ta , con sole q u a d r a t u r e , le effett ive solu

zioni 2k(x,y) del s i s t ema differenziale ( 1 ) , soddis facent i alle da te condiz ioni iniziali . 

i ts 



Analyste 

S U R L ' É Q U A T I O N I N T É G R A L E DE F R E D H O L M 

D A N S LE D O M A I N E C O M P L E X E 

P a r R A D U B A D E S C Ö , Clu j 

où C e s t u n e cou rbe fermée, a n a l y t i q u e e t d é l i m i t a n t u n d o m a i n e s imp lemen t con

n e x e D, diffère essen t ie l l ement d e celle où C es t u n e courbe j o i g n a n t d e u x po in t s 

d i s t i nc t s , géné ra l i s a t i on i m m é d i a t e de l ' équa t ion c lass ique de F r e d h o l m . L e s t r o i s 

t h é o r è m e s é tabl i s p a r cet a u t e u r n e s ' é t enden t à l ' équa t ion ( i ) que d a n s des cas 

t r è s pa r t i cu l i e r s . D a n s le cas le p lus s imple d 'un n o y a u K (z, s), a n a l y t i q u e en s su r 

t o u t le d o m a i n e D sauf en u n seul p o i n t 6 (z) * ) , qu i es t un pôle ou u n p o i n t s in

gu l ie r essent ie l p o u r ce t t e fonct ion , il y a des cond i t ions suffisantes re la t ives à 

l ' ex i s t ence d 'une so lu t ion 0(z) de ( i ) , j o u i s s a n t des p r o p r i é t é s é tabl ies d a n s le cas 

c i té p a r Fredholm. I l s u f f i t 2 ) p o u r cela que la t r a n s f o r m a t i o n 3 ) Z = 0 (z), — où l 'on 

suppose 8 (z) fonct ion r a t ionne l l e de z — a d m e t t e u n cycle fixe a t t r a c t i f (ou u n 

p o i n t fixe), e t que les fonct ions Ç K (z, s) • ds e t ¥(z) so ient ho lomorphes a u t o u r 
des p o i n t s de ce cycle, la p r e m i è r e é t a n t e n t i è r e 4 ) . L e d o m a i n e d ' ex i s t ence d a n s le 

plan z de 0 (z) es t con tenu d a n s le d o m a i n e to ta l d ' a t t r a c t i o n re la t i f a u cycle. 

L ' e x i s t e n c e d ' un cycle a t t r a c t i f es t u n cas t r è s pa r t i cu l i e r car la t r a n s f o r m a t i o n 

m e n t i o n n é e p e u t n ' a d m e t t r e que des cycles (ou po in t s fixes) m i x t e s ou répuls i f s . 

D a n s le p r e m i e r cas , il se p r é s e n t e u n e nouve l le c a r a c t é r i s t i q u e p o u r 0 (z), ce t te 

fonct ion a d m e t t a n t dans le p lan X des p o i n t s s ingu l i e r s essent ie ls à d i s t a n c e finie, 

ma i s d i s t i nc t s de l 'o r ig ine . D a n s le p lan z, elle p e u t ê t re définie d a n s l ' i n t é r i eu r du 

d o m a i n e to ta l d ' a t t r a c t i o n re la t i f au cycle, s'il e x i s t e . L e s so lu t ions 0 (z) de ( i ) 

qu ' on p e u t définir a u t o u r des cycles répu l s i f s , son t ho lomorphes e n i/À au vo i s inage 

de l ' o r ig ine de ce p lan , ce p o i n t a p p a r a i s s a n t c om me s ingul ie r essent ie l d ' une espèce 

pa r t i cu l i è r e . L a r é so lu t i on de ( i ) se r a t t a c h e d a n s t o u s les cas ci tés à u n e équa t ion 

fonct ionnel le qu i géné ra l i s e les équa t ions différentiel les . 

' ) variant ou non avec z. Le cas 6 (z) = o a été traité par M. Wavre. Comptes rendus, t. 172, p . 432. 
2 ) l'unicité introduit certaines conditions supplémentaires sur /((z,s). 
3 ) Si 8 (z) est identique à une constante, par une simple transformation on ramène ce cas à celui 

étudié par M. Wavre. 

*) Ces propriétés s'étendent dans un cas très étendu, aussi à des fonctions ÇK(z,s) ds non nécessaire
ment entières. C 

L ' é q u a t i o n i n t ég ra l e d u t y p e F r e d h o l m 

( i ) 
c 

c 
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S U R LE P R O B L È M E DE LA M E S U R A B I L I T É D E S 
E N S E M B L E S D É F I N I S S A B L E S 

P a r C A S I M I R K U R A T O W S K I , L w ó w 

L 'op in ion que t ous les ensembles et tou tes les fonct ions que l 'on sa i t définir sont 

mesu rab l e s a u sens de Lebesgue es t t rès r épandue . D a n s l 'é tat ac tuel des m a t h é m a 

t iques , ce t te opinion ne semble p a s ê t re suf f i samment justifiée. L ' ensemble E don t 

j e va i s m 'occuper ici, défini p a r des moyens t o u t à fa i t é lémenta i res , p ré sen te un 

exemple où il m a n q u e complè tement de mé thode p o u r décider si cet ensemble est 

m e s u r a b l e ou non. 

Définition de l'ensemble E. I m a g i n o n s t ou t e s les sphères de r ayon e t des coordon

nées du cen t r e r a t ionne l s r angées en une su i te | SK j b ien dé t e rminée (peu impor te 

d 'a i l leurs quelle soi t sa déf in i t ion) . Soi t le w-ième chiffre du développement 

dyad ique (infini) de x. A d m e t t o n s , pa r définit ion, que le nombre positif x appar

tient à E, lorsqu'à chaque y positif correspond un z irrationnel (positif) tel que la 

condition jK") = i implique que le point x, y, z soit situé en dehors de S„ . 

L ' e n s e m b l e E es t d e la 4-ième classe p ro j ec t ive (CPCA), sans ê t r e de classe in

fé r ieure *) (en v e r t u des p r o p r i é t é s du « cr ible » d e M . Szp i l r a jn et moi , F u n d . 

M a t h . 18, 168). O r , on ne sai t r ien concernan t la mesu rab i l i t é des ensembles p ro -

jec t i f s de classe si élevée (et — comme l 'affirme M . L u s i n , C. R . 180, p . 1817 — on 

n e le s a u r a j a m a i s ! ) . 

P o u r se conva inc re que E es t de la 4-ième classe, on peu t se s e rv i r de la mé thode 

d ' éva lua t ion de classe à l 'aide des symboles logiques (v. F u n d . M a t h . 17) ; no t am

ment , en d é s i g n a n t p a r II : « quel que soit x » e t p a r 2 : « il e x i s t e un x tel que », 
x x 

il v ien t : 

I x a p p a r t . à E\ = JJ£ iis e s t i r r a t - ) Il(*M
 = i)—>~(xyz n ' a p p a r t . pas à Sn)}. 

y z n 

L 'ensemble des po in t s xyz s a t i s fa i san t à la condi t ion en t r e c roche ts [ ] es t évi

d e m m e n t borel ien. L ' o p é r a t e u r 2 cor respond à une p ro jec t ion (opéra t ion P), en 

v e r t u de fai t généra l que, / (x, y) é t an t u n e fonct ion propos i t ionne l le , l 'ensemble 

des x te ls que 2 ' / (x, y) es t la p ro jec t ion para l lè le à l ' axe Y de l ' ensemble des po in t s 
y 

xy tels que / (x, y) (v. K u r a t o w s k i et T a r s k i , F u n d . M a t h . 17, p . 243). L 'opé ra 

t e u r Il é q u i v a u t à la néga t ion de 2 de la néga t ion ( fo rmule de de M o r g a n ) , donc 

à l ' opé ra t ion CFC. L ' ensemble E es t donc CPCA. 

!) Pour les définitions d'ensembles de classe n, v. Lusin, C. R. 180 (1925), p . 1572. 
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I l e s t enfin à r e m a r q u e r q u e la cond i t ion e n t r e c roche t s [ ] se la isse e x p r i m e r à 

l 'a ide des o p é r a t i o n s logiques ( s o m m e logique, n é g a t i o n , 2) effectuées s u r t r o i s en

sembles d e p o i n t s : l ' ensemble des n o m b r e s n a t u r e l s , la p a r a b o l e y—x2, le p lan 

z = x-\-y. A u p o i n t de v u e g é o m é t r i q u e , cela r e v i e n t à d i r e (loc. c i t . ) q u e l ' ensem

ble E s ' ob t i en t des t r o i s ensembles p réc i t é s à l ' a ide des 5 opé ra t i ons s u i v a n t e s : 

I o a d d i t i o n ( d ' e n s e m b l e s ) , 2° s o u s t r a c t i o n , 3 0 p r o j e c t i o n para l lè le à u n a x e , 

4° r e m p l a c e m e n t des po in t s p a r des d r o i t e s para l lè les à u n a x e (de l 'espace t t -d imen-

sionel où n es t a r b i t r a i r e ) , 5° c h a n g e m e n t des a x e s (X e n Y p a r e x e m p l e ) . 

O n v o i t a ins i que m ê m e p a r m i les ensembles o b t e n u s d ' u n e façon t e l l ement élé

m e n t a i r e il y en a d o n t la m e s u r a b i l i t é p r é s e n t e u n p r o b l è m e non- réso lu . 

ZUM M A S S B E G R I F F E IN P R O D U K T R Ä U M E N 

V o n S T . U L A M , L w ó w 

D e n I n h a l t des R e f e r a t e s b i lde t d ie D a r s t e l l u n g e in ige r R e s u l t a t e , d ie in Z u s a m 

m e n a r b e i t m i t H e r r n Z. L o m n i c k i e r r e i ch t w u r d e n . 

E s seien X, Y zwei a b s t r a k t e R ä u m e , in denen für gewis se M e n g e n M ( m e ß b a r e 

M e n g e n ) e in M a ß m(M) def inier t w o r d e n ist . D a b e i w e r d e n ke ine topologische oder 

g r u p p e n t h e o r e t i s c h e V o r a u s s e t z u n g e n ü b e r d ie N a t u r de r R ä u m e gemach t . E s w i r d 

n u n in d e m P r o d u k t r a u m e X X Y (d- h. dem R ä u m e aller g e o r d n e t e n P a a r e (x, y), 

w o xeX u n d yeY) e in M a ß e inge füh r t . D ies e n t s p r i c h t d e m P r o b l e m e d e r W a h r 

sche in l i chke i t s r echnung , das d a r a u f b e r u h t , a u s gegebenen W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n (un

a b h ä n g i g e r ) E r e i g n i s s e auf die W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n z u s a m m e n g e s e t z t e r E r e i g n i s s e 

z u schl ießen. 

U e b e r d a s M a ß in X (und a n a l o g in Y) u n d die K l a s s e ITC de r d o r t m e ß b a r e n M e n 

g e n m a c h e n w i r fo lgende V o r a u s s e t z u n g e n : 

I . D e r g a n z e R a u m X is t m e ß b a r : XzlVL, so a u c h einzelne E l e m e n t e (x) d e s 

R a u m e s (x) e 2TÏ-

II . A u s M, e Z n für i = 1, 2, . . . n ... folgt ¿I M i e 2TÍ-
=1 

IH. A u s M, NzTXi folgt M—N z ZTT . 

I V . Is t MzTXl u n d m {M) = 0, N d M, so is t a u c h NzTXi. 
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1. m (X) = l; m(M)^o. 

2 . mi^M/j =£m (M¿) be i M{ • My = o w e n n i^áj. 

3. A u s m (M) = o u n d N Œ M folgt m (N) = o. 

Bei d iesen V o r a u s s e t z u n g e n g i l t de r 

Satz. M a n k a n n in dem R ä u m e X X Y ein M a ß e inführen , so d a ß M e n g e n von der 

Ges ta l t M X N m e ß b a r s ind und z w a r das M a ß m(M)-m(N) h aben (dabei bedeu ten 

M und N m e ß b a r e U n t e r m e n g e n von X r e sp . Y), und alle unse r e P o s t u l a t e wei te r 

erfül l t b le iben. 

E i n e n t s p r e c h e n d e r S a t z g i l t für d ie a b z ä h l b a r e n P r o d u k t e d. i. M e n g e n 

Ç(Xi) =X1XX2X--- X J I X - - . aller F o l g e n \x{\, w o x, e X,. 

I m Z u s a m m e n h a n g e m i t F r a g e s t e l l u n g e n der W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g w e r d e n 

e inige E i g e n s c h a f t e n dieses M a ß e s s tud ie r t . E i n e aus führ l i che D a r s t e l l u n g erscheint 

d e m n ä c h s t in den Fundamenta Mathematicae (vorauss ich t l i ch Bd. 2 0 ) . 

Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S D ' U N G R O U P E 
D ' E N S E M B L E S P A R F A I T S ET LEUR APPLICATION 
A L ' É T U D E DE LA F O N C T I O N xa\E{d)\ 
DE M. D. M I R I M A N O F F 

P a r S. P I C C A R D , Neuchâ te l 

Définitions. Soi t e (o <[ e <[ i) un n o m b r e positif fixe que l conque . 

A p p e l o n s Qfl t o u t e n s e m b l e parfai t cons t ru i t s u r un s e g m e n t rec t i l igne <^A,B~p> 

p a r é l iminat ion success ive d ' in terval les no i r s dé t e rminés c o m m e suit : soi t a* un inter

va l le b l anc d o n n é d e r a n g k (k = en t i e r positif que lconque) ; à la (k 4 - 1 ) me opérat ion, 

n o u s é l iminons de <sk un in terval le noir S* + 1 , d e l o n g u e u r S* + 1 = — ~ — , b o r d é 
T I + 2 E 

d e d e u x intervalles b lancs a¿ + 1 , d e l o n g u e u r c h a c u n o* + 1 = e S* + j . Dés ignons 

p a r 6 0 l ' in terval le noir const i tué p a r les d e u x p o r t i o n s d e la d ro i t e p o r t a n t <^A,£^> 

e t e x t é r i e u r e s à ce t in terval le . 

S o i e n t e t < a , ß ] > d e u x in terval les s i tués su r un m ê m e a x e Ox 

(0 — a < a < ¿ , a < ß , ce ß £ ^ « ¿ ) . Cons t ru i sons su r ces in terval les d e u x ensembles 
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s e m b l a b l e s d u t y p e Qfft e t d é s i g n o n s les r e s p e c t i v e m e n t p a r Qfll e t Qfl2. Affectons 

d e l ' accent ' les d o n n é e s re la t ives à (ffî2-

< a , ß > a y a n t u n e l o n g u e u r fixe d o n n é e , d é s i g n o n s p a r ï ï ï j a j la m e s u r e d e 

l ' ensemble d e s v a l e u r s d e a (a < a <C à) p o u r lesquel les QYl1. Qfl2 = o. 

Lemme fondamental. L a condi t ion nécessa i re es t suffisante p o u r q u e les d e u x 

e n s e m b l e s Qfflx e t Q%2 n e pu i s sen t p a s avo i r d e po in t s c o m m u n s e t qu ' i l ex i s t e un 

n o m b r e e n t i e r k > o e t tel q u e t o u s les in te rva l les b l an cs d e r a n g k d e Qfl2 soient 

s i tués à l ' in tér ieur d ' in terval les no i r s d e Qf¡1. 

Proposition i. L ' i n t e rva l l e <^ a , ß ]> a y a n t une l o n g u e u r fixe d o n n é e , s'il n ' ex is te 

p o i n t d e va leu r d e a (a < a <^ b) p o u r laquel le les d e u x in te rva l l e s b lancs a' i l e t 

a ' i 2 d e r a »Ëf u n d e 0 % so ien t s i tués s i m u l t a n é m e n t à l ' in tér ieur d ' in terval les noi rs 

d e {}fl1, quel le q u e soi t la va l eu r d e l 'ent ier k ]> i e t que l q u e so i t a compr i s e n t r e 

a et b y il ex is te au m o i n s un in te rva l l e b lanc d e r a n g k d e Qfl^ qui n e p e u t p a s 

ê t r e s i tué à l ' in tér ieur d 'un in te rva l le no i r d e Qfl1. 

Proposition 2. Si e < \ , on a 2TÏ | a | >• O, quel q u e soi t a ß ^ ab . 

Proposition 3. Si e ^ ^ , que l q u e so i t a ß c o m p r i s au sens l a r g e en t r e Sj e t 

ab, il n ' ex i s t e p o i n t d e v a l e u r d e a p o u r laque l le Q ^ j . Q7?2 = 0 • 
° i 

Proposition 4. S i e ^ \ e t si o < « ß <[ 8 , , ou si ab <^ a. $ ab, ori a : 

z n | « | > o . 

fonction m\E(d) \ de M. D. Mirimanoff. 

Définition. So i t un e n s e m b l e parfai t Qfl cons t ru i t su r l ' intervalle <[ o , 1 > 

d e l ' axe ftr e t QTl, un e n s e m b l e i d e n t i q u e cons t ru i t s u r l ' intervalle <[ o , 1 _> d e 

l ' axe Oy (coord , r e c t ) . D é s i g n o n s p a r OX un a x e faisant a v e c Ox l ' ang le d 

{ o ^ d • M e n o n s p a r t ous les po in t s d e Qf¡x d e s d ro i t e s 11 à Oy, p a r tous 

les po in t s d e Q)ly d e s d ro i t e s 11 à Ox e t p ro je tons o r t h o g o n a l e m e n t t ous les poin ts 

d ' in tersec t ion d e ces d e u x familles d e d r o i t e s sur OX . So i t E(d) l ' ensemble d e 

c e s p ro jec t ions . L a fonction m j E ( d ) j d e M . D . Mi r imanof f e s t la m e s u r e d e 

Proposition5. Si e t si ——ï ¿f-tg # £ ^ e , on a : m j E(d ) \ = sin û -f- cos 
I -f— 2 £ 

D a n s tous les a u t r e s cas , c.-à-d. si e <Cy> quel q u e soit •d c o m p r i s au sens 

*) Voir les mémoires de M. D. Mirimanoff : « Sur un problème de la théorie de la mesure », Funda

menta Mathematicae, t, IV, pp. 76—81 et pp. 118—123. 
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o u s i e < tg # £ ^ i , 

O n e n d é d u i t l a p r o p r i é t é s u i v a n t e : s i x e t y s o n t d e u x n o m b r e s c o m p r i s a u 

s e n s l a r g e e n t r e O e t i e t q u i d a n s l e s y s t è m e d e n u m é r a t i o n à b a s e q u a t r e 

s ' é c r i v e n t a u m o y e n d e s s e u l s c h i f f r e s O o u 3, l e s s o m m e s x 4 - 2 y f o u r n i s s e n t t o u s 

l e s n o m b r e s r é e l s c o m p r i s e n t r e o e t 3. 

ON C E R T A I N P R O P E R T I E S OF THE F O U R I E R 
C O N S T A N T S OF L I N T E G R A B L E F U N C T I O N S OF 
TWO V A R I A B L E S 

By C H A R L E S N . M O O R E , Cinc inna t i 

I t is well k n o w n t h a t the ana logues of t h e t heo rems of P a r s e v a l a n d Riesz -F i scher 

for t he F o u r i e r cons t an t s of a funct ion of a s ingle va r i ab le hold for the doubly 

infinite a r r a y of F o u r i e r c o n s t a n t s associated w i t h a funct ion of t w o var iab les . T h e 

d o m a i n of appl icabi l i ty of these t w o t h e o r e m s is t he class L2 of funct ions . F o r the 

class of L i n tegrab le funct ions w e have n o such s imple resu l t s , b u t several c r i t e r ia 

t h a t a g i v e n set of cons t an t s shall be t he cos ine coefficients of an L in tegrable even 

funct ion have been given. (Cf. W . H . Y o u n g , P r o c . L o n d . M a t h . Soc, ser . 2, vol . X I I 

(1912), p . 41; S. Sz idon , M a t h . Zs . , vol. X (1921), p . 121; C. N . M o o r e , P r o c . Na t . 

Acad. Sci . , vol. X V I I I (1932), p . 396.) I t is shown in t he las t p a p e r re fer red t o t h a t 

no one of these c r i t e r i a includes e i ther of t h e o t h e r s . 

I t is t he pu rpose of the p r e s e n t communica t ion t o e x t e n d these t heo rems t o the 

F o u r i e r cosine-cosine coefficients of an even-even funct ion of t w o var iab les . F o r all 

t h r ee t heo rems w e requ i re t he condi t ion 

(A) 
lim a — O, l im a O (all m), lim a m n — O (all n). 

F o r t h e genera l i za t ion of Y o u n g ' s c r i te r ion w e add the condi t ion 

B ) Asa ^ 5 : O (all tn, n), 
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w h e r e t h e symbol A 2 2 a m n is used t o d e n o t e t h e doub le second difference of t h e am „ 

w i t h r e g a r d t o t h e t w o subsc r ip t s . F o r t h e gene ra l i za t i on of S z i d o n ' s t h e o r e m w e use 

ins tead of (B) 

( C ) °"J£ l og p l o g q I A i i a m x I c o n v e r g e s . 

F o r t h e gene ra l i z a t i on of t h e t h i r d c r i t e r i o n m e n t i o n e d a b o v e , w e add t o (A) t he 

r e q u i r e m e n t 

(D) m n I As> a m n \ c o n v e r g e s , 

» r = 0 , » = 0 

and 

(D,) \am„\og m l o g » \ <C M (a pos i t ive c o n s t a n t ) 

for all (m, « ) . I t is a p p a r e n t t h a t (£>j) inc ludes (A) a n d t h a t t he r e fo r e (Dx) and 

(D) t oge the r c o n s t i t u t e the des i red sufficient cond i t ions . 

ON D E F I N I T I O N S OF B O U N D E D V A R I A T I O N FOR 
F U N C T I O N S OF T W O V A R I A B L E S 

By C. R A Y M O N D A D A M S and J A M E S A. C L A R K S O N , P r o v i d e n c e , U . S . A. 

Seve ra l defini t ions have been g iven of cond i t ions u n d e r which a func t ion of t w o 

va r i ab l e s shal l be said t o be of b o u n d e d v a r i a t i o n . O f t h e s e defini t ions s i x a r e usua l ly 

assoc ia ted w i t h t h e n a m e s of V i t a l i , H a r d y , Arze l à , P i e r p o n t , F r é c h e t , a n d Tone l l i , 

respec t ive ly . A seven th , fo rmula t ed b y H a h n and a t t r i b u t e d by h i m t o P i e r p o n t , can 

read i ly be p roved equ iva len t t o P i e r p o n t ' s definition. F o r convenience let t h e classes 

of funct ions s a t i s f y i n g the r e spec t ive definit ions be deno ted by V, H, A, P, F, a n d T; 

in a d d i t i o n , let t he class of c o n t i n u o u s func t ions b e d e s i g n a t e d by C, and let a p r o d u c t 

( such a s V • T • C) s t a n d for t h e subc lass of func t ions c o m m o n t o t h e t w o o r m o r e 
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classes n a m e d . T h e n the only re la t ions t h a t seem t o b e a l ready k n o w n a m o n g the 
several definitions, m a y be i n d i c a t e d as follows : , - • • . 

P>A>H, A-OH-C, F>V>H, 
V-OH-C, 1 - O A . C , VT-C = H-C. 

I t is t h e pu rpose of t he p r e s e n t paper t o . i nves t iga t e r a t h e r t ho rough ly the fu r the r 
re la t ions a m o n g t h e classes of funct ions sa t i s fy ing the s i x definit ions, and to e x a m i n e 
some of t he p rope r t i e s of the funct ions be long ing to these classes. W e first de te rmine , 
in t he case of each pa i r of c lasses , whe the r one includes the o t h e r or they ove r l ap ; 
for e x a m p l e , w e find 

T>H; P^T, T^P; A^>T,T^>A. • 

N e x t w e ob ta in a complete se t of s imilar r e l a t ions a m o n g such sub-classes as F • B, 
w h e r e B r ep re sen t s t h e class of bounded func t ions ; for example , 

F-ByV-B; A = A-B^1T-B,T-B^>A. 

Addi t iona l re la t ions a r e found a m o n g such sub-classes as P • C, and still o the r 
re la t ions conce rn ing the e x t e n t of the common p a r t of t w o or m o r e over lapp ing 
c l a s ses ; example s a r e t he fo l lowing : 

T - C ^ P - O A-C, P- V= A- V=V-T = H, 

PT> A-T>A-F—A-F-ry H, T B > F T B > H . 

A m o n g the p r o p e r t i e s which funct ions of the severa l classes a r e found to possess 

a r e these . L e t q>(x) deno te t h e to ta l v a r i a t i o n of f(x, y) in y a lone ( r ega rded as 

infinite w h e n f(x, y) is no t of bounded v a r i a t i o n ) , and \eXip(y) have a co r re spond ing 

significance for f {x,y). T h e n if / (x, y) is of class P, t h e se t E of po in t s x [y] for 

which <p(x) [y(y)] is infinite can be e v e r y w h e r e dense in t he in te rva l of definition 

•of f(x, y), b u t i t canno t b e of pos i t ive i n t e r i o r m e a s u r e . If f(x, y) is of class F, 

*p(x) [y (y)i e i ther is eve rywhe re infinite o r is bounded and in t eg rab le in t he sense 

o f R i e m a n n . 
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R I D U Z I O N E A T I P I N O R M A L I E D E F F E T T I V A 
I N T E G R A Z I O N E D E L L E F U N Z I O N I D I S C O N T I N U E 

D i L . L A B O C C E T T A , R o m a 

C o n s i d e r o qu i delle funz ioni un iva len t i , e che in u n o o più p u n t i in n u m e r o finito, 

o c o s t i t u e n t i al p iù u n ins ieme n u m e r a b i l e , del l ' i n t e rva l l o nel qua le sono definite 

p r e s e n t a n o delle d i s c o n t i n u i t à d i u n a delle t r e specie s e g u e n t i : 

a) T a g l i , p u n t i cioè nei qua l i F (c — O ) = F ( Ì - ) - O ) ^ F ( C ) . 

b) Sa l t i sempl ic i , p u n t i cioè ne i qua l i la funz ione è con t i nua solo a de s t r a , 

F (c — o) F (c) —F (c + o ) , o p p u r e è c o n t i n u a solo a s i n i s t r a , F (c — o) 

= P (c)^F (c + o). 

c) S a l t i con p u n t i i so la t i , p u n t i cioè ne i qua l i la funz ione è d i s c o n t i n u a d a a m b o 

i l a t i , F (e — 6)^F (c + o ) , F (c— o)yáF (c)^F (c 4- o ) . 

Al la efi'ectiva i n t e g r a z i o n e di ques t e funz ion i g i u n g o m e d i a n t e l ' appl icaz ione delle 

d u e p r o p r i e t à ben n o t e : 

1. D u e funz ioni g e n e r a l m e n t e ugua l i in u n in t e rva l lo d a t o , sa lvo al p iù in co r r i spon 

denza dei p u n t i di un ins ieme di m i s u r a nul la , h a n n o , in quel l ' i n t e rva l lo lo s tesso 

in tegra le . 

2. U n a funzione d i scon t inua , senza p u n t i i so la t i , si p u ò r i so lvere nella s o m m a di 

u n a funz ione con t inua , il „ n u c l e o " di essa , e d i u n a cos t an t e d i scon t inua , la c o r r i 

s p o n d e n t e „ funz ione dei s a l t i " . 

Del la p r i m a p r o p r i e t à mi s e r v o pe r s o s t i t u i r e ad u n a funzione d i s c o n t i n u a d a t a u n a 

funz ione ad essa equ iva len te , m a p r i v a di p u n t i i so la t i e d a p p e r t u t t o con t inua d a u n o dei 

la t i , pe r es, a de s t r a . B a s t a a t a l e scopo a g g i u n g e r e alla funz ione d a t a u n a funz ione p u n t i 

fo rme o p p o r t u n a m e n t e scelta. S e la funzione d a t a non aveva a l t r e d i s c o n t i n u i t à che 

t ag l i , essa è in ta l m o d o resa con t inua . S e essa c o m p r e n d e v a a l t r e d i s c o n t i n u i t à della 

specie b), c), due casi possono p r e s e n t a r s i : i ) la funz ione d a t a , m e d i a n t e o p p o r t u n i 

s p o s t a m e n t i nei success ivi in te rva l l i , p u ò esse re r i d o t t a alla s o m m a di u n a funzione 

con t inua che ha u n a espress ione ana l i t i ca un ica e di u n a c o s t a n t e d i s con t inua ( fun

z ione dei s a l t i ; 2) t a le unif icazione ana l i t i ca n o n è poss ib i le nel m o d o a n z i d e t t o , con 

le funzioni o r d i n a r i e , ed a l lora la funz ione si r i d u c e ad u n a combinaz ione l inea re di 

funz ioni con t i nue e s i s t en t i in success iv i in t e rva l l i , p iù u n a funz ione dei sa l t i . 
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I T E R A T I V E I N T E R P O L A T I O N 

By E . H . N E V I L L E , R e a d i n g 

F o r pu rpose s of c o m p u t a t i o n i t is i m p o r t a n t t o d i s t ingu i sh be tween a process and 

a fo rmula . F o r example , t h e L e g e n d r e po lynomia l PH (x) can be w r i t t e n down 

expl ic i t ly for a n y p a r t i c u l a r i n t eg ra l va lue of ft, b u t t o c o m p u t e a va lue such as 

P 1 5 (in) f rom the polynomia l for P1S (x) r a t h e r t h a n by 13 appl ica t ions of the 

r ecu r r ence re la t ion 

nPK{x) = {2n—i)x / > „ _ ! (*) — (« — I) Pn-2(*) 

w i t h P0 (x) = I , P 1 (x) ~ x would obvious ly be a b s u r d . T h i s pape r descr ibes a 

u n i f o r m process of in te rpo la t ion which can b e used in p rob l ems in which n o genera l 

fo rmula is t o b e expec ted , and which a lso is a p rac t i cab le p roces s in m a n y cases in 

which a fo rmula e x i s t s b u t d i r e c t s u b s t i t u t i o n would be t ed ious . 

T h e pr inc ip le of t h e me thod is t ha t if w e a r e t o e s t ima te t h e numer ica l va lue of 

a funct ion u (x) for a p a r t i c u l a r a r g u m e n t X, t he re a r e m a n y a p p r o x i m a t i o n s of 

any one o rde r , equally val id t o tha t o r d e r , a n d the i r differences one from ano ther 

reflect in a definite w a y t he i r differences f rom the t r u e va lue of u (X). I n cer ta in 

cases t he difference be tween t w o a p p r o x i m a t i o n s , which of course is known, can be 

ut i l ised for the calculat ion of a be t t e r a p p r o x i m a t i o n w i t h o u t fu r the r reference t o 

t abu la t ed values , by a p rocess which is n o t h i n g m o r e t h a n l inear in terpola t ion 

be tween t h e first t w o va lues . 

T h e process can be repea ted t o any e x t e n t . W h e n t a b u l a r va lues of u (x) only 

a r e used , it is a t ho rough ly pract ical m e a n s , even if the in t e rva l is i r r egu la r , of 

' ) Gl'integrali fondamentali e i metodi per la sommazione delle funzioni puntiformi sono indicati in 

tre mie note „Sulla effettiva integrazione delle funzioni discontinue", R. C. R. Acc. Naz. dei Lincei, 

19 Giugno 1932. — 

" S 

N e l l ' u n o e n e l l ' a l t r o caso l ' in tegraz ione della p a r t e d i scon t inua è i m m e d i a t a m e n t e 

eseguibi le q u a n d o delle cos t an t i d i scon t inue si conoscano gl ' i n tegra l i fondamenta l i , 

che h o g i à t u t t i ind ica t i . 

L e „ funz ion i dei s a l t i " sono o t t e n u t e con là „ s o m m a z i o n e " delle funzioni p u n t i 

formi che definiscono le d i scont inu i tà 1 ) . 



Analysis 

c o m p u t i n g t h e a p p r o x i m a t i o n w h i c h w o u l d b e g i v e n b y t h e g e n e r a l L a g r a n g i a n 
po lynomia l , for w h i c h p u r p o s e t h e exp l i c i t f o r m u l a for t h i s po lynomia l is wel l 
k n o w n t o b e all b u t use less . T h e p r o b l e m of i nve r se i n t e rpo la t ion is t h e r e f o r e solved, 
a n d i n t e rpo l a t i on n e a r a b o u n d a r y w h e r e o n e r e g u l a r i n t e rva l of t a b u l a t i o n g ive s 
p lace t o a n o t h e r is effected w i t h o u t t h e u s e of b r i d g i n g fo rmu lae . Even* fo r i n t e r 
po la t ion w h e n t h e i n t e r v a l is r e g u l a r t h r o u g h o u t , a p rocess in wh ich n o t ab le of 
coefficients is r e q u i r e d , n o differences h a v e t o b e c o m p u t e d , a n d t h e full v a l u e of 
t he a r g u m e n t can b e used f rom t h e ou t se t , h a s p rac t i ca l a d v a n t a g e s w h i c h r e n d e r 
a n e x p e r i m e n t a l c o m p a r i s o n w i t h t h e u s e of such a fo rmula as E v e r e t t ' s m o s t 
de s i r ab l e . 

W h e n d e r i v a t i v e s of u (x) a r e i n t r o d u c e d , t he p a r t i a l s u m s of T a y l o r se r i e s a r e 
themse lves a p p r o x i m a t i o n s of d i f ferent o r d e r s , a n d t h e p rocess can t h e r e f o r e uti l ise-
sys temat ica l ly w h a t e v e r d e r i v a t i v e s a r e ava i lab le . T h e r a p i d i t y of c o n v e r g e n c e is 
some t imes s t r i k i n g : t h e va lues of s i n x a n d i t s first t w o d e r i v a t i v e s a t t w o po in t s 
s epa ra t ed by 15 0 a r e sufficient t o g i v e accu racy t o t he s even th dec imal p lace a t any 
i n t e r m e d i a t e po in t . 

A n a c c o u n t of t h e m e t h o d , w i t h numer i ca l e x a m p l e s , wi l l appea r in t h e Journal of 
the Indian Mathematical Society, vol . 20. 

B E S C H R Ä N K T E A N A L Y T I S C H E F U N K T I O N E N 
U N D S T I E L T J E S - I N T E G R A L E 
V o n J U L I U S W O L F F , U t r e c h t 

D ie se r V o r t r a g ist d e r K l a s s e de r j en igen F u n k t i o n e n f (z) = f (x 4 - yi) — u 4 - vi 
g e w i d m e t , w e l c h e r e g u l ä r s ind in d e r H a l b e b e n e D (#> o) und d o r t e inen pos i t iven 
Real te i l u be s i t zen . 

Mi t t e l s d e r N e b e n b e d i n g u n g d a s s f(z) e i ne a s y m p t o t i s c h e E n t w i c k l u n g 

s ' z-
bes i t ze , h a t H e r r R . N e v a n l i n n a geze ig t , 

d a s s f(z) d u r c h e in St ie l t jes- In tegra l d a r g e s t e l l t w i r d : 

w o ip (y) e ine n i c h t - a b n e h m e n d e F u n k t i o n ist . 
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Aiulysi» 

Geze ig t wi rd d a ß , w e n n j e n e N e b e n b e d i n g u n g u n t e r d r ü c k t wi rd , so d a ß a lso 

nu r d ie V o r a u s s e t z u n g e n : f (z) holomorph in D (x~^>o) und u^o ü b r i g bleiben* 

eine ähn l i che D a r s t e l l u n g gilt, näml ich 
QC 

O f { 2 ) = S {-J^jr + TTp) d ? W + X z + r • • • •x) 
Die n i c h t - a b n e h m e n d e F u n k t i o n %p (y) ist au f fo lgende W e i s e m i t f (z) v e r k n ü p f t : 

d ie F u n k t i o n y> (x, y) — (vdy 4- udx) h a t für j edes y e inen endl ichen Grenzwer t , 

i 

w e n n x n a c h Nul l s t r e b t ; d ieser Grenzwer t is t y> (y). 

D a s I n t e g r a l in ( i ) ist. wieder ein St ie l t jes-Integral . D i e K o n s t a n t e X ist posi t iv 

o d e r null . 

W e s e n t l i c h be i d e r H e r l e i t u n g von ( i ) ist folgender S a t z : 

fur « > o ist — y , < — . 

W e n n u m g e k e h r t in ( i ) für y¡ (y) i r gend eine n i c h t - a b n e h m e n d e Funk t ion g e s e t z t 
o© 

wird , w e l c h e d e r B e d i n g u n g \ ^ < oo g e n ü g t , für X e ine pos i t ive Zah l 

-¿ 1 * y 

o d e r null , u n d für u e ine Zah l mi t genügend g r o ß e m Rea l te i l , s o s te l l t ( i ) eine 

F u n k t i o n u n s e r e r K l a s s e da r . 

G e z e i g t wird wie die Haup te igenscha f t en d ieser F u n k t i o n e n aus ( i ) h e r v o r g e h e n . 

S U R LE P R O B L È M E DE M O M E N T S 

P a r M I C H E L K R A W T C H O U K , K i e w 

So i t 

w„(x) = x" +- x—1 -\- xK~2 4 - . . . {n = 0,1, 2 , . . . ) 

le p o l y n ô m e satisfaisant dans l ' intervalle (a, b) a u x condi t ions d 'o r thogona l i t é : 

J w„ {x). x* .p (x) dx = O (¿ = 0 , 1 , 2 , . . . , « — i ) , 

o ù la fonction p(x) e s t bo rnée e t non -néga t ive . O n a les résu l ta t s s u i v a n t s : 

!) Während des Kongresses stellte sich heraus, daß diese Darstellung schon von Herrn Marcel Riesz 
gegeben worden ist (Sur certaines inégalités . . ., Kungl. Fys. Sällsk. I Lund Förhanlinger, 1.1, 1931). 

1^7 
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< n 

o ù l e n o m b r e c o n s t a n t k s e t e r m i n e p a r l a f o n c t i o n / (x) s e u l e . 

L E S F O N C T I O N S M O Y E N N E S ET LES I N T É 
G R A L E S DE S T I E L T J E S 

P a r N . G U N T H E R , L é n i n g r a d e 

U n e fonct ion s o m m a b l e f (x) é t a n t m a l définie s u i v a n t sa n a t u r e m ê m e , on n e p e u t 

p a s e spé re r l ' ob ten i r p a r u n calcul d i rec t . C o m m e , au c o n t r a i r e , sa moyenne p o u r un 

d o m a i n e (co) : - 1 - I f(x)dco es t b i en définie, on p e u t p r é s u m e r , que son i n t r o d u c t i o n 

«0) 
à la p lace de / (x) p e u t r e n d r e les calculs e x a c t s e t p ra t i cab le s . R e m a r q u o n s , au 

s u r p l u s , que l ' expér ience n e condu i t le phys i c i en q u ' à la conna i ssance des va l eu r s 

m o y e n n e s des o b j e t s de ces é t udes e t q u e la recherche d 'une fonct ion de po in t s à la 

place de sa va leu r m o y e n n e n ' a p o u r effet, pa r fo i s , q u e les compl ica t ions é t r a n g è r e s au 

p rob l ème . O n sa i t b ien , p a r exemple , q u e la sér ie , qu ' on o b t i e n t en déve loppan t su i 

v a n t les fonc t ions de S t u r m - L i o u v i l l e la so lu t ion du p r o b l è m e d u r e f ro id i s semen t 

d ' une b a r r e , d o n n e ce t t e so lu t ion q u e sous les cond i t ions assez sévères imposées à la 

d i s t r i b u t i o n in i t ia le de la t e m p é r a t u r e . O r il es t a isé de d é m o n t r e r que le développe

m e n t de la va l eu r m o y e n n e de la fonc t ion cherchée en sé r i e s u i v a n t les moyennes 
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A. S ' i l n ' y a p a s d a n s l ' i n t e r v a l l e (a, S ) (a^-a < $¿^b) d e r a c i n e s d u p o l y n ô m e 

tùM{x), a l o r s o n a : 

gp.x)dx = J ^ f j W d x , 

l e n o m b r e hn é t a n t u n e f o n c t i o n b o r n é e d e n. 

B. S i l a f o n c t i o n P(x), m o n o t o n e d a n s l ' i n t e r v a l l e (a,b), v é r i f i e l e s é g a l i t é s : 

J xkdP{x) = fxip(x)dx [k = o , \ , . . . , 2 n — 1), 

a Ja 
a l o r s o n a : 

klg n 
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des fonct ions de S t u r m - L i o u v i l l e est conve rgen te e t d o n n e pour le m o m e n t in i t ia le 

la va leu r moyenne de la t e m p é r a t u r e sous la seule condi t ion qu'el le soit définie pa r 

une fonct ion qui n ' e s t qu ' à ca r r é sommable . I l n 'es t donc pas p r i v é d ' in té rê t de poser 

les p rob lèmes de m a n i è r e , que la fonction moyenne y e n t r e d i r ec t emen t et p a r v e n i r 

à un calcul, qu i p e r m e t d 'achever les opé ra t i ons avec ces fonct ions moyennes sans 

avo i r r ecour s à leur t r a n s f o r m a t i o n à l 'a ide d 'un passage à la l imi te d a n s les fonct ions 

de po in t s . Ce calcul es t fourni p a r la théor ie des in tégra les de S t ie l t j es . O r , l 'emploi 

des in tégra les de S t i e l t j e s é t a n t é tabl ie p o u r les fonct ions des domaines plus géné

rales que la moyenne d 'une fonct ion sommable , il y a lieu de généra l i se r cet te der 

n iè re no t ion , ce qu i o u v r e des voies a u x appl ica t ions nouvelles. L e s pr incipales de 

ces app l ica t ions se r a t t a c h e n t a u x problèmes f o n d a m e n t a u x de la physique m a t h é 

m a t i q u e et s u r t o u t a u x prob lèmes liés au laplacien, comme j ' a i m o n t r é dans mon 

mémoi re des « T r a v a u x de l ' I n s t i t u t Stekloff » 1 ) . 

M a i s on p a r v i e n t aus s i pa r l ' i n t e rmédia i re du t héo rème des M M . F r . R i e s z et 

J . R a d o n relat i f a u x opé ra t ions l inéaires cont inues , a u x appl ica t ions à la mécan ique 

q u a n t i q u e en p e r m e t t a n t de d o n n e r à p lus ieurs a sse r t ions une fo rme tou t à fait 

r i goureuse . 

Ü B E R EINE N E U E D I F F E R E N T I A L R E C H N U N G 
FÜ R F U N K T I O N E N M E H R E R E R REELLER 
V E R Ä N D E R L I C H E N 

V o n K A R L B O G E L , Schu lp fo r t e 

W i r besch ränken u n s hier auf F u n k t i o n e n f (x1,x2,xs) von dre i Veränder l i chen . 

E i n e solche nennen w i r in (a , , o 2 , o 3 ) to ta l d i f ferent ierbar , wenn dase lbs t e x i s t i e r e n : 

1. D ie dre i par t ie l len A b l e i t u n g e n Dx1 f, Dx2 f, Dx.A f (also die G r e n z w e r t e der 

dre i l inearen Di f fe renzenquo t i en ten) . 

2. Dre i „zweid imens iona le A b l e i t u n g e n " D(xvx2)f, D(x2,x3)f, D(xs,x1)f, 

d. h. die zweid imens iona len G r e n z w e r t e der zweid imens iona len Differenzen

quot ien ten . 

! ) t. I , 1932: Sur les intégrales de Stieltjes et leurs applications aux problèmes fondamentaux de la 

physique mathématique. 
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,»2 — 1 

V ^ i — ' J - l»S I>3 = 0 V3.' 

+ ... + ... 

- r - * i * 2 * 3 ( » , — I ) / ( » , — I ) . ' ( » . — I ) / 1 S ) 1 2 J ( L ) 

f[A Xx r&Xt, ft, x,). 

U m RHI,KS,HS a b z u s c h ä t z e n , i s t es a l so n u r nö t i g , e ine e inz ige A b l e i t u n g in e inem 

d re id imens iona l en Be re i che zu kennen , alle a n d e r e n v o r k o m m e n d e n in g e r i n g e r d imen

s ion ie r t en . 

D i e z u s a m m e n f a s s e n d e T h e o r i e w i r d d e m n ä c h s t e r sche inen . 

1 3 0 

3 . D i e „ d r e i d i m e n s i o n a l e A b l e i t u n g " D {xlt x2, x3) f a ls d r e id imens iona l e r G r e n z 

w e r t des d r e i d i m e n s i o n a l e n Di f fe renzenquot ien ten . 

D iese le icht k o n t r o l l i e r b a r e „ t o t a l e D i f f e r e n t i e r b a r k e i t " i s t h in re ichend ( a b e r n i ch t 

n o t w e n d i g ) für d ie E x i s t e n z des S to lz ' s chen to t a l en Dif ferent ia les ; i h r e Z u g r u n d e 

l egung e r m ö g l i c h t d e n A u f b a u e ine r gesch lossenen T h e o r i e de r diff e r e n t i e r b a r e n F u n k 

t ionen . E i n H a u p t s a t z a u s i h r i s t fo lgender M i t t e l w e r t s a t z : 

, ,Es e x i s t i e r e 

1 . D (xlt x2, x3) f i n 7 , , 2 , a = [av a2, a3; b v b2, b3] 

2. D (xlt x2) f in 7 j , 2 = [ o 1 ( a 2 , a3; bt, b2, a3], 

ebenso D (x2, xa) f in 7 2 , 3 u n d D (x3, x^ f in 7 3 ,1 : 

3 . Dx1 f in J1 — \ax, a2, a3; blt a2, o 3 ] , ebenso Dx2 f in 7 2 u n d Dxs f in 7 3 . 

D a n n g i b t es im I n n e r e n v o n 7 l t 2 ) 3 e inen P u n k t (pv p2, p3) d e r a r t , daß 

f (Pi> bv b s ) — f (°i>
 av a s ) = (bi — a i ) ' D x i f (Pi' av a s ) + • • • + •• • 

+ (Pi — ax) (b

2 — aí¡)-D(xv x2) f (pv p2, a3) - f . . . + . . . 

+ (Pi — a i ) (&2 — a2> (bS — a

3 ) - D (XV
 X2> Xs) f (Pv P2> Ps) Silt" 

D i e s e r M i t t e l w e r t s a t z e rg ib t , auf d ie T a y l o r e n t w i c k l u n g a n g e w a n d t , e ine rse i t s d ie von 

H e r r n N e d e r au fges te l l t e F o r m des Res tg l i edes auf n e u e m W e g e , a n d e r e r s e i t s eine 

w e i t e r e i n t e r e s s a n t e F o r m des Res tg l i ede s . S e t z t m a n näml ich 

f(xltxuxt) = "Z "£ "2^-^-^-(Dx^{Dx^{Dx^f{o,ojo)+Rni,nt,nt 

„3=0 „ 2 = 0 „ 1 = 0 VI.' V2.' V 3 / 

( S t e t i g k e i t der A b l e i t u n g e n v o r a u s g e s e t z t ) , so e rhä l t m a n : 

[fti—ij- « 3 = 0 1 - 2 = 0 v 2 ; v 3 ; 
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SOME N E W C O N V E R G E N C E C R I T E R I A FOR 
F O U R I E R S E R I E S 

B y G. H . H A R D Y and J . E . L I T T L E W O O D , C a m b r i d g e 

In th i s n o t e w e a r e conce rned wi th t h e c o n v e r g e n c e of a F o u r i e r series in t h e 

classical sense . W e m a k e the usua l formal simplifications ; we cons ide r an in t eg rab le , 

pe r iod ic , a n d even function 0 (t), a n d inves t iga te condi t ions u n d e r which its F o u r i e r 

ser ies 2 a„ cos nt c o n v e r g e s t o zero w h e n t = O. It is conven ien t t o suppose also 

t h a t t he m e a n va lue of 0 (t) o v e r a p e r i o d is zero , so t h a t a0 — o ' ) . 

Theorem 1. If (i) 

(i) 0(t) = o\ 1 

log I lit I 

and («) 

(2) a„ = 0 (*-<0 
for some positive 8, then 

(3) 2 a„ — o. 

Inc identa l ly , we p r o v e a t h e o r e m c o n c e r n i n g t h e summabi l i ty of F o u r i e r series 

b y Bore l ' s e x p o n e n t i a l m e t h o d . 

Theorem 2. If 0 (t) satisfies (i), then S an is summable (B) to sum O. 

THE S U M M A T I O N OF F O U R I E R S E R I E S BY 
H A U S D O R F F M E A N S 

By E I N A R H I L L E , P r i n c e t o n and J. D . T A M A R K I N , P r o v i d e n c e , U . S. A. 

T h e pape r is devoted t o a s t u d y of the s u m m a t i o n of F o u r i e r ser ies and allied ser ies 

by Hausdo r f f m e a n s 2 ) . W i t h Hausdo r f f w e define t he genera l i zed l imi t of t he 

sequence to be 

(i) [H, ?(*)]— um J * = 1 ¡ m U(1)s* \ «* ( I - « ) " -*<*? (« ) . 

!) We can secure this by adding an appropriate A - f - B cos / to * (f). 
2 ) F . Hausdorff, Summationsmethoden und Momentfolgen. I. Math. Zeitschrift, 9 (1921)1 7 4 — 1 ° 9 

' 3 ' 
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w h e r e g (M ) is of b o u n d e d v a r i a t i o n in (o , r ) , c o n t i n u o u s a t u = o, q(o) = o, 
q ( i ) = I . L e t / (x) b e an a r b i t r a r y pe r iod ic func t ion of class L, le t sk (x) deno te 
t h e kth p a r t i a l s u m of i ts fo rmal F o u r i e r se r ies , and let Hn [f (x); q (m)] deno te t he 
r e su l t of s u b s t i t u t i n g ^ (x) for sk in t h e s u m on the r i g h t - h a n d s ide of ( i ) . T h e 
me thod of s u m m a b i l i t y defined b y q (u), [H, q (w)] say, is said t o be ( F ) — effec
t i v e if 

(2) Hn if(x); q[uj]~*f(x) u n i f o r m l y 

for a n a r b i t r a r y c o n t i n u o u s funct ion / (x). I t is said t o be (L)-effective if (2) holds 
for an a r b i t r a r y func t ion of class L a l m o s t eve rywhe re . 

W e p u t 

(3) C (s) =. J [g (u) — ii] cos us du, 

(4) m= p*£u+ r - ' * i i i = j M * , ftM= f V w , } ! . 
t/S W t/O A u t/0 

I n o r d e r t h a t [H, q (m)] be (F)-effective it is necessa ry t h a t 

(5) Jo \C(s) \ 

w h e r e a s (5) t o g e t h e r w i t h 

(6) l i m y ( £ ) < c o 
s—»• 0 

a r e sufficient. If t h e r e e x i s t s a lso a pos i t ive , con t inuous , n o n - i n c r e a s i n g funct ion £ (s) 
such t h a t 

(7) \C(s)\<€(s) a n d J £ (s) ds < 00 . 

t hen [H, q (m)] is (Z.)-efFective, and , in add i t i on , can be used t o s u m the der ived 
ser ies of a funct ion of b o u n d e d v a r i a t i o n . T h e definit ion will s u m the c o n j u g a t e 
ser ies of a F o u r i e r ser ies and the c o n j u g a t e der ived ser ies of a funct ion of bounded 
v a r i a t i o n if (6) holds , and if t he F o u r i e r sine t r a n s f o r m of q (u) —u satisfies (7). 

T h e a u t h o r s have d e t e r m i n e d a n u m b e r of condi t ions , necessa ry and sufficient or 
mere ly sufficient, wh ich ensu re t h a t t he F o u r i e r t r a n s f o r m of a g iven func t ion be 
in t eg rab l e over an infinite r a n g e , and h a v e appl ied these c r i t e r i a t o the cons t ruc t i on 
of (F)- or (L)-ef fec t ive defini t ions [H, q («)]. 
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ON S U M M A B I L I T Y OF F O U R I E R S E R I E S 

By E I N A R H I L L E , P r i n c e t o n and J. D . T A M A R K I N , P rov idence , U . S. A. 

W e a r e concerned he re w i t h a definition of summabi l i ty by convergence fac tors , 
de t e rmined by a m a t r i x 21 eh (a,„„), m, n — o, i , 2, . . . . which , in add i t ion t o the 

usual condi t ions of r egu l a r i t y (T)2\a —a i < ^ < ^ o o , f I I ) a—»1 as w->oc , 

n=o, i , 2 , . . . , satisfies a lso the condi t ion ( I I I ) E a c h r o w of t h e m a t r i x 21 is a 
fac tor-sequence which t r a n s f o r m s an a r b i t r a r y F o u r i e r ser ies of class L i n to a 
F o u r i e r series of class L. 

L e t / (x) be an a r b i t r a r y per iodic funct ion of class L (of per iod 2 j i ) , and let 

TC 

(1) m ~f0+2(fntinxJr / ! „ ' - ' " ) , f n ~ J Z f M ' - ' - d t 
— Tt 

be t he formal F o u r i e r series of f (x). L e t 

(2) r lx;f)c^a f + T a (f e'«* + / e~''"•') 
« — i 

be the t r a n s f o r m of ( i ) by means of t he m a t r i x 21. W e say t h a t the definition 
of summab i l i t y defined by 2Í, o r s impler , the m a t r i x 21 is (F) — effective if 

(3) tm [x ; f)->f(x) un i fo rmly 

for an a r b i t r a r y con t inuous funct ion f (x). If, on the o the r hand , 

(4) f\f(x)-Tm(x;f)\>dx->0, 

— 7C 

then we say t h a t the m a t r i x 21 is effective ( in the m e a n ) of o rde r p . In pa r t i cu la r , 
if p = i , we say t h a t 21 is effective in the mean . 

O u r m a i n resul t is t h a t ( sub jec t to condi t ions I — I I I above) t he class of ( i n 
effective ma t r i c e s coincides w i t h t h a t of ma t r i ce s effective in the mean . I t is probable , 
a l t hough the proof is not yet completed, t h a t the classes of ma t r i c e s effective of 
o r d e r p , and of o r d e r p ' (ijp 4- ijp' = i ) a re also ident ical , and include all the 
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classes of m a t r i c e s effective of o r d e r q, w h e n e v e r q is b e t w e e n p a n d p'1). O u r d i s 

cuss ion is based u p o n the r e p r e s e n t a t i o n of 

I t 

(5) * m & i ñ = j ñ*+t)dam(t)dt 
— 7C 

which is r ead i ly ava i lab le f rom t h e k n o w n facts of t h e t h e o r y of fac tor - sequences . 

ON THE O S C I L L A T I O N OF THE M E A N S OF R I E S Z 

A N D C E S À R O OF T H E F I R S T O R D E R 

By C. E . W I N N , L o n d o n 

« 

W h e n t„ is t h e R i e s z t y p i c a l m e a n of t h e first o rde r , d e r i v e d from s„ = 

n a m e l y 

+ + " + 

w h e r e o = X 0 <C ^1 <C ••• ^« —•* 0 0 ; a n d w e h a v e g i v e n 

- K ^ - \ uK^H(o<H, K< oo) , lim - ^ ± i = i , 

t h e n t h e fol lowing re la t ion h o l d s b e t w e e n lim su = b, l im s„ = a, lim tn — ß a n d 
"-*•" n^~> »—*•«> 

l im t„ = a : 
n—•>• oo 

B o t h b a n d # lie in t h e closed i n t e rva l whose end -po in t s a r e t h e two roo t s ot 

t h e equa t ion 

Tí ( ¿ > V — i ) + K(etjîr — i ) = o. 

M o r e o v e r it is pos s ib l e for ¿ a n d a t o b e s imu l t aneous ly e q u a l t o t h e roo t s of 

th is equa t ion . 

I t s hou ld b e no t ed t h a t th is resu l t involves H a r d y ' s t h e o r e m in specia l , w h e n 

ß = a. 

T h e ca se of C e s k r o ' s m e a n o c c u r s w h e n \„—n. 

!) This proof was completed at the time of the presentation of the paper at the Congress. 
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EINE I N T E G R A T I O N S THE O RIE FÜR FUNK
TIONEN UNENDLICH VIELER V E R Ä N D E R L I C H E N . 
MIT ANWENDUNG AUF DAS W E R T E V E R T E I 
L U N G S P R O B L E M FÜR F A S T P E R I O D I S C H E 
FUNKTIONEN, I N S B E S O N D E R E FÜR DIE 
R I E M A N N S C H E Z E T A F U N K T I O N 

V o n B O R G E J E S S E N , K o p e n h a g e n 

D e r V o r t r a g be r i ch t e t ü b e r eine A n w e n d u n g d e r früher ( K o n g r e ß O s l o 1929, 

Habil i ta t ionsschri f t K o p e n h a g e n 1930) v o m V o r t r a g e n d e n en twickel ten (auf Daniel i 

z u r ü c k g e h e n d e n u n d a u c h v o n S te inhaus wiedergefundenen) In t eg ra t ions theo r i e für 

F u n k t i o n e n unend l ich v ie le r V e r ä n d e r l i c h e n . E s h a n d e l t s ich v o n demjen igen ge

sch lossenen , unend l i chd imens iona len R a u m Qw, w e l c h e r aus d e m vol len, unendl ich-

d imens iona len R a u m Rm (d. h . d e m R a u m al ler reel len Zah lenfo lgen xu xit xs, ... ) 

d u r c h R e d u k t i o n d e r K o o r d i n a t e n m o d . 1 en t s t eh t . Im Laufe d e s V o r t r a g s wird 

von d e n wesen t l i chen Z ü g e n d i e se r T h e o r i e be r i ch t e t . 

D ie A n w e n d u n g b e s t e h t in e iner V e r v o l l s t ä n d i g u n g e iner f rüher von H . B o h r 

en twicke l t en M e t h o d e , und bez ieh t sich zunächs t auf so lche ana ly t i s che fas tper iodische 

F u n k t i o n e n f(s) = IA „ eA"s (s = a -f- it), we lche d u r c h e ine in e inem ver t ika len 
1 

Streifen a<^a<Cß ab so lu t k o n v e r g e n t e R e i h e 2AMe
JS-"s mi t k o m p l e x e n KoefHzien-

1 

t en An u n d ree l len l inear u n a b h ä n g i g e n E x p o n e n t e n An da rges t e l l t wird . U m einen 

Sa tz v o n W e y l ü b e r G le i chve r t e i l ung v o n Z a h l e n m o d . 1 auszunü tzen ha t H . Bohr 

gle ichzei t ig m i t f(s) die u n e n d l i c h p a r a m e t r i g e M e n g e al ler F u n k t i o n e n f(s; xit x¡, 

x3, ... ) = Ie'inxn Ane^H* m i t „ g e d r e h t e n " Koeffizienten be t r ach t e t . D i e F u n k t i o n e n 
1 

dieser M e n g e sind e ine indeu t ig auf die P u n k t e unse re s unend l i chd imens iona len 

R a u m e s Qm — Ra, (mod . i ) b e z o g e n . N u n gilt d e r Sa tz , d a ß w e n n « < y 

u n d w e n n mi t N„{T) d ie A n z a h l d e r «-Stel len (a b e l i eb ig k o m p l e x ) von f(s) 

im R e c h t e c k y < a <[ í , \t\<^T beze ichne t wird, so ex i s t i e r t d e r G r e n z w e r t 

Ga — l im ^ " u n d ist g le ich d e m ü b e r d e n P a r a m e t e r r a u m Qm e r s t r eck t en In te 
r a » 2T 

g r a l ^na(x,, xt, x3, ... ) dw&, wo na(x\, x¡, x3, . . . ) d ie A n z a h l d e r a-Stellen von 

f(s; xu xu xt, ... ) im festen R e c h t e c k y < ö < J , | í ¡ < — beze i chne t . D ie se r 

1 3 5 



Analysis 

Q U E L Q U E S R E M A R Q U E S SUR LES P O L Y N Ô M E S 
G É N É R A L I S É S DE L A G U E R R E 

P a r K A R E L D U S L , P r a g u e 

J ' i n t rodu i s les p o l y n ô m e s généra l i sés d e L a g u e r r e p a r la fonction g é n é r a t r i c e : 

X I 

(I) -T- ÏT = 2 L
 Àx)~, 

K 1 (i — t)* , = „ ">kX ' n! 

L e d é v e l o p p e m e n t d a n s le s econd m e m b r e e s t c o n v e r g e n t p o u r t ou t e s les va l eu r s 

d e x e t p o u r \t \ <C i . 

L k(x) signifie le p o l y n ô m e d e L a g u e r r e d ' o r d r e k, e t d e d e g r é n. 

L e s p o l y n ô m e s c i -dessus se laissent, e x p r i m e r à l ' a ide d e la fonction d e K u m m e r 

G (or, y, x) c o m m e il sui t : 

/ \ r i \ {k+ n — \)l 
(1) Ln,¿x)= ( k ^ i ) r G [ ~ ~ n ' k ' x ) 

t and i s q u e les p o l y n ô m e s a n a l o g u e s d ' H e r m i t e se r a p p o r t e n t à la m ê m e fonct ion G 

sous la f o r m e : 

(2) H, (x) = - - - - T Gl — n, —, — 
w 2 " 2 * n! \ 2 2 

(3) H2 + 1 (,) = ^L±mx g JL £ ! 
K J I 2 , 4 -1 v ' 2 " n ! \ 2 2 

1 3 6 

Sa tz g i b t d ie G r u n d l a g e für e ine de ta i l l ie r te U n t e r s u c h u n g v o n Ga, d. h . d e r 

W e r t e v e r t e i l u n g v o n f(s). 

A e h n l i c h e R e s u l t a t e w e r d e n für d i e R i e m a n n s c h e Ze ta funkt ion £(s) mi tge te i l t , 

u n d zwar n ich t n u r für d ie H a l b e b e n e < j > i , w o £(s) fas tper iodisch ist, s o n d e r n 

für d ie g r ö ß e r e H a l b e b e n e ö > ~ ; E r g e b n i s s e e ine r g e m e i n s a m e n U n t e r s u c h u n g 

von H . B o h r u n d d e m V o r t r a g e n d e n ( A c t a m a t h . 54 u n d 58) w e r d e n d u r c h H e r a n 

z i e h u n g d e r unend l i chd imens iona l en I n t e g r a t i o n s t h e o r i e ve rvo l l s t änd ig t . 
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T o u s les d e u x espèces d e po lynômes se d é d u i s e n t alors de la fonction h y p e r -

g é o m é t r i q u e F(a, ß, y, x) p a r confluence d e d e u x s ingular i tés régul iè res de l ' équa t ion 

h y p e r g é o m é t r i q u e . 

I. E n p r emie r lieu j ' é t ab l i s p a r une m é t h o d e différente d e celle de L a g u e r r e le 

d é v e l o p p e m e n t de la fonction : 

Jx^1 (II) x * e * \ _ — d x 

w (x\ 
en fraction cont inue . L e d é n o m i n a t e u r de la « - i è m e rédui te , . est le p o l y n ô m e 

généra l i sé d e L a g u e r r e L„i^1 (x). 

L ' é q u a t i o n différentiel le: 

(III) x L"nk [x) + (k + x) L'nk (x) - n L n k (x) = o 

e t la re la t ion d e r é c u r r e n c e : 

( IV) LM + lik(x) = (2* + i + x) L K k {x) -„(n + k - l ) L a _ l i k {x) 

liant t ro is p o l y n ô m e s consécutifs sont ca rac té r i s t iques p o u r les p o l y n ô m e s d e La 

g u e r r e . L ' e n s e m b l e d e ces d e u x re la t ions const i tue la base p o u r la considérat ion 

su ivan te . Cons idérons l ' express ion : 

S = I k k(k+l) k(k + l){k + 2) | 

X X 2 X3 

(4) 

k(k+ ï)...(k + 2n—ï) 

Soi t ^ ' 4 4 la « - i è m e rédui te du p o l y n ô m e 5 . L e s fonctions cp„ (x) e t xpH(x) sat is-

V» (X) 
font à l ' équat ion différentiel le: 

(5) x (<p'n y>„ — çp„ y)'„ ) — (k + x) <p„ xpH + x <p\ + r = 0 

où 
n!(k-\- n) ! 

e t d o n t l ' in tégra le e s t d o n n é e p a r : 

1 3 7 
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O n voi t p a r la fo rme d e l ' équa t ion différentielle (5) q u e : 

i ° l ' équa t ion y>x (x) = O a t ou t e s ses r ac ines d i s t inc tes , t o u t d iv i seu r c o m m u n d e 

yj„ (x) e t y>'„ (x) d e v r a i t ê t r e d iv i seur d e r; 

2° p a r l e m ê m e r a i s o n n e m e n t on vo i t q u e les p o l y n ô m e s y>„ (x) e t ç>„ (x) n ' o n t d e 

d i v i s e u r c o m m u n . 

Q u a n d o n fait la d é r i v é e d e l ' équa t ion (5) e n se r a p p o r t a n t a u x p r o p r i é t é s (1) et 

(2) d e s p o l y n ô m e s <pn(x) e t tpx(x) on r e t r o u v e d e u x é q u a t i o n s : 

(8) x xpl {x) + ( I + H * ) f , (x) = ay,n (x) 

e t son adjo in te : 

(9) xcp'¿(x) + (i—k — x)<p'n{x) — cpJx) + VJx) + 2xy,'Jx) = a<pn(x) 

e t a — n, le coefficient d e x" en y> (x) é t a n t éga l à l ' un i té . 

L e s i m p l e r a p p r o c h e m e n t d e s d e u x é q u a t i o n s (8) e t (3) d o n n e le r é s u l t a t : 

m Vn(x) = Ltht+1(x) 

P u i s q u e la l imite du r e s t e 

<ï°) R A—~rr —nei—n—x^x x ' » {k — I ) / J xk+1y)2

x(x) 

d a n s le s e c o n d m e m b r e d e l ' équa t ion (7) d ev i en t é g a l e à z é r o p o u r n—>-oo on 

vo i t q u e ^ " es t en effet la « - i è rne r é d u i t e d u d é v e l o p p e m e n t : 

X > 1 e * J e~x 

— x 
dx 

e n fract ion con t inue . 

L a re l a t ion d e r é c u r r e n c e ( I V ) vérifiée p a r les d e u x fonct ions <pn(x) e t ip [x) 

d o n n e n t i m m é d i a t e m e n t le d é v e l o p p e m e n t : 

d v ) Çtldx-Hl\x * k + l 2 ( ¿ + 2 ) 1 
V ' J x* x" Y x + k-f-i x + k + 3 x + k + s " J 

e t p a r l ' i n tégra t ion p a r pa r t i e s n o u s o b t e n o n s p a r c o n s é q u e n t : 

/ v ) r i z ^ d x = i z i \ ¿ + 1 2(k+2) 
V ' J x*+l X* [x-j-k+i x + k + s x-\-k + S 

3 (£ + 3) ] 
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d ' acco rd a v e c le résu l ta t an t é r i eu r d o n n é p o u r i = i p a r L a g u e r r e . C e résul ta t cons

t i tue u n e ana log ie à celui p o u r d e s p o l y n ô m e s d ' H e r m i t e . 

II. E n s e c o n d lieu j ' a i é tabl i la formule d ' add i t ion p o u r les p o l y n ô m e s d e L a g u e r r e 

p a r la s i m p l e mul t ip l ica t ion d e s fonct ions géné ra t r i ce s (I) 

( i I ) ik[x +y) = ' Z - ^ i l L L „ , * OO. « + * = f 
m, n 

ou s y m b o l i q u e m e n t 

(Vi) ¿ u , ! * ( * + / ) = [ ¿ * W + ¿ * 0 ' ) P 

+ *,+ .•• + *>)= [ ¿ . + Lk (x,) + . . . + Lk {x, W 

en c o n v e n a n t d e r e m p l a c e r d a n s le d é v e l o p p e m e n t du second m e m b r e une pu issance 

telle q u e [Li(x()Y p a r Lri(x¡). C e t t e formule, d ' u n e forme t r è s condensée , avai t 

é t é d o n n é p a r N . Nie lsen e t J . K a m p é d e F é r i e t p o u r les p o l y n ô m e s d ' H e r m i t e . 

SUR LA C R O I S S A N C E D E S S U I T E S DE POLY
N Ô M E S C O N V E R G E N T E S SUR LA F R O N T I È R E 
D ' U N D O M A I N E 

P a r F . L E J A , V a r s o v i e 

Cons idé rons u n e su i te de po lynômes d ' une va r i ab le complexe z 

(1) P„{2)=aW + a[»)-s+ . . . -\-a[?-s"; n = O, i , 2, 

le t e r m e M - ième de ce t te su i te é t a n t du d e g r é n au p lus , et soi t D u n domaine quel

conque du plan. 

N o u s d i rons que le facteur de convergence de la suite ( i ) dans le domaine D est 

égal a u n o m b r e nonnéga t i f X—XD si I o la su i t e 

(2) Pn(s)-h, n — o, I , 2, ... 

c o n v e r g e uniformément dans le d o m a i n e D lo rsque le n o m b r e / e s t quelconque mais 

sa t i s fa i t à l ' inégal i té | / | <^ X e t si 2° ce t te su i t e n e converge pas u n i f o r m é m e n t dans 

D l o r sque ] /1 "> X . 
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A chaque su i te ( i ) e t à chaque d o m a i n e D co r r e spond u n fac teur de convergence 

b ien d é t e r m i n é qu i p e u t ê t r e posit if , nu l ou infini. O n sa i t que , si la su i te ( i ) con

v e r g e uniformément s u r la f ron t i è re d 'un d o m a i n e D, le fac teur de convergence X-p 

de ce t te s u i t e es t a u m o i n s égal à l ' u n i t é 1 ) . 

O r , on p e u t d é m o n t r e r la p ropos i t i on beaucoup p lus géné ra l e que voici : 

Si la suite (i) converge, (ou si elle est bornée) presque partout sur la frontière 

(supposée rectifiable) d'un domaine borné quelconque D, le facteur de convergence de 

cette suite dans le domaine D est au moins égal à l'unité. 

Ce t h é o r è m e a d é j à é té d é m o n t r é d a n s le cas pa r t i cu l i e r où le d o m a i n e D se r é d u i t 

à un c e r c l e 2 ) . D a n s le cas géné ra l , la d é m o n s t r a t i o n e x i g e u n e m é t h o d e différente, 

m a i s elle peu t ê t re basée , comme, d a n s le cas du cercle, su r la fo rmule d ' in te rpo la t ion 

de L a g r a n g e 

p. {*) = Èr»(*j)-Wï, 

où l 'on a posé Jy (z) = (z — z„) (z — z¡) ... (z — Zy-i) (z — ¿y+1) • • • (s — zH) • 

O b s e r v o n s que n o t r e t h é o r è m e cesse d ' ê t r e v r a i si l 'on remplace la su i te de poly

n ô m e s ( i ) p a r u n e su i t e des fonct ions ana ly t iques que lconques 

(3) /.(*), /-.(*), 

ho lomorphes dans le d o m a i n e f e r m é D. U n e telle su i t e (3) p eu t ê t re conve rgen te 

p a r t o u t à l ' i n t é r i eu r et s u r la f ron t i è re du d o m a i n e D et son fac teur de convergence X¿> 

(qui se définit d 'une m a n i è r e ana logue c o m m e dans le cas de polynômes) peu t ê t re 

égal à zé ro . 

N é a n m o i n s , si la su i t e (3) converge (ou si elle es t bo rnée ) en chaque po in t d 'un 

d o m a i n e D, son fac teur de convergence XD ne peu t pas ê t r e quelconque : Il doit être 

ou bien égal à zéro ou bien au moins égal à l'unité. 

Cet t e p ropos i t i on , qui é q u i v a u t au fond à u n t h é o r è m e d é m o n t r é p a r M . F . 

H a r t o g s 3 ) , peu t fac i lement ê t r e dédu i t e du t h é o r è m e énoncé p lus h a u t p o u r les su i tes 

d e po lynômes . 

O b s e r v o n s encore que , si la su i t e de po lynômes (1) converge su r la f ron t i è re d 'un 

d o m a i n e D p a r t o u t , à l ' except ion d 'un a r c de longueur auss i pe t i t e qu ' on v e u t ma i s 

pos i t ive , le fac teur de convergence XD de ce t te su i te peu t ê t r e p lus pe t i t que l 'uni té . 

' ) De la même propriété jouissent les suites des fonctions analytiques quelconques régulières dans D 
(le facteur de convergence de telles suites étant défini d'une manière tout à fait analogue). 

2) F. Leja: Math. A n n . t. 107, 1932, p . 68 — 82. 
3) F. Hartogs: Math. Ann. t. 62, 1906, p . 9. 
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A u s 2), 4) und J ' A(X) = 0(x) folgt ¿ * 9 k lgk = 0(x ( l g x ) p ) , (* < p) 

Ü B E R DIE D I R I C H L E T ' S C H E REIHE F ÜR t(s))p 

V o n A. K I E N A S T , K ü s n a c h t (Zür i ch ) 

Zwischen den R e i h e n für Z,{s), Ç2(î), . . und ( i — x)~1, ( i — x)~', .. b e s t e h t in 

formaler H ins i ch t A n a l o g i e . Die in d iesem Sinne zur b inomischen R e i h e a n a l o g e 

Dir ich le t ' sche R e i h e e r g i b t sich f o l g e n d e r m a ß e n . Se tz t m a n 

1) « ( * ) ) ' = . £ « „ . , . » - ' «o gilt « P J 1 = I ; 2«p..«oi=«P+o.. 

2) A u s p Ç P - 1 C = folgt 2apkA(X) = p - * X p n Ign. 

H i e r a u s e rhä l t m a n für n =pf p¡¡* . • p^v , w o eine P r imzah l u n d a1 eine 

g a n z e pos i t ive Zah l ist 

3) • . . = ( ' + : r , ) ( ' + : , r ' ) - ( p + 5 _ I ) -

D e r Beweis e rg ib t s ich aus 2) d u r c h Indukt ion . Man n i m m t an, 3) sei bewiesen für 
ni = nP"1 • Dann zeigt m a n mit te ls 2), d a ß d a r a u s 3) für n sich e rg ib t . H ie rzu zer

leg t m a n die S u m m e 2) in zwei Tei le ; de r e r s te umfassend die jenigen k, d ie Te i l e r 

von » j s ind, d e r zwei te die ü b r i g e n . End l i ch b e r e c h n e t m a n aus 2), d a ß a p ^ = p . 

A u s 3) folgt d ie b e k a n n t e R e i h e 

l g Ç W = l i m p - ! ( Ç W ) P - I | = 2 T ^ « - i 

F ü r o < p ist a p ¿ > o und d a 

( j — i ) P £ o t p n n~s -*• i f ü r s — » - I 

so e r g i b t d e r Sa tz von H a r d y und L i t t l ewood 

4) l ^ ~ ( r ( p + i ) ) - 1 ( i g x ) p , (o<9). 
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w o r a u s d u r c h par t i e l l e S u m m a t i o n 

5) + p ( * ) = ¿ ' « P . = 0 ( * ( l g x ) p - 1 ) , ( ' < ? ) 
1 

W e i t e r is t für o <^ p 

* t + , W = Í « „ [ í ] = * Í - T - | - » ( í - [ í ] ) = 

= ( j T ( p _|_ J ) ) " 1 * ( lgx )P + * (X ( Igx )P) 

somi t , g e n a u e r als 5) 

6) p - 1 4 , P W c o ( r ( p + i ) ) - , ^ ( i g x ) p - 1 , ( i ^ p ) . 

Multipl iziert m a n 

mi t Ç p — 1 u n d g e h t zu den s u m m a t o r i s c h e n F u n k t i o n e n übe r , so b e k o m m t m a n 

F ü r ö < ] p < ^ i g i b t 5) t¡jp (x) — o (x) ; d a d a n n | a p i Ä j 1, s o ist d i e r e c h t e 

Se i te g le ich O {jt \ / j ) = O (x). S o m i t 

7) P ' 1 ! « P * J g k = 4 » P + i (*) + ö W ~ ( ^ ( P + tex)P . " < ? < ! • 

1 
Par t ie l l e S u m m a t i o n u n t e r V e r w e n d u n g v o n 7) e r g i b t j e tz t , d a ß 6) a u c h für 

o <C p <C 1 r i c h t i g ist. 

D a in 7) d a s F e h l e r g l i e d O (x) auftritt , s o ist 6) n i ch t bewiesen für p —o, o b 

g le ich b e i d e Se i ten endl ich b le iben . 
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CONVERGENCE ET SOMMABILITE DE 
D É V E L O P P E M E N T S EN SÉRIES DES POLYNÔMES 
D ' H E R M I T E ET DE L A G U E R R E 

P a r E . K O G B E T L I A N T Z , P a r i s 

L a c o n v e r g e n c e e t la sommabi l i t é en un po in t fixe x — x0 d e d é v e l o p p e m e n t s 

formels 

(H) yV. f{x) ~ ¿ 2-«. [r ( « + ! ) ] - » . H„ (x). f ~ . Hn (u) f{u). du 

(L) f (x) r o ¿ „ ! [r {n + « + i ) ] - '. ¿ £ V ) . f . * • . / ( * ) </« 

d é p e n d e n t d e l 'al lure d e f(x) à l'infini (Z/' e t L) e t au poin t ;r = O (L s eu lement , 

si x„^>o). L e s express ions des fonctions géné ra t r i ce s d e leurs s é r i e s -noyaux d o n t 

la d e u x i è m e , à savoi r 

(x+u)z ^ ¡2Í \*UXZ\ 

¿ n. [P („ + « + i)] - . L? (x) (u). = e—^L . " 
o 1 — (/ \uxz ) " 

n 'a é té d é t e r m i n é e q u ' e n 1932 p a r l ' au teur e t p r e s q u e s i m u l t a n é m e n t p a r M . H a r d y , 

ainsi q u e l ' inégal i té 

a i » 1 ' 
(X) = 0 \e*-x 2 i - n i *), 

don t le c h a m p d e val idi té uniforme a é té é t e n d u p a r l ' au teur à l ' in terval le infini 

( o , 00) , p e r m e t t e n t d ' é tab l i r les condi t ions suffisantes mei l leures poss ib les d e con

v e r g e n c e e t d e sommabi l i t é d e s sér ies H et L c o n c e r n a n t l 'a l lure d e f(x) à l'infini 

e t ( pou r L) au po in t x — o. 

Q u a n t à l 'allure de / (x) a u t o u r x0, où l 'on s o m m e son d é v e l o p p e m e n t H ou L, 

on s u p p o s e qu 'e l le assure la c o n v e r g e n c e ou la s o m m a b i l i t é é tud iée . O n a ainsi 

les r é su l t a t s su ivants , basés su r la sommabi l i t é avec u n e s o m m e nulle p o u r x^u 

d e s s é r i e s -noyaux d i v e r g e n t e s : 

Ê*— [ f (« + i ) ] " ' • Hn (x) Hn («) e t £ n ! [T (n 4 - « + i ) ] " 1 . L{? (x). L™ (u) : 
0 0 

I. L ' in tég rab i l i t é d e e 2 . u \ f(u) | à l'infini a s su re la c o n v e r g e n c e d e H. 
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a. i_ _ iL it L 
Cel le d e L a l ieu, si « 2 4 . [ /"(#) | e s t i n t eg rab l e d a n s (o, e) e t e 2 u 2 4 . | /(#) 
d a n s («, oo), t a n d i s q u e p o u r x0 = o on do i t s u p p o s e r l ' in tégrabi l i té d a n s (a, ce) , 

M « — 1 
T 

d e í 2 . w . I /(«) I. 

I I . L a s o m m a b i l i t é (C, S) d e ¿T es t a s su rée , si e 2 . u . \ f(u) | e s t in té t 
q+8 » 

g r a b l e à l'infini. Ce l l e d e L p o u r i , ) > o a lieu, si u 2 4 . | / " ( « ) | es t i n t e g r a b l e 

d a n s (o, e) e t e 2 .u 2 4 . | / ( « ) | l 'est d a n s (a,oo), t and i s q u e p o u r x0 = o, on 

- — a - 8 - - 1 

do i t s u p p o s e r l ' in tégrabi l i té à l'infini d e í 2 . u 2 | / (u) \ . L a (C, S) é la rg i t 

b e a u c o u p les cond i t ions suffisantes imposées à l 'al lure d e f(x) a u t o u r du p o i n t x0: 

il suffit d e s u p p o s e r f(x) i n t eg r ab l e d a n s t o u t l ' i n t e rva l l e fini e t l ' ex is tence d e 

f{x„±ó), ma i s la sommab i l i t é (E,k) p a r le p r o c é d é d ' E u l e r e s t i nopé ran t e à ce 

p o i n t d e vue , é t a n t au con t r a i r e t r è s effective en ce qui c o n c e r n e l 'a l lure d e f(x) 

à l'infini. A i n s i : 

I I I . L a série L e s t s o m m a b l e (E,k) p o u r 2k
 + 1(i—q) > i , si f(x) — 0 (xK e?*) 

p o u r x —*• co que l s q u e soient ß finie e t q < i . L a série H d a n s ce t t e h y p o t h è s e 

e s t s o m m a b l e {E,k) p o u r 2 * . (3—4q) "> 1, d o n c s e u l e m e n t si 4q<^$. L e p r o c é d é 

m i x t e (C, S). (E, k), p e r m e t d ' o b t e n i r à la fois les cond i t ions suffisantes les plus 

l a rges e t à l'infini e t au vo i s inage i m m é d i a t du po in t x = x0. 

SUR LES M É T H O D E S DE M. NORBERT W I E N E R 
ET LA FONCTION S W 

P a r P A U L L E V Y , P a r i s 

D u t h é o r è m e I I du m é m o i r e publ ié r é c e m m e n t p a r M . N o r b e r t W i e n e r sous le 

t i t r e " T a u b e r i a n T h e o r e m s " , on dédu i t a i s é m e n t le t h é o r è m e s u i v a n t : 

Théorème. — Etant donné un nombre a réel, positif et différent de un, pour que 

¿' (s) n'ait aucune racine de partie réelle R (s) — a, il faut et il suffit qu'à tout e 
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positif on puisse faire correspondre un entier N et des coefficients bn et cn (c > o ) 

tels que 

X 
K 

De ( i ) , on dédu i t d 'a i l leurs , p o u r R (s) — a, et en posan t c e 

< r(s)t(s)\' 
£ 

d e sor te que su r t o u t e dro i te R (s) — o ne c o m p r e n a n t aucune rac ine de ¿ (s), 

(<r > O e t i ) , —̂ — est r eprésen tab le pa r u n e série d 'un type géné ra l i s an t les séries 

de Di r ich le t comme les séries de polynômes généra l i sen t les sér ies de pu issances . 

I n d é p e n d a m m e n t de l 'hypothèse de R i e m a n n et des conséquences connues qui en 

U in)' ' 
r é su l t en t p o u r la sér ie , on peu t donc affirmer qu ' en e x c e p t a n t au plus une 

n 

infinité d é n o m b r a b l e de va leurs de a, à t ou t o posi t i f cor respond un développement 

d u type cons idéré ; sa convergence est un i fo rme sur t o u t e po r t ion finie de la d ro i te 

R (s) — o. P o u r chacun de ces déve loppements , le doma ine pour lequel sa conver

gence p e u t se dédu i re de l ' inégal i té ( i ) es t un cer ta in in terva l le (alt o2), et la décou

v e r t e d 'une m é t h o d e de p ro longemen t p e r m e t t a n t dans tous les cas d ' é t endre cet 

in te rva l le j u s q u ' à u n e des l imi tes de l ' in terval le ( o — i ) ( l 'une ou l ' au t re su ivan t 

les cas) e n t r a î n e r a i t la d é m o n s t r a t i o n de l 'hypothèse de R i e m a n n . 

SUR LE PRODUIT OU S P ( * ) = 2 ' ^ , v (*) 

É T A N T UNE FONCTION E N T I È R E 

P a r S. M A N D E L B R O J T , C l e r m o n t - F e r r a n d 

So i t cp (s) une fonction en t iè re pa i re tel le q u e : 

<p(z)\< e2»KM , o < d < I 
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O n p a r t d e la fo rmule : 

TtV 2 

I \«" I d"e y 

\2sit! Yy dv" 

D e s ca lcu l s assez s imples c o n d u i s e n t à la re la t ion : 

_ T t v 2 

(2) 2 î <p («) -^^¿J^^ + P (y) 
où 

C oo — (V — l)2 

(3) \P(y)\<^rZe * 
D a n s l ' éva lua t ion d e 7"2 (s) d e la formule 

/ oo 

r (y ) & CO = 2j<p (?) ^ 'T * 
0 

+ JT <p (y) e* ds = T1 (s) + CO 

— oo 

on t i e n d r a c o m p t e d e s fo rmules (2) e t (3). O n v e r r a q u e Tt (s) es t é g a l e à u n e 

fonct ion en t i è re à l aque l le o n a joute l ' in tégra le d e (1) (o>aA). 

Q u a n t à T, (s) on c o n s t a t e a i s é m e n t qu 'e l le es t u n e fonct ion en t i è r e . 

146 

e t s u p p o s o n s q u e 2 ^ ^ p o s s è d e un a x e de c o n v e r g e n c e a b s o l u e . 

L ' a u t e u r d é m o n t r e que , p o u r a > 0A = a x e d e c o n v e r g e n c e abso lue d e 2 ^ ^ 

— CO (s = 0 -\- ¿ t), on p e u t éc r i re : 

( i) r & (s) = f{s) + Ï?-Çq(t)' dt 4 

Ö 

où • 

6 ( 0 = 2Jcc„ ̂ j^r}( ¿cs, ) v = n + 2 ( ) v = j ' 

00 

les «„ é t a n t les coefficients d e (p (z) : (p (z) — I a„ z2", e t où F (s) est u n e fonct ion 
i 

en t i è re . 
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UN T H E O R E M E G É N É R A L D ' I N V E R S I O N D E S 
P R O C É D É S DE S O M M A B I L I T É 

P a r J. K A R A M A T A , Beograd 

L e s théo rèmes d ' invers ion , c 'es t -à-di re les t héo rèmes de n a t u r e t auber i enne , furent 

é tab l i s , p o u r bien des p rocédés pa r t i cu l i e r s de sommabi l i t é , d a n s les i m p o r t a n t s 

t r a v a u x de M M . H a r d y , L i t t l ewood , L a n d a u , S c h m i d t , W i e n e r e t d ' au t res . Te ls 

son t p a r exemple les t héo rèmes su ivan t s : 

De e~r £sv—- r " —»- s, r —*- oo, ( s o m . — B ) 

resp. J£Jitv TV —>• s, r —> I , (som. — A ) 
V— 0 
oo 

restì.. 2 UV Z'~5 -S o —*• o, (som. D) 
V-T> 

n 

il resulte s„ = 2 1 1 V —*~S> N —*~ 

V=0 

toutes les fois que la suite uv satisfait à la condition 

lim inf 2 UV — — K' (t) —*• o avec e, (I) 

« — CO W—CO 

pour tout n' tel que n^-n' ^ N (e), la longueur de l'intervalle j n, N (e) j étant, 

suivant les procédés, donnée par : 

B: N(s) = n + tfñ, A : N(e) = n + s n, D : N(e) = « 1 + £ . 

C'est donc l ' in terval le j n, N (e) j qui i m p o r t e ; é t a n t complè tement d é t e r m i n é par 

le p . d. s., il m e s u r e en quelque sor te ( su ivan t sa l ongueur a s y m p t o t i q u e ) la por tée 

(l 'efficacité i n t é r i eu re ) des différents p . d. s. J e le n o m m e r a i intervalle de conver

gence. 

M o n b u t est de m o n t r e r qu 'on peu t d é t e r m i n e r l ' in terval le de convergence pour 

une classe r e l a t ivement la rge de p . d. s. L a forme de ces procédés , la mei l leure in

diquée en vue de cet te é tude est celle qu 'a é tudiée M . O . P e r r o n (Ma th . Zeit. 6, 

p . 286), c 'es t -à-di re 2 ' uv <p„ (r), où 
V=0 

ÇH> (r) = i ^ ç>„ ( r ) ^ ç w i (r) e t <pv (r) —v 1, r —v oo, v = 1, 2, . . . . (II) 
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il do i t r é su l t e r S uv I ç>„ (r) I* —•> s, r —>- o o pour tout k = 2, 3, ( IV) 

J e d i r a i d 'un p . d. s. qu ' i l es t régulier, si o u t r e les cond i t i ons ( I I ) il s a t i s fa i t a u x 

cond i t i ons ( I V ) p o u r t ou t e su i t e vér i f iante ( I I I ) . 

Théorème. — L'intervalle de convergence des procédés réguliers de sommabilité 

est l'intervalle que peut parcourir l'indice v pour que l'inégalité 

* 1 + , ^ Ç > w M ^ * » o < * < i , • (V) 

soit satisfaite. 

C'es t -à -d i re en d é s i g n a n t p a r n le p lus pe t i t des v s a t i s f a i s an t à ( V ) , on ob t i en t 

le p lus g r a n d N (e) c o m m e fonct ion de n e t s, ces d e u x n o m b r e s déf inissant l ' in ter 

valle de convergence J n, N (e) j du p rocédé régu l ie r à noyau tpv (r). 

Ce t h é o r è m e n ' e s t q u ' u n cas pa r t i cu l i e r du su ivan t (que j ' a i é tab l i dans les S t u d i a 

M a t h e m a t i c a T . 3, p . 6 8 (1931): 

Si ar(x), o x I , satisfait aux conditions suivantes: 

« r ( i ) = 0, r^O; J' tk d\ar(t)\—r j t*d\a(t)\, r - > 0 0 , k = i , 2, 3, . . . 

0 u 

et lim inf min \ar (x) — ar (t) j ̂  w (s) —>- O avec, O - < x < 1, alors ar (x) ->• a (x), 
r = o c x1+s<l<x 

r-*-co, en tout point de continuité x de a (x). 

O n le vérifie fac i lement en p r e n a n t p o u r ar (x) la fonct ion de s au t s : 

o p o u r x — I 
n 

2 uv p o u r cp„+1 (r)^x< cpH (r), n — O, 1, 2 

1 4 8 

Ces p . d. s. é t a n t t r o p g é n é r a u x , o n t do i t les r e s t r e i n d r e en les a s s u j e t t i s s a n t à 

s a t i s f a i r e en o u t r e a u x cond i t i ons s u i v a n t e s : 

d e 2 vv <Pv ir) —>-Sj r —> o O | (III) 
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Ce ré su l t a t nous p e r m e t d 'é tab l i r des t héo rèmes d ' invers ion pour une classe assez 

généra le de p . d. s. L a difficulté essentielle est de vo i r si un procédé est régulier. 

P o u r les p rocédés A et D men t ionnés ce fa i t est év ident , il es t de même d é m o n t r é 

pour le p rocédé typ ique de Riesz , mais dé j à les procédés à noyau de la forme <p (v/r) 

présen t en t de sér ieuses difficultés comme il est à p révo i r des t r a v a u x de M. 

N . W i e n e r . 

P a r con t re , en ce qui concerne la mesu re de l'efficacité des p . d. s., c 'est t o u j o u r s 

la longueur de l ' in terval le j n, N (e) j , définie p a r ( V ) , qui peu t se rv i r de mesure , 

même d a n s le cas où le p rocédé n 'es t pas régu l ie r (les condi t ions ( I V ) se r a p p o r t a n t 

p lu tô t a u x p rob lèmes d 'un ic i t é ) . 
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E s sei eine F läche du rch den Vek to r r = r (« , v) b e s t i m m t , der sich vom A n 
f a n g s p u n k t des K o o r d i n a t e n s y s t e m s zu e inem F l ä c h e n p u n k t e r s t reck t . A u ß e r d e m 
seien die P a r a m e t e r l i n i e n u = const, v = cons t der F läche gleich ih ren K r ü m m u n g s 
linien. 

U m n u n die a l lgemeins te F l äche r (w, v) zu bes t immen , welche aus r (u, v) durch 
R i b a u c o u r t r a n s f o r m a t i o n he rvo rgeh t , se tze m a n 

hierbei beze ichnet c eine wil lkür l iche I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e , y (w, v) eine beliebige 
F läche , welche mi t r (u, v) e in gemeinsames sphär isches Bild der K r ü m m u n g s l i n i e n 
hat . F ü r den A u s d r u c k (*) benutzen w i r die symbol ische A b k ü r z u n g 

I n d ieser Schre ibwe i se formul ie ren w i r e inen wich t igen P e r m u t a b i l i t ä t s s a t z : 

r (« , v), Yi (« , V) y2. (M> v) 

seien dre i F lächen mi t geme insamem sphär i schen Bild de r K r ü m m u n g s l i n i e n . D a n n ist 

H i e r b e i sind ct, c2, c3 wi l lkürl iche K o n s t a n t e , w ä h r e n d c / , c2, ca' in b e s t i m m t e r 
We i se von den ct, c2, c3 abhängen . 

Diese r S a t z h ä n g t eng z u s a m m e n m i t e inem P e r m u t a b i l i t ä t s s a t z von B i a n c h i 2 ) . 
I m zwei ten Tei le des V o r t r a g e s w e r d e n e inige A n w e n d u n g e n der R i b a u c o u r t r a n s 

fo rma t ion besprochen. F ü r die bei dem P r o b l e m der sphär i schen A b b i l d u n g auf
t r e t ende M o u t a r d ' s c h e Gle ichung 

^ = 5 ^ + ** = ° 

1 ) Ein ausführlicher Bericht des Vortrages wird in den Rendiconti dell' Academia dei Lincei erscheinen. 
2 ) Vergi. Bianchi: Lezione di geometria differenziale, voi. n , Teil i. 3* ed. (1923) p. 207—212. 

R I B A U C O U R T R A N S F O R M A T I O N U N D 
S P H Ä R I S C H E A B B I L D U N G x) 

Von H . H A M B U R G E R , K ö l n 
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w i r d e ine n e u e g e o m e t r i s c h e D e u t u n g gegeben . A u ß e r d e m w i r d e ine b e k a n n t e M o u -

t a r d ' s c h e F o r m e l , we lche sich auf d a s a l lgemeine I n t e g r a l e ines a u s M (s) — o a b 

ge le i te ten Di f fe ren t i a lg le i chung bez ieh t , m i t der R i b a u c o u r t r a n s f o r m a t i o n in Z u s a m 

m e n h a n g g e b r a c h t . 

F e r n e r w e r d e n m i t B ianch i *) die Or thogona l f l ächen cykl ischer S y s t e m e als ein 

Büsche l v o n F l ä c h e n au fge faß t , welche d u r c h R i b a u c o u r t r a n s f o r m a t i o n e n a u s e iner 

von ihnen abge le i t e t s ind . D i e s f ü h r t zu neuen A u s d r ü c k e n für d ie d u r c h I n v e r s i o n e n 

von L i e u n d L a g u e r r e t r a n s f o r m i e r t e n F l ä c h e n , welche sich als Or thogona l f l ächen 

speziel ler cykl ischer S y s t e m e e rgeben . 

U N A P R O P R I E T À C A R A T T E R I S T I C A DELLE 
C O N G R U E N Z E DI S F E R E DI R I B A U C O U R 
I L L I M I T A T A M E N T E D E F O R M A B I L I 
D i G I O V A N N I R I C C I , P i s a 

L a p r e s e n t e comunicaz ione r i g u a r d a lo s t u d i o delle p r o p r i e t à delle c o n g r u e n z e di 

s fere , p e r m a n e n t i pe r q u a l u n q u e flessione della superficie dei cen t r i . 

P e r definire u n a congruenza di sfere (cioè u n a dopp ia infinità di s fere) si a s s e g n a n o , 

come di consue to , le c o o r d i n a t e r e t t a n g o l a r i x, y, z del c e n t r o M della s fera e il suo 

r a g g i o R in funz ione di due p a r a m e t r i u, v. S u p p o n i a m o che il c en t ro M de sc r iva 

u n a effet t iva superficie 5 (superficie dei c e n t r i ) , non u n a cu rva , e d e n o t i a m o con 

X, Y, Z i coseni d i r e t t o r i della n o r m a l e a 5". I n t r o d u c i a m o le due fo rme f o n d a m e n 

tali di ques t a superficie 

Sdx2 = Edu2 4- 2Fdudv 4- Gdv2, -— SdxdX = D du2 4- 2D' du dv 4- D" dv2, 

e d e n o t i a m o con K, R1V R12, R22, A1R, A2R, A2¡¡R r i s p e t t i v a m e n t e la c u r v a t u r a 

to ta le , le t r e d e r i v a t e seconde c o v a r i a n t i di R e i t r e p a r a m e t r i differenzial i d i R, 

t u t t i calcolat i in b a s e alla f o r m a Sdx2. D i c i a m o 2 e 2 le due falde dell ' i nv i luppo 

della c o n g r u e n z a di s fe re , che s u p p o n i a m o d i s t i n t e (per la qual cosa è neces sa r io e 

sufficiente R -\= o, 1 — Ax R -|= o) e Qlt q2 i d u e r a g g i p r inc ipa l i di c u r v a t u r a di 2 

e Qlt q2 quelli d i 2. 

V o g l i a m o qui e n u n c i a r e un t e o r e m a che dà u n a p r o p r i e t à c a r a t t e r i s t i c a delle con

g r u e n z e di Ribaucour i l l i m i t a t a m e n t e d e f o r m a b i l i 2 ) , c ioè di quel le c o n g r u e n z e di 

' ) Vergi. Bianchi, loc. cit. p . 228—230. 

2) Ved. L. Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, 3 ed., Pisa 1923, Voi. I I o , p . 198. 
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sfere sulle cui falde dell ' inv i luppo 2, 2 si co r r i spondono le l inee di c u r v a t u r a per 

qua lunque flessione della superficie S dei cen t r i . 

O s s e r v i a m o a n z i t u t t o che va lgono le d u e iden t i t à 

â * K EG-F* ) P l + R 1 p2 + F 1

 Pl-\-R
 1

 9 ì + R i — â^R 

? A.. R 
2K I y £ _ 2J22R 

(Pl^R)(p2 + R) ' ( p , + Ä ) (p2 + R)~ s - J . R 

le qual i ci a s s i cu rano che le d u e quan t i t à a i r i spe t t iv i p r i m i m e m b r i r i su l t ano inva

r i an t i pe r flessione di 

Teorema : Se pe r ogni flessione della superficie .9 dei cen t r i di una congruenza 

di s fere coli ' invi luppo a falde d i s t in te , i r a g g i p r inc ipa l i d i c u r v a t u r a P ì , p 2 , p,, p2 

delle due falde 2 e 2 e i p a r a m e t r i u, v sono legat i da una re laz ione fissa *) 

i) A (p1 ; p2, p 1 ; p2 ; u, v) = o. 

di cui il p r i m o m e m b r o non s ia funzione esc lus ivamente dei q u a t t r o a rgoment i 

, . / . / . / , £ £ . £ 
( 2 V + ^ p 2 + * Pi + ^ p2 + ^ ' (pi + R) (p2 + R) + rPi + R) (p,+R)'"'v 

al lora neces sa r i amen te la congruenza è di Ribaucour i l l imi t a t amen te deformabi le , 

cioè es i s te u n a funzione X (u, v) per cui 

Rn = \(E—JPM), R12 = X(F—R„RV), R22=X(G—R%) 

e va lgono le re lazioni (non t u t t e ind ipenden t i ) 

1 , 1 , 1 , 1 . 

R 1 p2 + R ' P l + R 1 p2 + A> 

(p. + i e j f p g + Ä ) 1 (Pl + R) ( P 2 + R) 
= 2(K+\*), 

\ P l + R -Pl+Rì\p2+R to + R. 

i 

P ì + R P 2 + R~ P l + R ' P2+R' 

[K-Xy p, p2 + \RK+ X (i - RX)\(Pl + p2) + \R*K-(/ - RX)*\ = o 

(JC— X^)Pl p2 + \RK+X(i-RX)\ (Pl + p2) + \R*K-(/ - RX)*\ = o. 

' ) È ovvio che con questo escludiamo anche che il primo membro della ( i ) contenga un fattore 

funzione esclusivamente dei quattro argomenti (2). 
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O g n i re laz ione come la ( i ) r i s u l t a n e c e s s a r i a m e n t e u n a conseguenza delle p receden t i . 

D a q u e s t o t e o r e m a d i s cendono come coro l la r i a lcune classiche p ropos iz ion i : Q u a n d o 

la ( i ) a s s u m e u n a delle t r e f o r m e seguen t i 

1 i 1 

Pi \ P2 — °> — H — c o s t a n t e , p t p 2 = c o s t a n t e 
Pi P2 

si o t t e n g o n o i t eo r emi di Guichard-Bianchi r e l a t iv i alle d e f o r m a t e delle q u a d r i c h e 

r o t o n d e l ) 

Q u a n d o la (1) a s s u m e la f o r m a gt — cost , 2 si conse rva u n a superficie canale . 

Q u a n d o la (1) a s s u m e la f o r m a —-— = o, 2 si conse rva sv i luppabi le (Bianchi) 2). 
Pi P2 

Q u a n d o la (1) a s s u m e la f o r m a A (qy, q2) — o, r i s u l t a n e c e s s a r i a m e n t e 

a Pi P2 H~ b (Pi + P2 ) + c — 0 (a, b, c c o s t a n t i ) 

e si r i c ade n e c e s s a r i a m e n t e in u n o dei c inque casi p r eceden t i , q u a n d o si a g g i u n g a 

u n a o p p o r t u n a c o s t a n t e al r a g g i o R della s fe ra (Bianchi) 3). 

N U O V I O R I Z Z O N T I N E L L A G E O M E T R I A S O P R A 
GLI E N T I A L G E B R I C I 

Di F R A N C E S C O S E V E R I , R o m a 

I n due r ecen t i s s ime M e m o r i e [a ) L a ser ie canonica e la t eo r ia delle ser ie p r i n 

cipali , ecc., C o m m . M a t h . H e l v . 1932, p a g . 268; b) Ü n n u o v o c a m p o di r icerche, 

ecc., M e m o r i e della R . Acc. d ' I t a l i a , 1932, X ] , h o g i t t a t o le bas i per u n a teor ia delle 

ser ie d i g r u p p i d i p u n t i s o p r a u n a superficie e dei s i s temi di v a r i e t à di d imens ione 

q u a l u n q u e in u n a d a t a va r i e t à , r i s p o n d e n d o ad u n a es igenza che da ann i si imponeva . 

V a s t o è l ' o r i zzon te che si s c h i u d e : p rob lemi i m p o r t a n t i e l egami nuov i s ' i n t r av -

vedono nel c a m p o a lgeb r i co ed in quello t r a s c e n d e n t e . D i r ò delle cose essenzial i . 

!) Ved. op. cit. Vol I I o , pp. 155, 157, 161—165. 
2 ) Ved. op. cit. Vol. II", p . 150. 
3 ) Ved. op. cit. 2» ed. Pisa al 1903, Vol. I I o p . m . 
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O c c o r r e p r e m e t t e r la teor ia delle serie di equivalenza gr

n sulle curve r iducibi l i 

[ M e m o r i a b ) J , la qua le es tende la teor ia delle serie l inear i sulle curve i r r iducib i l i . 

U n a ser ie di g r u p p i di n p u n t i d ' una superficie F dicesi una serie di monoequivalenza 

q u a n d o due suoi g r u p p i son s empre cong iun t i da qualche g„ ( sopra una c u r v a i r r i 

ducibi le o r iduc ib i l e ) , f o rma ta da g r u p p i della serie. U n a ser ie di monoequivalenza 

può essere curvilinea (g iacere sopra u n a c u r v a ) o superficiale ( invader la superficie) . 

U n a serie di g r u p p i di n p u n t i di F dicesi una serie di biequivalenza q u a n d o due 

suoi g r u p p i qua lunque s t a n n o in qualche involuzione superficiale, raz ionale , o o 2 , di 

o rd ine n, f o rma ta da g r u p p i della serie. L e serie di m o n o e di biequivalenza si 

deno tano col nome comune di serie di equivalenza. Q u e s t e ser ie sono sempre va r i e t à 

i r r iduc ib i l i . U n a ser ie di b iequiva lenza è anche s empre di monoequ iva lenza ; essa 

è invo lu to r i a ed i suoi g rupp i , p a s s a n t i pe r p u n t i da t i , f o r m a n o u n a ser ie di equi

valenza. T r a le s e r i e di b iequiva lenza h a n n o speciale i m p o r t a n z a le ser ie razionali 

0 serie normali e le serie unirazionali o serie principali V„. L ' i m p o r t a n z a delle 

ser ie pr inc ipa l i è d i m o s t r a t a p . e. dal f a t t o che ogni serie di b iequivalenza completa 

è pr inc ipa le . I g r u p p i d ' in te r sez ione delle coppie di cu rve di d u e s is temi l ineari 

f o r m a n o una ser ie normale , che ch iamas i serie intersezione completa. I g r u p p i di 

una r„ possono a v e r e (ol t re a p u n t i fissi, t r a scurab i l i ) g r u p p i di m (<^ n) pun t i , 

var iab i l i sopra u n a cu rva C ( spezza ta o n o ) . Q u e s t i u l t imi g r u p p i f o rmano su C 

una ser ie di equiva lenza ¿ m . L a ser ie y o t t e n u t a da V„ p r e sc indendo dai p u n t i di C, 

è u n a ser ie di b iequ iva lenza ; e, se la Ir

H è completa , anche g*m e y son complete , 

cioè y è u n a ser ie pr inc ipa le , che ch iamas i resto di gs„, r i spe t to ad Va . O g n i serie 

p r inc ipa le completa è in te rsez ione completa o parz ia le (cioè r e s t o di u n a serie di 

equiva lenza curv i l inea r i s p e t t o ad un ' in t e r sez ione comple ta ) . 

O g n i ser ie un i r az iona le superficiale di o rd ine n è con tenu ta in una ser ie pr inc i 

pale comple ta Fn. D u e serie pr inc ipa l i aven t i un g r u p p o totale comune, a p p a r t e n g o n o 

ad una medes ima se r ie pr inc ipa le dello s tesso o rd ine . C h i a m a t i equivalenti due g rupp i 

di n p u n t i di F, q u a n d o a p p a r t e n g o n o ad u n a V„, de r iva da ciò la t r ans iv i t à della 

re laz ione di equiva lenza ed il t r a s p o r t o in q u e s t o campo dei t eo remi di un ic i t à e del 

r e s t o ; del conce t to di ser ie v i r tua l e , ecc. 

L a cons ideraz ione delle ser ie di equiva lenza conduce a nuovi ca ra t t e r i i nva r i an t i 

(assolut i ) per t r a s fo rmaz ion i b i raz ional i . L i ho d e t e r m i n a t i , pe r alcuni casi semplici , 

in b ) . E s s i son i nva r i an t i s imul tane i delle coppie di funzioni raz ional i di F. 

H o inol t re d i m o s t r a t o l 'es is tenza sopra ogni superficie F di u n a serie pr inc ipa le 

( i nva r i an t e ) che h o ch iamato la serie canonica S della superficie. E s s a è d 'ord ine 

1 _|_ 4 ( / i n v a r i a n t e di Z e u t h e n - S e g r e ) . Se la F è i r regolare , S cont iene to ta lmente 

t u t t i i g r u p p i j acob ian i degl ' in tegra l i semplici di I A specie. 
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L a definizione di valenza y ( ^ o ) d i u n a c o r r i s p o n d e n z a T, f ra i p u n t i d i F, 

r i s p e t t o al le se r ie p r inc ipa l i , è ovvia . R e p u t o che le c o r r i s p o n d e n z e che h a n n o v a l e n z a 

r i s p e t t o alle ser ie p r inc ipa l i s i a n o quelle che h a n n o va lenza nel senso di Z e u t h e n e 

pe r le qual i è d u n q u e conosc iu to il p r i n c i p i o di co r r i spondenza . Ciò è in s t r e t t a 

co r r e l az ione col f a t t o p r o b a b i l e che u n a famigl ia comple ta di c u r v e s g h e m b e è 

un i raz iona le . E p r e s u m i b i l e che la d i m o s t r a z i o n e di q u e s t o f a t t o si o t t enga es ten

d e n d o i nn . 28, 29 della M e m o r i a b ) . 

O m e t t o p e r b r e v i t à di a ccenna re al le e s tens ion i alle v a r i e t à ed a i r a p p o r t i con l e 

f o r m e differenzial i e t enso r i a l i di I a specie. 

THE G E N E R A L W E B OF S U R F A C E S A N D THE 
S P A C E I N V O L U T I O N D E F I N E D BY IT 

By T E M P L E R I C E H O L L C R O F T , N e w Y o r k 

T h e gene ra l w e b of su r faces is a t r i p ly infinite l inear sy s t em of su r faces o f 

o r d e r n. T h e w e b con ta ins doub ly infinite, s ingly infinite a n d finite sy s t ems of 

su r faces t h a t sa t i s fy respec t ive ly one , t w o a n d th ree i n v a r i a n t condi t ions . T h e s e 

cond i t ions a r e imposed by s ingu la r i t i e s o r con tac t s of sur faces of t he respec t ive 

sy s t ems . T h e J a c o b i a n of t he w e b is t h e locus of b o t h t he conic nodes a n d t h e 

s imple con tac t s of t h e t w o doub ly infinite sy s t ems . T h e loci of t he four s ingly 

infinite sy s t ems a r e four curves on t h e J a c o b i a n . T h e cha rac t e r i s t i c s of these c u r v e s 

a r e ob ta ined . T h e n u m b e r of su r faces in each of the s i x finite sys t ems a n d the 

pos i t i ons of the i r assoc ia ted s ingu la r i t i e s o r con tac t s on t h e Jacob ian a r e d e t e r m i n e d . 

W e b s of quad r i c s h a v e been s tud ied p rev ious ly . C e r t a i n fo rmulas for t he gene ra l 

w e b do n o t hold w h e n n = 2 s ince we bs of quad r i c s h a v e special p r o p e r t i e s t h a t do 

no t occur in webs of su r faces of h ighe r o rde r . 

T h e su r faces of t h e w e b a r e in ( 1 , 1 ) co r re spondence w i t h t h e p lanes of space. 

T h e equa t ions defining th i s co r respondence es tab l i sh a gene ra l space invo lu t ion of 

o r d e r n3 w h o s e coincidence su r face is t he Jacob ian . T h e p r o p e r t i e s of t he w e b a r e 

d e t e r m i n e d by o b t a i n i n g the cha rac t e r i s t i c s of the b r a n c h - p o i n t , coincidence a n d 

res idua l su r faces of t h i s t r a n s f o r m a t i o n . 
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Ü B E R DIE R E G U L Ä R E N S O M E N K O N G R U E N Z E N 
V o n O . M Ü H L E N D Y C K , Ber l in 

Im n a c h s t e h e n d e n w e r d e n die un ten*) angeführ ten A r b e i t e n als b e k a n n t vor 
ausgese t z t . 

D u r c h ein Sorna a l l g e m e i n e r L a g e 5 e ine r r egu l ä r en S o m e n k o n g r u e n z 2 ) g e h e n 
gewisse o o 1 S o m e n - M^), d ie a ls zur S te l le 5 g e h ö r i g e Aformalschnitte*) beze i chne t 
w e r d e n . Z u n ä c h s t wi rd für d ie duale Krümmung*) d e r N o r m a l s c h n i t t e an d e r 
S te l le 5 eine F o r m e l aufgeste l l t , die d e r Ä / i r s c h e n F o r m e l in d e r F l ä c h e n t h e o r i e 
en t spr ich t , die a b e r n ich t aus re ich t zur K o n s t r u k t i o n de r Sckmiegsomenkreise6) 
d e r N o r m a l s c h n i t t e an de r Stel le S. E s wi rd d a n n e rk lä r t , was u n t e r d e r dualen 
geodätischen Krümmung e iner auf d e r S o m e n k o n g r u e n z g e l e g e n e n Somen- i l / j ve r 
s t a n d e n w e r d e n soll . Diese Krümmung bleibt bei einer Verbiegung6) der Somen
kongruenz ungeändert. S ie l ä ß t s ich ze r l egen in die skalare u n d die vektorielle 
geodätische Krümmung. F ü r die N o r m a l s c h n i t t e v e r s c h w i n d e t an d e r S te l le S die 
ska l a r e geodä t i s che K r ü m m u n g , die vek to r ie l l e d a g e g e n im a l lgemeinen nicht . F ü r 
d iese wi rd e ine F o r m e l aufgestel l t , In d e n F o r m e l n für die d u a l e K r ü m m u n g u n d 
die vek tor ie l l e g e o d ä t i s c h e K r ü m m u n g d e r N o r m a l s c h n i t t e t r e t e n n Invar ian ten 
d e r S te l l e .S auf, von denen 5 B i e g u n g s i n v a r i a n t e n s ind. Sind diese 11 Invarianten 
der Stelle S bekannt, so lassen sich die Schmiegsomenkreise der Normalschnitte an 
der Stelle S konstruieren. E s t r e t en v e r s c h i e d e n e Ausnahmefa l l e auf, die e ine be
s o n d e r e U n t e r s u c h u n g e r fo rde rn . 

E i n e ausführ l iche D a r s t e l l u n g erfolgt an a n d e r e r Stel le . 

!) O. Mühlendyck: Zur Differentialgeometrie der regulären eindimensionalen Somenmannigfaltigkeiten, 
Sitzungsber. Beri. Math. Ges. 1925 ; Beitrag zur Differentialgeometrie der regulären Somenkongruenzen. 
Math. Ann. 1927; Geometrische Bedeutung des dualen Krümmungsmaßes und der dualen mittleren 
Krümmung einer Somenkongruenz, Jahresber. Deutsch. Math.-Verein 1930. Im folgenden der Reihe nach 
mit I, II, I I I bezeichnet. 

2 ) Reguläre Somenkongruenz s. II, S. 421. 
3 ) Abkürzung für eindimensionale Somenmannigfaltigkeit. 
4 ) Normalschnitt s. III, S. 57. 
6 ) Duale Krümmung, Schmiegsomenkreis s. I, S. 50. 
6 ) Verbiegung s. II, S. 428. 
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ON A S E R I E S OF C R E M O N A I N V O L U T I O N S 
D E F I N E D BY A P E N C I L OF R U L E D S U R F A C E S 

By V . S N Y D E R , I t h a c a , U . S . A . 

C o n s i d e r a penci l of sur faces \F \ t h r o u g h a r a t i o n a l cu rve r t o mul t ip l ic i ty n-2. 
L e t t he p o i n t s M of r and the su r faces of t h e pencil | F | be in (I, k) co r respondence . 
A po in t P fixes a sur face F of t he pencil and th i s in t u r n a po in t M on r. T h e l ine 
PM mee t s F , in one res idua l po in t P'. T h e re l a t ion b e t w e e n P, P' is a n invo lu to r i a l 
b i r a t i o n a l t r a n s f o r m a t i o n of space. T h e case in wh ich r is a s t r a i g h t l ine rjas been 
solved by C a r r o l l J ) . 

T h a t in which r is a p r o p e r c u r v e and t h e res idua l b a s e s imple and i r reduc ib le has 
been considered by B l a c k 2 ) . 

T h e l a t t e r inc ludes t h a t of t he ( ru led) q u a r t i c s t h r o u g h a double space cubic 
c u r v e r. T h e p r e s e n t pape r d i scusses all poss ib le cases in which every su r face of 
t he pencil is ru led . W i t h t he excep t ion of t he q u a r t i c s t h r o u g h a double cubic c u r v e 
(which m a y be compos i te ) and t h e cubics w i t h a common doub le d i r e c t r i x , the 
gene ra l case includes only t he | Fn | w i t h an n-2. fold d i r e c t r i x l ine and a double 
c u r v e r of o r d e r m, m e e t i n g t he l ine in m-i po in t s . I t is t he r e fo r e included a m o n g 
those a i read} ' ob ta ined b y Car ro l l . I n bo th of t he ear l ie r p a p e r s men t ioned , the 
res idua l cu rve is s imple and non compos i te , excep t t h e q u i n t i c a n d i t s quad r i secan t . 
A p a r t f rom the mul t ip le d i r e c t r i x l ine and the double cu rve , t he res idua l base of 
the pencil cons i s t s en t i re ly of g e n e r a t o r s , each of wh ich accoun t s for t w o p a r a s i t i c 
l ines . T h e in te res t lies in t he role played by the fundamen ta l l ines of t he second k ind , 
and the con tac t cond i t ions a long t h e d i r e c t r i x cu rve . T h e n e w t r a n s f o r m a t i o n s 
include a n u m b e r of well k n o w n types , b u t fu rn i sh infinitely m a n y n e w ones in which 
m, n, k can each t ake a n y pos i t ive i n t eg ra l va lue . 

*) American Journal of Mathematics, vol. 54 (1932). 
2 ) Transactions American Mathematical Society, vol. 34 (1932). 
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S U R LA D E F O R M A T I O N D E S S U R F A C E S 

P a r H . K R E B S , B e r n e 

L a déformat ion d e s surfaces peu t ê t re é tud iée en c h e r c h a n t à d é t e r m i n e r leurs 

d e u x formes fondamenta les . Ce t t e é t u d e a é t é faite d a n s un mémoi re qui pa r a î t r a 

p r o c h a i n e m e n t . L a m é t h o d e p e r m e t d e d é t e r m i n e r en par t icul ier tou tes les surfaces 

qu i on t un c lément l inéaire d e Liouvi l le l o r s q u e Ton s u p p o s e la surface r a p p o r t é e 

à ses l ignes de c o u r b u r e (Comptes r e n d u s d e l ' A c a d é m i e d e s Sc iences d e Par is , 

1929, et Bul le t in des Sciences m a t h é m a t i q u e s , 1932). L e s surfaces qui p r é s e n t e n t 

d e u x s y s t è m e s de ce rc les g é o d é s i q u e s e t qui sont r a p p o r t é e s à leurs l ignes d e 

c o u r b u r e p e u v e n t ê t r e aussi c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e s p a r ce t t e m é t h o d e . L a 

réso lu t ion de ces p r o b l è m e s nécess i te la conna i s sance des équa t ions d e L a p l a c e 

qui on t leurs invar ian ts é g a u x à l 'ordre p r è s e t auxque l les co r r e sponden t des sui tes 

p r é s e n t a n t un n o m b r e pa i r d ' é q u a t i o n s . C e s équa t ions d e L a p l a c e ont é té d o n n é e s 

p a r l ' au teur d a n s sa thèse (Par is 1925). D e s appl ica t ions d e ces équa t ions ont 

é g a l e m e n t é té d o n n é e s d a n s la théor i e d e s cong ruences . 

S U R LA G É O M É T R I E C O N F O R M E D E S 
C O N G R U E N C E S 

P a r P A U L D E L E N S , L e H a v r e 

1. — J ' a i fait , avec un repè re p e n t a s p h é r i q u e M AoAiA-,P de M. E . C a r t a n , 

l ' é tude des congruences de courbes ; j ' e n dé tache ici quelques r é su l t a t s . 

L a congruence (JI,A0) é tud iée est définie pa r le sys tème de Pfaff u>i = t o 2 = o, 

à t ro i s var iab les indépendan tes ; l 'ensemble (M,AiAt) des t r a j ec to i r e s o r thogona les , 

d ' équa t ion co0=o, lui es t associé. 

L e r epè re choisi es t d ' abord défini p a r A0, sphère harmonique de (M, AîA2) , por 

t a n t en M les cercles oscu la teu r s Qu g 2 des asymptotiques conformes (31, A¡), {M, At,) 

et p a r ( 2 0 = [A,A2), cercle osci l lateur en M de (M, A0). D 'où les condi t ions 

W01 = X Wj, Wo» = [i (1)1 (o)/ - d M : A,-, w,y = d A, Aj). 

P o u r le cas général X - f O, le r epè re , complè tement fixé p a r X-\-\s. = 2, dépend 

seu lement des é léments différentiels du 2 m e o r d r e , et l ' é tude es t auss i s imple qu 'en 

11 Mathematiker-Kongreß 
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g é o m é t r i e eucl id ienne . L e cas X + u. = o (écar té d a n s la su i te ) es t celui des con

gruences isotropes, à a s y m p t o t i q u e s conformes i ndé t e rminées : la p a r t i c u l a r i s a t i o n 

d u r epè re dépend d ' é léments différent iels d ' o r d r e supé r i eu r . 

2. — L a co r r e spondance avec les i n v a r i a n t s eucl id iens s 'ob t ien t au s s i t ô t à p a r t i r 

d 'un r e p è r e in i t ia l eucl idien ; en pa r t i cu l i e r 26 — a rc cos ^ ^ es t l ' angle des l ignes 

de c o u r b u r e , e t la n o r m a l i s a t i o n de M se fa i t c o m m e p o u r une su r face . 

L e s l ignes de c o u r b u r e , l ignes doubles s u i v a n t lesquelles u n e sphè re de c o u r b u r e 

n o r m a l e es t t a n g e n t e à la sphè re inf iniment vo i s ine , r eço iven t u n e nouvelle définition 

c o n f o r m e [MdQ,0dQ^] =0, œ0 = o, qu i les d é t e r m i n e d i r e c t e m e n t (a ins i que les 

a s y m p t o t i q u e s ) à p a r t i r de la congruence (M, A0). 

3. — P o u r une cong ruence normale u. = X, la d i s t r i b u t i o n des cercles o scu la t eu r s 

<2o r é su l t e de w" = [ 3 / to0] = 0 (%= dM\ P). U n e cong ruence orthoptique es t 

donnée p a r 2/>0 4 - u . — X = o ( c o 1 2 = — 2p{tí>¡). D a n s u n système ternaire 

/>1 = p2 — o, les cercles o scu l a t eu r s Q0, ß „ <22 se r e c o u p e n t en P. P o u r u n système 

triple orthogonal (i = X, p0 = o, les cercles ( ? 0 f o rmen t , p o u r co 0 = o, des sys t èmes 

cycl iques : la fo rme [dQ« dQo] définit a lors u n e sphè re JB0, o r t h o g o n a l e à S 0 e t d<2,0, 

fonct ion de M seul, d o n t j ' a i dé j à r appe lé l ' impor t ance . 

B I B L I O G R A P H I E . 

E. Cartan, Les espaces à connexion conforme ( A n n . de la Soc . po lona ise de M a t h . , 

1923, p . 171—221). 

P. Delens, Méthodes et problèmes des geometries différentielles... ( P a r i s , 1927); 

Géométrie des congruences de courbes (à paraître R e n d i c . del Ci re , m a t e m . di 

P a l e r m o ) ; Congruences de cercles et systèmes cycliques ( A t t i del C o n g r e s s o . . ., 

Bo logna 1928, I V , p . 399—407). 

L a p r é s e n t e N o t e se ra développée d a n s un a u t r e Recuei l . ( D a n s le M é m o i r e en 

ques t ion , j ' a i r emplacé p a r son complémen t l 'angle dés igné ici p a r 6.) 
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S U R C E R T A I N S C O M P L E X E S D O N T LES 
S U R F A C E S P R I N C I P A L E S ONT D E S P R O P R I É T É S 
P R O J E C T I V E S R E M A R Q U A B L E S 

P a r P A U L M E N T R E , N a n c y 

]° C o n s i d é r o n s dans l 'Espace p ro jec t i f rég lé les complexes G tels que d e u x quel

conques des t r o i s famil les de sur faces pr inc ipa les s 'assemblent en congruences dépen

d a n t d 'un p a r a m è t r e . Ces complexes on t la généra l i t é de t ro i s fonct ions a r b i t r a i r e s 

d ' un a r g u m e n t . P a r m i e u x se t r o u v e n t tous les complexes GQ appl icables p ro jec t ive -

meiit" ( au sens de M . Fubini) su r le complexe l inéa i re ; les p r o p r i é t é s que nous al lons 

d o n n e r r e s t e n t donc i n v a r i a n t e s d a n s la d é f o r m a t i o n d 'un complexe G0. 

P a r t r a n s p o s i t i o n d a n s l 'Espace conforme à q u a t r e d imens ions on t r o u v e les hype r 

sur faces r encon t r ées p a r M. Cartan p o u r lesquelles d e u x des t ro i s familles de l ignes 

de c o u r b u r e s ' a ssemblen t en sur faces d é p e n d a n t d 'un p a r a m è t r e . 

2° L e s congruences d a n s lesquelles s ' assemblen t les sur faces pr inc ipa les d 'un com

p l e x e G a d m e t t e n t u n complexe l inéa i re oscu la t eu r ; ce son t donc en généra l des con

g ruences W ; d 'a i l leurs les sur faces réglées t r acées d a n s ces congruences W de façon 

à é t ab l i r la co r r e spondance en t r e les l ignes a s y m p t o t i q u e s des d e u x surfaces sont 

p r é c i s é m e n t des sur faces pr inc ipa les du c o m p l e x e G. 

I l p e u t a r r i v e r q u e les congruences d é g é n è r e n t en congruences p s e u d o - U 7 a d m e t t a n t 

p o u r nappes focales u n e courbe C et u n e su r face développable d ' a r ê t e de r e b r o u s s e -

m e n t D, les d e u x courbes C et D é t a n t d e u x l ignes a sympto t i ques d 'une même sur face 

réglée. 

3° C o n s i d é r o n s s u r la géné ra t r i ce g d 'un complexe G les q u a t r e foyers inflexionnels 

de Koenigs. I l e x i s t e sur la g é n é r a t r i c e g s i x a u t r e s po in t s r e m a r q u a b l e s qui son t les 

po in t s doubles des t r o i s involu t ions définies p a r les q u a t r e foyers r épa r t i s en d e u x 

couples ; ces s i x p o i n t s décr iven t les l ignes a s y m p t o t i q u e s d 'une sur face pr inc ipa le 

d e G l o r sque la g é n é r a t r i c e g décr i t ce t te su r face pr inc ipa le . 

Grâce à la p r o p r i é t é du r a p p o r t a n h a r m o n i q u e des q u a t r e po in t s d ' in te rsec t ion d 'une 

g é n é r a t r i c e de sur face réglée avec q u a t r e l ignes a sympto t i ques on p o u r r a ob ten i r 

t ou t e s les l ignes a s y m p t o t i q u e s des sur faces pr inc ipa les du complexe G. 

4° D ' a u t r e s n o m b r e u s e s p ropr i é t é s des complexes G n e s a u r a i e n t t r o u v e r place d a n s 

u n r é s u m é . J e les donne ra i p r o c h a i n e m e n t d a n s un M é m o i r e . 

C o n t e n t o n s - n o u s d ' a j ou t e r que si l 'on cons idère le complexe l inéa i re F o scu l a t eu r 

à l 'une des t r o i s congruences W d ' a s semblage d e su r faces p r inc ipa les , ce c o m p l e x e 

l inéa i re T, qu i a c c o m p a g n e dans son dép lacement à t ro i s p a r a m è t r e s la g é n é r a t r i c e g. 
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a d m e t p o u r enveloppe d e u x complexes fo rmés d e t a n g e n t e s a s y m p t o t i q u e s de su r faces 

p r inc ipa les . 

5° J ' a i d é j à m o n t r é d a n s u n e r écen te N o t e a u x C o m p t e s R e n d u s que d a n s le cas 

d ' u n c o m p l e x e t é t r a é d r a l h a r m o n i q u e les congruences d ' a s semblage s 'ob tena ien t en 

c o u p a n t le complexe p a r t r o i s fa i sceaux de complexes l inéa i res . 

LE R E S E A U <•) 

P a r M . L O N G , T é h é r a n 

L e r é seau (X, q) définit d 'une façon s imple e t é l égan te u n e su r face r a p p o r t é e à 

ses l ignes de c o u r b u r e , les fonct ions figurant d a n s ce réseau é t a n t des é l émen t s 

m é t r i q u e s f o n d a m e n t a u x . 

E n d é s i g n a n t p a r 2 p le c a r r é du r a y o n vec teur , p a r X la d i s t ance de l 'o r ig ine O 

des coordonnées au p lan t a n g e n t à la su r face (B) a u p o i n t M, p a r 0 e t w les d i s 

t ances de O a u x p lans p r i n c i p a u x u, v en M (w et v é t a n t les p a r a m è t r e s des l ignes 

de c o u r b u r e ) , on a la re la t ion : 

I ) 2 Q =2 X 2 + 62 - f W2 

avec la p r o p r i é t é s u i v a n t e : 

L e s coefficients A et B de l ' équa t ion : 

(2) %pm = A y;„ + B y* 

définie p a r la condi t ion d ' a d m e t t r e c o m m e so lu t ions q et X, sont r e spec t ivemen t : 

Ö w 

I n v e r s e m e n t dès qu ' on c o n n a î t r a d e u x fonct ions q, X (chacune d é p e n d a n t de 2 va

r iab les i n d é p e n d a n t e s u, v) a s su j e t t i e s à la seule cond i t ion d ' ê t r e liées pa r la re la

t ion : 2 q —• X = A 2 4- B2, a u x q u a n t i t é s A , B, de l ' équa t ion de L a p l a c e (2) qu 'el les 

d é t e r m i n e n t , on conna î t r a i m m é d i a t e m e n t u n e su r face (B) r a p p o r t é e à ses l ignes 

d e c o u r b u r e u, v, a ins i q u e tous ses é léments . 

L e p o i n t de coordonnées q, X, déc r i t u n réseau p lan que j ' appe l l e r é seau ( X , o) -
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UN P R O B L E M E DE M. B R I C A R D 

P a r A. E R R E R A , Bruxe l l e s 

M . R. B r i c a r d a posé un p rob lème que nous énoncerons comme su i t : Un avion 

survole, à une altitude constante, la Terre supposée sphérique. Quel est le plus petit 

trajet qui lui permette d'en photographier toute la surface ? 

A l 'Assoc ia t ion f rançaise p o u r TAvancemen t des Sciences ( C o n g r è s de Bruxe l l e s , 

jui l le t 1 9 3 2 ) nous avons fai t conna î t r e les p ropos i t ions su ivan te s : 

S i , s u r u n e sphère de r ayon 1 , l 'on fai t p a r c o u r i r u n e l igne de J o r d a n / , s imple , 

rectifiable. et de longueur L, au pôle P d ' une calotte ( a ) , c 'es t -à-di re d 'une calot te don t 

a (avec a ~ ) e s t ' c rayon sphérique ou d i s tance sphér ique du pôle de la calot te 

à sa base , le domaine balayé D possède une a i r e A et l'on a. si / est une l igne ouve r t e 

(1) J ~~ 2 L sin a + 2 si ( 1 c o s a ) 

e t si / es t fermée 

( 2 ) J — 2 L sin a . 

N o u s d i sons qu 'une courbe ./ a un empan 2 a , si la d i s t ance sphér ique de d e u x 

quelconques de ses po in t s est -— 2 a , dès que l'arc qui les relie a une longueur —".Tsina 

(les deux arcs, si / es t f e rmée) . 

O r , si / possède u n e c o u r b u r e 1 , telle qu 'on a i t \n \ sin a e t si elle a un empan 
P 

2 a , a lors les inégal i tés ( 1 ) et ( 2 ) dev iennen t des é g a l i t é s 1 ) . 

Etant donné sur la sphère un domaine et une longueur a,— ~* , nous nous deman

dions s'il existe une ligne la plus courte, telle que tout point du domaine soit à une 

distance sphérique -y: a, de la ligne ? O r , il r é su l t a i t des p ropos i t i ons qui précèdent , 

que , s'il e x i s t e une pare i l le l igne / , telle qu ' en la fa i san t p a r c o u r i r p a r le pôle d 'une 

calot te ( a ) le domaine balayé coïncide avec celui qui est donné , cet te ligne répond 

à la ques t ion . 

App l iquons ce r é su l t a t au prob lème de M . Br i ca rd qui est équ iva len t à celui-là, 

si l 'on p r e n d p o u r domaine la sur face to ta le de la sphère . O r , nous pouvons cons-

!) Nous avions déjà trouvé des résultats analogues dans le plan et sous des hypothèses plus générales 

(Mém. de l'Ac. R., Bruxelles 1932). 
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t r u i r e ce t t e l igne J, d a n s le cas où — es t u n n o m b r e en t ie r : la l igne s e r a u n e 

2 os 

spirale sphérique à deux pôles, l ieu du pôle d 'une ca lo t te ( a ) , que l 'on fa i t d ' abo rd 

p ivo te r a u t o u r du pôle N o r d de la sphè re s i t ué sur sa base , pu i s rou le r le l ong d e la 

f ron t i è re du d o m a i n e pa r t i e l dé j à couver t , enfin p ivo te r a u t o u r du pôle S u d . 

L e s d é m o n s t r a t i o n s , assez longues , s e r o n t publ iées a i l leurs . 

SUR LES P O I N T S U N I S NON P A R F A I T S DES 
I N V O L U T I O N S C Y C L I Q U E S A P P A R T E N A N T A 
U N E S U R F A C E A L G É B R I Q U E 

P a r L . G O D E A U X , L i è g e 

So ien t F une sur face a lgéb r ique con t enan t une involu t ion cyclique IP d ' o r d r e p r e 

mie r p, ne p o s s é d a n t qu ' un n o m b r e fini de po in t s un i s , [ C I un sys t ème l inéa i re de 

courbes composé a u moyen de Ip e t n ' a y a n t pas p o u r p o i n t s - b a s e des po in t s un i s de Ip, 

<P u n e sur face image de Ip don t les sect ions hype rp lanes co r r e sponden t a u x courbes C. 

C o n s i d é r o n s u n po in t un i A, non pa r f a i t , c ' es t -à -d i re tel que , d a n s le d o m a i n e du 

p r e m i e r o r d r e de A, il n 'y a i t que d e u x po in t s , Av A2, un i s p o u r Ip . Cela impl ique 

p^>2 ( S e v e r i ) . L e s courbes C p a s s a n t p a r A, que nous dés igne rons p a r C1, on t en 

ce po in t u n e mul t ip l i c i t é o > o et leurs t a n g e n t e s sont confondues avec les d i rec t ions 

AAV AA2. D é s i g n o n s pa r C2 les courbes C1 a s su j e t t i e s à avoi r en A une t a n g e n t e 

d i s t inc te de AAV AA2, et a ins i de su i te . O n fo rme a ins i une su i te de sys tèmes 

l inéai res \C1\, \C2\, . . ., ¡ C v I a y a n t en A des mul t ip l ic i tés d ' o r d r e s c r o i s s a n t s et, 

sauf le de rn ie r , des t a n g e n t e s fixes AAX, AA2 en ce po in t . L e s courbes C v o n t en A 

u n po in t />-uple à t a n g e n t e s va r i ab les . 

L e s s i ngu l a r i t é s des courbes Cv C2, . . ., C v _ i au po in t A et la s i ngu l a r i t é pour la 

sur face 0 du po in t A' homologue de A d épenden t des po in t s un i s de Ip d a n s les 

doma ines successifs de A su r F. Ces s ingu la r i t é s p r é s e n t e n t u n e g r a n d e va r i é t é 

comme on le vo i t d a n s le cas s imple où Ip es t engend rée pa r une h o m o g r a p h i e p lane . 

D a n s le cas d 'une su r face a lgéb r ique quelconque , nous avons é tud i é d e u x cas . 

a ) L e s courbes C1 on t u n p o i n t (n -f- i ) - u p l e en A, u n po in t w-uple en Ax e t une 

su i te de n po in t s s imples fixes, inf iniment vo is ins success i fs , d o n t le p r e m i e r est 

A2 = 2 n + I ) . 
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L e p o i n t A' es t mul t ip le d ' o r d r e w -f- i p o u r 0, le cône t a n g e n t en ce po in t é t a n t 

fo rmé d 'un cône d ' o r d r e n e t d 'un plan. O n a.v — n + I . 

b ) L e s courbes Cx on t en A u n po in t doub le e t s u r chacune des b ranches d 'or i 

g ine A, une su i te d e p-2 po in t s s imples fixes, inf iniment vois ins successifs . L a sur 

face 0 possède en .A' u n p o i n t double b ip lana i r e auquel sont infiniment vo is ins suc

cessifs v— 2 po in t s b ip lana i res d o n t le de rn i e r est o rd ina i r e . O n a p = 2 v — i . 

P o u r p = 3, les d e u x cas coïncident . 

D a n s le p r e m i e r cas , les courbes canoniques de 0 do iven t p a s s e r pa r A'. I l se 

peu t que les condi t ions imposées à ces courbes en t r a înen t leur non-ex i s tence . Il 

e x i s t e p a r exemple une involu t ion ra t ionne l l e d ' o r d r e sept , a y a n t t ro i s po in t s unis 

du type a ) a p p a r t e n a n t à u n e sur face de g e n r e t ro i s . 

Bibliographie. Bull, de la Soc. Math, de France, 1919. Bull, de l'Acad. roy. de Belgique, 1921, 
1930, 1931. Mém. de la Soc. roy. de Liège, 1929, 1930, 1931. 

SUR U N E T R A N S F O R M A T I O N D E S 
C O N G R U E N C E S R E C T I L I G N E S 

P a r P A U L V I N C E N S I N I , B a s t i a 

(C) é t a n t une congruence rec t i l igne quelconque , D le r ayon g é n é r a t e u r , 0 u n po in t 

fixe et a un angle donné , fa isons t o u r n e r D de a a u t o u r de sa paral lè le i ssue de 0. 

D v ien t en A, et l ' ensemble des d ro i t e s A cons t i tue u n e congruence ( F ) que nous 

d i rons t r a n s f o r m é e de (C) p a r T (0, a). 

Soi t I la p ro j ec t ion de O s u r D, F et F' les foyers de D, P le p r o d u i t IF.IF', S : 2 

la d i s t ance de 0 au p lan moyen de D, n le p a r a m è t r e moyen et 2d la d i s t ance des 

po in t s l imi tes su r D. 

A u cour s de T (0,a), les q u a n t i t é s qui p récèden t r e s t e n t liées p a r des re la t ions 

i n t é r e s san t e s , que j e ne ferai que s ignaler , m e p r o p o s a n t d 'en développer les con

séquences dans un m é m o i r e spécial . 

a) P r e s t e c o n s t a n t (Bul le t in de la Socié té M a t h , de F r a n c e 1931), 

b) S' é t a n t la va leu r de .9 dans (T), on a : 

S' = S cos a -f- 71 sin a. 

c) L a q u a n t i t é S2 + n2 es t un inva r i an t . 

L e s i n v a r i a n t s à) et c) d épenden t de 0. L e u r combina i son fou rn i t u n t ro i s ième 

i n v a r i a n t i n t r i n s è q u e m e n t lié à (C) : 
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d) A u cour s de T (O, a) la d i s t ance l imi te zd r e s t e inva r i ab le . D ' a p r è s b ) , T( 0,900) 

p e r m u t e S et n ; d 'où la t r a n s f o r m a t i o n en p rob lèmes d 'enveloppes de p rob lèmes 

re la t i f s a u p a r a m è t r e moyen . 

E n p a r t i c u l i e r : O n sa i t d é t e r m i n e r t o u t e s les congruences a d m e t t a n t un p a r a m è t r e 

moyen d o n n é d ' avance su r chaque rayon de d i rec t ion donnée . 

S i J I = 0 [ ( C ) es t n o r m a l e ] , b) d o n n e S' — S c o s o : A u cours de T (O, a) l 'en

veloppée m o y e n n e de ( C ) r e s t e h o m o t h é t i q u e d'elle m ê m e . 

O n d é d u i t i m m é d i a t e m e n t p a r exemple , des r e m a r q u e s qui p récèden t , la t r a n s 

fo rma t ion s u i v a n t e d u p rob lème de la recherche des su r faces pseudo- sphé r iques : 

L e s t r a n s f o r m é e s T (0,~) des congruences p seudo- sphé r iques no rma le s , son t les 

congruences à enveloppée m o y e n n e po in t e t à s egmen t l imi te cons tan t . 

P a r m i d ' a u t r e s ques t ions que l 'on p e u t r a t t a c h e r a u x p ropos i t i ons qui p récèden t , 

s ignalons : 

U n e nouvel le d é t e r m i n a t i o n des famil les de sur faces m i n i m a associées . 

L a d é t e r m i n a t i o n de toutes les congruences i so t ropes a d m e t t a n t une enveloppée 

donnée , q u a n d on en conna î t une. 

U n e cons t ruc t i on t r è s s imple de toutes les congruences à p a r a m è t r e moyen cons tan t 

à p a r t i r de l 'une d'elles ; etc 

E L E M E N T T R A N S F O R M A T I O N S OF SPACE FOR 
W H I C H N O R M A L C O N G R U E N C E S OF C U R V E S 
A R E I N V A R I A N T 

By E D W A R D K A S N E R , N e w Y o r k 

I n th i s pape r all t r a n s f o r m a t i o n s of l ineal e lements {x, y, z, y', s') of space a r c 

de t e rmined such t h a t every n o r m a l congruence of curves shall be conver ted in to a 

n o r m a l congruence . T h e infinite g r o u p ob ta ined is i somorph ic w i t h the g r o u p of 

con tac t t r a n s f o r m a t i o n s in space. T h e only t r a n s f o r m a t i o n s in the new g r o u p which 

conve r t cu rves in to cu rves a r e t he conformai t r a n s f o r m a t i o n s , which fo rm a 10 -para-

m e t c r s u b g r o u p . T h e r e su l t s a r e of i n t e re s t in connect ion wi th the opt ics of genera l 

i so t rop ic media . I t is shown t h a t the only t r a n s f o r m a t i o n s which conver t a n invo

lu t ion p a i r of p a r t i a l equa t ions in to an invo lu t ion pa i r a r e con tac t t r a n s f o r m a t i o n s . 

A n equ iva len t p rob lem is the t r a n s f o r m a t i o n of the class of all i n t eg rab le M o n g e 

equa t ions i n to itself. 
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S U L L A C O N N E S S I O N E DELLE S U P E R F I C I E 
A L G E B R I C H E R E A L I 

D i A . C O M E S S A T T I , P a d o v a 

I n u n a recente M e m o r i a (Ann . d i M a t . T . 5 0, 1928) ho a s segna to per l'ordine di 

connessione totale Z = 2 Z ¿ 2m -f- 2 d ' una superficie a lgebr ica reale F (con m falde, 

delle qual i Z . sono i n u m e r i di B e t t i ) l ' espress ione. 

(1) Z = R 2 - h 

nella qua le R2 = I 4q -(- 2 ha il no to significato, ed h des igna il n u m e r o (mas

s imo) di cicli b id imens iona l i i nd ipenden t i , della r i e m a n n i a n a V di F, che son t r a s fo r 

m a t i in cicli omologhi dalla simmetria S i m m a g i n e del coniugio di F. H o poi prec i 

sa to in ç — q (p n u m e r o base reale) l ' appor to r eca to al n u m e r o h da i cicli algebrici, 

t r a e n d o dal la (1) la d i seguag l i anza 

(2) z < k 3 - 2 ( p - - p ) , 

che cont iene come caso pa r t i co la re la re laz ione I - j - Z = 2 (J>— 1) da me s tabi l i ta 

nel 1915 pe r le superficie razionali real i . 

L ' i ne s i s t enza d ' in tegra l i doppi di I a specie d 'una F, coi per iod i t u t t i real i od 

i m m a g i n a r i p u r i , r ecen temen te a v v e r t i t a dal Sever i ne l l ' ambi to d 'un i m p o r t a n t e teo

rema dello H o d g e , consente di r i n f o r z a r e no tevo lmen te la ( 2 ) , sos t i tuendovi la doppia 

d i suguag l i anza 

(3) 2 (p ~p) — A ' a < Z < A ' 2 — 2 (<> - p) — 2pg, 

che, con a lcune appl icazioni , f o r m e r à l 'ogget to della mia comunicaz ione . 

Qu i mi l imi te rò ad a g g i u n g e r e che alla (3) si pe rv i ene p a s s a n d o a t t r a v e r s o alla 

(4) /• K, •>((> (>! ->/-

nella quale r denota il n u m e r o ( m a s s i m o ) dei per iod i reali i nd ipenden t i degl ' in tegra l i 

doppi reali di I a specie. Di in tegra l i cosiffatt i se ne possono sempre cos t ru i r e /> 

i n d i p e n d e n t i ; ed essi a m m e t t o n o una tabel la ( in genera le non p r i m i t i v a ) di 

o 0 = R2 — q pe r iod i , dei qual i r reali ed / = p 0 — r i m m a g i n a r i p u r i . 

L a (4) è di per sè a b b a s t a n z a notevole , e si p r e s t a a qualche appl icaz ione elegante . 

Se ne possono ad es. d e d u r r e i va lo r i della coppia (r , / ) per t u t t i i t ip i d i superficie-

di K u m m e r real i , e quelli della coppia (p , ç) per le superficie i p e r c r i t i c h e (di r a n g o i ) 

real i , g ià o t t e n u t i dal Lef sche tz pe r a l t r a via . 
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ON THE P R O J E C T I V E D I F F E R E N T I A L G E O M E T R Y 
OF D E V E L O P A B L E S U R F A C E S 

B y E . B . S T O U F F E R , L a w r e n c e , U . S . A . 

I n th i s p a p e r t h e p r o j e c t i v e different ia l p r o p e r t i e s of a developable su r face D in the 

n e i g h b o r h o o d of a gene ra l p o i n t Q on D a r e s tud ied by m e a n s of the differential 

e q u a t i o n assoc ia ted w i t h i ts edge of r e g r e s s i o n C. T h i s equa t ion is of t he fo rm 

( i ) / > + 4 P i y 3 > + 6pty» + 4 / 3 / +pty = o, 

w h e r e x is t he i ndependen t v a r i a b l e and w h e r e t he p e r m i s s a b l e t r a n s f o r m a t i o n s a r e 

y = pi (x) y and x = cp (x). 

If y i {i= i , 2, 3, 4) a r e t h e coord ina te s of a gene ra l p o i n t y on C, t h e t r a n s 

f o r m a t i o n y =î jx (x) y m a y a l w a y s be so chosen t h a t y,' a r e t he coord ina tes of Q. 

I n the r e m a i n d e r of t h i s p a p e r w e shall a s s u m e t h a t (1) is t h e equa t ion r e s u l t i n g 

f r o m th i s t r a n s f o r m a t i o n and t h a t / / = o for fu r the r t r a n s f o r m a t i o n s . 

W i t h o u t d i s t u r b i n g t h e condi t ion j u s t imposed w e m a y t r a n s f o r m (1) i n to a new 

equa t ion of t he fo rm 

<2) Y w + 6Pt Y"+4Pt Y' + P< Y=o 

by so choos ing cp (x) t h a t P1—~j(p1 4- 3 / 2 <p"¡cp') = o. T h e fo rm (2) is m a i n t a i n e d 

for f u r t h e r t r a n s f o r m a t i o n s if and only if cp" = o. 

T h e va r i ab l e Y of (2) and i ts d é r i v â t e s and t h e coefficients P¡ and the i r de r iva t i ve s 

a r e canonica l fo rms of c o v a r i a n t s wh ich m a y be exp re s sed in t e r m s of the va r i ab le 

and coefficients of (1) by s imple s u b s t i t u t i o n s invo lv ing the fact t h a t cp"\cp'' = 

E q u a t i o n (2) fu rn i shes a d i r ec t a n d easy m e t h o d of o b t a i n i n g a canonical develop

m e n t for t he equa t ion of D in t h e ne ighbou rhood of Q. T h e coord ina te s of a n y po in t 

in space m a y be exp re s sed by xx Y¡ 4- x2 Y¡ 4- x2 Y" 4- x3 Yf (»'= 1, 2, 3, 4). 

Consequen t ly , (xlt x2, x3, x4) m a y a lso b e used as i t s coord ina te s . T h e v e r t e x 

(o , i , o, o ) is t he p o i n t Q and (1, o, o, o) is t he p o i n t R of t a n g e n c y to C of t he 

g e n e r a t o r p a s s i n g t h r o u g h Q. 

T h e p a r a m e t r i c equa t ions of t h e cubic C 3 o s cu l a t i ng C a t R m a y be easily found 1 ) . 

P l a n e s p a s s i n g t h r o u g h Q o scu la t e C 3 a t R and a t a p o i n t T. T h e line t a n g e n t t o 

Cs a t T i n t e r sec t s t he p lane t a n g e n t t o D a t Q in a p o i n t S . 

' ) Stouffer, Bull. Amer. Math. Soe., vol. 34, p . 290—302. 
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If t he four geometr ica l ly de t e rmined po in t s R, Q, S, T a r e used as the ver t ices of 

t h e t e t r a h e d r o n of reference t h e canonical deve lopment for the equat ion of D takes 

the fo rm 

<3) y = v . r + v « r v+% r + v » ? ^ + e , ^ ? + , 

w h e r e 0 , = 2 /> — 3 / » ; a n d 6»4 = 45 / J

3" — 60 + 2 5 81 P\. 

T h e equa t ion (3) makes poss ible the d e t e r m i n a t i o n of an oscu la t ing q u a r t i c scroll 

which locates the u n i t po in t of the coo rd ina t e sys tem. M a n y o the r p rope r t i e s of 

t h e su r face follow di rec t ly . T h e geomet r i ca l significance of t h e v a n i s h i n g of each 

of t he s impler i n v a r i a n t s is easi ly found. 

D e n t o n *) has s tud ied th is s a m e prob lem by means of pa r t i a l differential equa t ions 

bu t h is calcula t ions a r e m o r e difficult and his geomet r ica l resu l t s more complicated. 

P R O J E K T I V E D I F F E R E N T I A L G E O M E T R I E DER 
F L Ä C H E N MIT EINER S C H A R VON 
K E G E L S C H N I T T E N 

Von G E R H A R D T H O M S E N , R o s t o c k 

Sind ua p ro jek t ive E b e n e n k o o r d i n a t e n (hier wie im folgenden laufen d ie Indizes 

a , ß , y , A , u . . . . v o n 1 b is 4 u n d ü b e r d o p p e l t v o r k o m m e n d e Indizes wird summier t ) , 

so ist d u r c h a a i u0lui = O m i t ä3^ = J"* u n d R a n g | | d3^ \ \ = 3 ein Kege l schn i t t 

{KG) in E b e n e n k o o r d i n a t e n g e g e b e n . Bei p ro jek t iven A b b i l d u n g e n stellen die 

10 h o m o g e n e n , an e ine N e b e n b e d i g u n g genüpf t en KG - K o o r d i n a t e n d3^ e inen T e n 

sor d a r ( abgesehen v o n e inem g e m e i n s a m e n Fak to r ) . W i r b e t r a c h t e n eine S c h a r ctf (t) 

von KG, die n i ch t alle in e i n e r E b e n e g e l e g e n s ind (eine „KGS"). F ü h r e n wir 

d a n n e inen k o n s t a n t e n (d. h . v o n t u n a b h ä n g i g e n ) in j e d e m I n d e x p a a r sch ie fsymme

t r i schen T e n s o r v i e r t e r Stufe ea^s ein (der also n u r eine wesen t l i che K o m p o n e n t e 

hat ) , so gilt , wenn d1^ = aa$ ge se t z t wird , ident i sch in t: 

(1) , a ß T a ^ aV ¿* = 0 

(2) e^5 e X m d* ¿* à8? = 0 

' ) Denton Trans. Amer. Math. Soc., vol. 14, p. 175—208. 
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Se tzen wir 

B r** a*v 'a*? 

C e, fi? 

D ' a ß Y 8 < V p ¿ * > « Y V > 

so ist B:-r.O d ie B e d i n g u n g dafür, dass d ie S c h n i t t g e r a d e k o n s e k u t i v e r KG j ewei l s 

d e n S c h a r - K G b e r ü h r t . Se t z t m a n J—^BD—2 C2 so ist J ~ 0 d ie B e d i n g u n g 

dafür, dass s ich k o n s e k u t i v e KG s chne iden . (Die S c h a r b e s t e h t d a n n aus KG, d ie 

d u r c h d ie L i n i e n e l e m e n t e e iner R a u m k u r v e g e l e g t sind.) Gilt ausse r J = 0 noch , 

d a s s in d e m T e n s o r b ü s c h e l caV = laa$ 4 - paa$ e ine r m i t R a n g { ¡ I f = 2 e n t h a l t e n 

ist, u n d gilt d a n e b e n BzzáO, so s chne iden sich konseku t ive KG s o g a r in zwei P u n k t e n . 

y = B—0 k e n n z e i c h n e t so l che S c h a r e n v o n KG, die d u r c h d i e L i n i e n e l e m e n t e e ine r 

R a u m k u r v e g e l e g t s ind u n d in d e n S c h m i e g e b e n e n ver laufen. E x i s t i e r t in d i e sem 

F a l l a u c h n o c h ein ca^ mi t R a n g | | f a ^ | ¡ = 2, so b e k o m m t m a n KGS, d ie d u r c h 

j e d re i k o n s e k u t i v e P u n k t e e i n e r R a u m k u r v e g e l e g t s ind . Im a l l geme inen Fa l l 

Jz^O, Bzz¿i O g i b t es ke ine a b s o l u t e p ro jek t ive Inva r i an te , d ie d e r F i g u r zweier 

unendl ich b e n a c h b a r t e r KG z u g e o r d n e t ist, a b e r es ex i s t i e r t ein invar ian t v e r b u n 

d e n e s K o o r d i n a t e n t e t r a e d e r mi t E i n h e i t s p u n k t u n d ein invar ian te r P a r a m e t e r e r s t e r 

O r d n u n g , d e r d u r c h 

g e g e b e n ist. 

D i e einzige T o r s e (ausser d e m K e g e l 2.0 ) mi t m indes t ens e iner S c h a r von nicht-

zerfal lenden KG ist d i e T a n g e n t e n f l ä c h e d e r R a u m k u r v e 3. O r d n u n g , auf d e r es 

dann gleich 3 KGS g ib t . Die F l ä c h e n , bei denen m i n d e s t e n s eine S c h a r d e r K u r v e n 

von D a r b o u x aus KG bes t eh t , zerfallen in zwei Fami l i en . D ie e r s t e b e s t e h t aus 

d e n Hüllf lächen so lche r spezie l ler S c h a r e n v o n F l ä c h e n 2. O r d n u n g (F2), be i d e n e n 

s ich konseku t i ve F2 l ängs eines KG b e r ü h r e n . U m zu e iner F l ä c h e de r zwei ten 

Famil ie zu ge l angen , m u s s m a n v o n e ine r R a u m k u r v e a u s g e h e n , d e r e n T a n g e n t e n 

alle e i nem festen l inearen S t r a h l e n k o m p l e x a n g e h ö r e n u n d d u r c h d ie L in iene lementu 

e ine r so lchen K u r v e in den S c h m i e g e b n e n ve r laufende KG h i n d u r c h l e g e n . A b e r 

d ies muss nach e inem g a n z speziellen Gese t z g e s c h e h e n , d a m i t d ie KG eine F l ä c h e 

d e r zwei ten Fami l i e erfüllen. 
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S U R LES C O U R B E S Q U A D R A T I Q U E S 

P a r G E O R G E S T Z I T Z É l C A , B u c a r e s t 

J ' a i ind iqué d e r n i è r e m e n t une mé thode pour fa i re la classification des courbes 

q u a d r a t i q u e s . Ce t t e mé thode , q u e j ' a i ob t enue p a r u n e généra l i sa t ion d 'un théorème 

de M. Cariati, a le ca rac tè re p u r e m e n t ana ly t ique . J e m e propose ac tuel lement de lui 

donne r u n e i n t e rp r é t a t i on géomé t r i que . 

J e suppose qu' i l s 'agi t d 'une courbe q u a d r a t i q u e o r d i n a i r e , t racée d a n s un espace 

S„ h n d imens ions su r une v a r i é t é q u a d r a t i q u e Q à n-i d imens ions . O n a donc 

(xx) = o, (x1 x')^£o, 
où 

(x x) = x[ + x\ 4 - ... + xn^ , x' = ~ . 

O n p e u t chois i r le p a r a m è t r e t e t le facteur p a r lequel on peu t mul t ip l ie r les x,-: de 

m a n i è r e q u e l'on a i t 

(x x) = o, (x' x') = I , (x" x") = O. 

O n peu t fa i re a lors la classification su ivan t e : 

I. (x'" x'")ytO; 

II . {x'" x"') = 0, (xlvxlv)^±0; 

III . {X1" X'" j (xlV . r I V ) : -= O, (,t-V Xy ) ^ O, 

e t a ins i de sui te . C h a q u e classe es t d é t e r m i n é e p a r un i nva r i an t relatif différent 

d e zéro . 

Voici m a i n t e n a n t l ' i n t e rp ré t a t ion géomét r ique . J e cons idère t o u t d ' abord l 'espace 

l inéa i re Ln_n à w-3 d imens ions , c o n j u g u é p a r r a p p o r t à la v a r i é t é Q du plan 0 2 

oscu la teur à la courbe q u a d r a t i q u e au po in t x, de m ê m e que l 'espace l inéai re 0 3 oscu

l a t eu r à t ro i s d imens ions à la courbe au m ê m e poin t . L e s espaces l inéaires / . „_s e t 

0 3 se coupent en un seul po in t . S i ce de rn ie r po in t n ' a p p a r t i e n t pas à la va r i é t é Q, 

la cou rbe q u a d r a t i q u e est de la p r e m i è r e classe. 

D a n s le cas con t r a i r e , j e cons idère l 'espace Ln-t con jugué à l 'espace (JA oscula teur 

à la courbe , de m ê m e que l 'espace oscu la teur 0 4 à q u a t r e d imens ions . L e s espaces 

l inéa i res L„-4 e t Oi on t un seul po in t commun. Si ce po in t n ' a p p a r t i e n t pas à Q, 

la cou rbe es t de la d e u x i è m e classe. 

O n p e u t con t inue r de la m ê m e m a n i è r e p o u r définir success ivement les au t re s 

c lasses . 
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') S. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Flächendeformation, Jahresber. Dtsch. Math. V. 
6 (1899), S. 45—90. 

2) H. Graf und R. Sauer, Über dreifache Geradensysteme in der Ebene, welche Dreiecksnetze bilden, Sitz 
Ber. bayr.Akad. d. Wiss. München 1924, S. 119—156. 

s) O. Volk, Über spezielle Kreisnetze, Sitz.-Ber. bayr. Akad. d. Wiss . München 1929, S. 132—134. 
*) Erscheint demnächst in den Monatsheften f. Math. u. Phys., 39, (1932). 
8 ) Erscheint ausführlich an anderer Stelle. 

Ü B E R D R E I E C K S N E T Z E A U S K R E I S E N U N D 
P A R A B E L N G L E I C H E R A C H S E N R I C H T U N G 

V o n K A R L S T R U B E C K E R , W i e n 

H e r r 5". Finsterwalder h a t 1899 z u e r s t d ie F r a g e nach den ge rad l i n igen D r e i e c k s 
ne t zen der E b e n e a u f g e w o r f e n 1 ) , d ie 1924 von den H e r r e n Graf und Sauer d a h i n 
b e a n t w o r t e t w u r d e 2 ) , d a ß das allgemeinste geradlinige Dreiecksnets aus den Tan
genten einer eventuell zerfallenden Kurve dritter Klasse hergestellt werden kann. 

M a n h a t sich se i the r b e m ü h t , auch das a l lgemeins te Dreiecksnetz aus Kreisen a n 
zugeben , a b e r b i she r o h n e vol len E r f o l g . I m m e r h i n aber ge lang es 1929 H e r r n 
Volk du rch sehr e legante ana ly t i sche U e b e r l e g u n g e n eine spezielle Klasse von 
D r e i e c k s n e t z e n a u s K r e i s e n aufzuf inden, näml ich jene , d ie in l inearen K r e i s b ü n d e l n 
l iegen 3 ) . — I m V o r t r a g e w i r d n u n geze ig t 4 ) , d a ß sich das schöne Volksche R e s u l t a t 
d u r c h geomet r i s che U e b e r l e g u n g e n e in fachs te r A r t u n m i t t e l b a r a u s dem g e n a n n t e n 
S a t z e der H e r r e n Graf u n d Sauer he r l e i t en läß t . E s ge l ing t dabe i au<fh, das Volksche 
E r g e b n i s noch ein w e n i g zu erweitern u n d zu zeigen, d a ß die Mittelpunkte jener 
Kreise eines Kreisbündels, welche am Bau eines Dreiecksnetzes beteiligt sind, auf 
einer eventuell zerfallenden Kurve dritter Ordnung liegen und auf ihr ein Punktgitter 
bilden, das völlig dual ist zu einem geradlinigen Dreiecksnetz. 

Aehnl ich w i e im F a l l de r K r e i s e i s t auch das a l lgemeins te Dreiecksnetz aus 
Parabeln g leicher A c h s e n r i c h t u n g d e r z e i t noch u n b e k a n n t . W o h l aber ge l ing t es auch 
h ier , eine e in ige rmaßen umfassende Klasse von Dre i ecksne t zen anzugeben , n ä m l i c h 
j ene , de ren a u f b a u e n d e P a r a b e l n g e w i s s e n zwei fach a u s g e d e h n t e n M a n n i g f a l t i g k e i t e n , 
s o g e n a n n t e n Parabelbündeln angehö ren . U n t e r d iesen k o m m t z. B . als ein r e g u l ä r e r 
F a l l v o r der Inbegriff de r Parabeln mit derselben Hauptachse; ein Grenzfa l l a b e r i s t 
e t w a die G e s a m t h e i t de r kongruenten Parabeln gleicher Stellung. E s m a g a n d ieser 
Ste l le 5 ) genügen , w e n i g s t e n s für diese be iden P a r a b e l b ü n d e l d a s E r g e b n i s zu f o r m u 
l ieren. E s g i l t : 
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Gegeben sei das Bündel der Parabeln mit derselben Hauptachse oder das Bündel 

der kongruenten und gleichgestellten Parabeln, weiter ein Paar getrennter oder be

nachbarter Parallelen zu deren Achsen und ein ganz beliebiges geradliniges Dreiecks-

netz; ersetzt man dann jede Gerade dieses Dreiecksnetzes durch jene obigen Bündeln 

entnommene Parabel, welche durch die Schnittpunkte der Geraden mit dem gewählten 

Parallelenpaare hindurchgeht, dann erhält man das allgemeinste Dreiecksnetz, das 

sich aus Parabeln dieser Bündel herstellen läßt. 

S U R C E R T A I N E S L I G N E S ET S U R F A C E S 

P a r M . L O N G , T é h é r a n 

So ien t u, v les p a r a m è t r e s des l ignes de c o u r b u r e d 'une sur face (B). L e s for

mules : u—a-\-ß, v = a — ß, m o n t r e n t qu ' i l e x i s t e u n e infinité de sys tèmes de 

l ignes a, ß, d é p e n d a n t de d e u x fonct ions a r b i t r a i r e s . J ' appel le chacun de ces sys tèmes 

sys t ème u 4- v, u — v. 

J ' ob t i ens les r é su l t a t s su ivan t s : 

i ° L e s su r faces réelles don t la c o u r b u r e to ta le p r inc ipa l e est égale à la courbure 

n o r m a l e to t a l e dans u n de leurs sys tèmes u 4- v, u — v, son t les sur faces telles que, 

dans un d e leurs sys t èmes u 4- v, u — v, le double du r ayon de t o r s i o n géodésique a 

soit égal a u p r o d u i t d u r ayon de c o u r b u r e no rma le a p a r la t a n g e n t e de l 'angle de 

la courbe a avec la courbe ß en u n p o i n t M d e la su r face . 

2° L e s sur faces d o n t la s o m m e des c o u r b u r e s p r inc ipa les est égale à la cou rbu re 

no rma le a (ou ß) d a n s un de l eu r s sys tèmes u 4- v, u — v, sont les sur faces telles 

que, dans un sys tème u -\- v, u — v, le double du r ayon de c o u r b u r e no rmale a soit 

égal au p r o d u i t du r ayon de t o r s i o n géodés ique ß p a r la t a n g e n t e d e l 'angle fo rmé 

pa r la courbe a avec la courbe ß su r la sur face . 

D ' a u t r e p a r t : 

I o L e s sys tèmes d e l ignes a, ß, tels que la c o u r b u r e moyenne n o r m a l e a, ß, soit 

égale à la cou rbure moyenne p r inc ipa le , son t : I o les sys tèmes o r t h o g o n a u x ; 2° les 

sys t èmes à to r s ions géodés iques a, ß, égales . 

2° L e s sys tèmes de l ignes a, ß, telles que la s o m m e des rayons de cou rbu re p r i n 

c i p a u x so i t égale à la somme des r a y o n s de c o u r b u r e n o r m a l e a, ß, sont c eux pour 

lesquels le r a p p o r t des t o r s ions géodés iques a, ß, es t égale, en module , au r a p p o r t 

des c o u r b u r e s n o r m a l e s c o r r e s p o n d a n t e s . 
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LES S U R F A C E S (S) ET LES S U R F A C E S ( 2 ) 

P a r M . L O N G , T é h é r a n 

J 'appel le S u r f a c e (S) u n e su r face telle que , p o u r un c h o i x convenable de m et v 

ne modif iant p a s les l ignes coordonnées , on a i t : H = f (L) 

e n p o s a n t : H2 —2 Xs,,, L2 = 2 x%, les x{ é t a n t les coordonnées d 'un po in t M d ' une 

su r face (B), u et v é t a n t les p a r a m è t r e s des l ignes de c o u r b u r e . 

L e s S u r f a c e s (S) d épenden t de 5 fonc t ions a r b i t r a i r e s . 

T'appelle Su r f ace (2) u n e sur face telle, u et v é t a n t choisis , on a i t : h = / (/) 

en p o s a n t h2 = 2 al, P = 2 al, les a, é t a n t les cos inus d i r e c t e u r s de la n o r m a l e . 

L e s su r faces (2) d épenden t de 5 fonc t ions a r b i t r a i r e s . O n les ob t i en t t o u t e s en 

p r e n a n t les sur faces paral lè les a u x S u r f a c e s W. 

U n g r o u p e i m p o r t a n t de su r faces à la fois (S) et (2) es t le g r o u p e f o r m é pa r 

les sur faces W. 

L e s Su r f ace s W p e u v e n t ê t r e définies p a r l ' équat ion : hi — IH = UV, U é t a n t une 

fonct ion de u, V une fonc t ion de v. P a r u n cho ix de w et v, on peu t le r a m e n e r à la 

f o r m e : hL — IH = 1. 

L e s sur faces i so the rmiques f o r m e n t u n g r o u p e à 4 fonc t ions a r b i t r a i r e s de S u r 

faces (S). J ' a i ob t enu le r é s u l t a t s u i v a n t p o u r ces su r faces : 

P o u r u n cho ix convenable de u et v l ' équat ion 

Hv , L„ 
GHV — £j @n \~~ j ~ &v 

à laquelle sa t i s fon t les 3 coordonnées x¿ d 'un po in t M de la sur face , a ins i que la 

q u a n t i t é x^ 4- x 2 4- x 2 , a d m e t com me solut ion la q u a n t i t é : D — D", en p o s a n t : 

D = 2 x„ a„ , D" — 2 xv av . 

L O C A L L Y H O M O G E N E O U S S P A C E S IN 
D I F F E R E N T I A L G E O M E T R Y 

By J. H . C. W H I T E H E A D , P r i n c e t o n 

T h i s p a p e r deals w i t h locally homogeneous spaces w i t h a L i e p s e u d o - g r o u p , any 

one of wh ich is locally equ iva len t t o a homogeneous space w i t h a L i e g r o u p . A 

comple teness cond i t ion is g iven , and i t is s h o w n t h a t if t w o of these spaces a r e 

comple te a n d locally equiva len t , t he i r g e n e r a l cove r ing man i fo lds a r e equiva len t . 
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T h e comple teness condi t ion is sugges ted by Hubert's a x i o m for con t inu i ty . It 
r equ i re s t h a t no comple te space in the class shall be t he genera l cover ing manifold 
of a p r o p e r sul-set of ano the r comple te space. T h e w e a k e r a x i o m actual ly used by 
H i l b e r t , is i nadequa te . T h e paper is closely related t o t he Clifford-Klein p rob lem 
and t o m o r e r ecen t w o r k by E . C a r t a n , H . Hopf, W . R i n o w , O . Schre ie r , t o w h o m 
references a r e made . 

T H E SUB-SPACES A S S O C I A T E D W I T H C E R T A I N 
S Y S T E M S OF C U R V E S I N A R I E M A N N I A N SPACE 
By C. H . R O W E , Dubl in 

I n a space of N d imens ions (N > 2) consider a sy s t em 5" of 00 curves , a 
un ique cu rve of 5" p a s s i n g t h r o u g h a g iven po in t in a g i v e n d i rec t ion . T h e curves 
of 5 t h a t issue from a poin t P in the d i rec t ions of a l inear vec to r - space of M 
d imens ions gene ra t e a sub-space of M d imens ions , wh ich we shall call a sub-space 
associated with the point P. I have shown t h a t in gene ra l such a sub-space has a 
s ingu la r i t y a t P, a p a r a m e t r i c r ep re sen t a t i on w i t h con t inuous second pa r t i a l 
de r iva t ives a t P b e ing imposs ib le ; and tha t the only case in which such s ingular i t i es 
never a r i s e is t h a t in which S cons is t s of t he pa th s of a l inear c o n n e x i o n 1 ) . 

I n the p re sen t p a p e r I impose an a r b i t r a r y R i e m a n n i a n me t r i c on t he space, and I 
seek to cha rac te r i ze sys t ems of p a t h s h a v i n g ce r ta in special r e la t ions t o the me t r i c 
by m e a n s of c u r v a t u r e p rope r t i e s of t he c o r r e s p o n d i n g sub-spaces associa ted wi th 
an a r b i t r a r y point . I consider (1) t he sys tems , wh ich I call quadratic systems2), 
defined by the p r o p e r t y t h a t the componen t s of the first c u r v a t u r e vec to r of a curve 
of t he sys tem a re equal t o q u a d r a t i c po lynomia ls in the componen t s of t he u n i t vec tor 
t angen t , (2) velocity systems, or sys t ems such t h a t t h e r e ex i s t s a vector-field whose 
componen t no rma l t o any curve of the sys tem coincides w i t h t he first c u r v a t u r e 

J ) A c h a r a c t e r i s t i c p r o p e r t y of s y s t e m s o f p a t h s , Proc. Royal Irish Acad., vol 40A (l93 2)i 
pp. 99 — 106. 

s ) In a paper, which has not yet been printed, I find that quadratic systems present themselves as the 
solution of the problem of determining the most general system of o o ^ . v - a curves that has the property 
that, as a triangle formed with three curves of the system shrinks to a point, the excess of the sum of 
iw angles over n is an infinitesimal of the same order as the area. 
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vec to r of t h e cu rve , (3) natural systems, or sys t ems fo rmed b y t h e e x t r e m a l s of 

in t eg ra l s of t h e f o r m f ds w h e r e , / is a func t ion of pos i t i on , a n d s is t he a r c . 

T h e fo l lowing is one of t he resu l t s of the k ind in ques t ion t h a t I h a v e obtained. : 
Q u a d r a t i c s y s t e m s , a n d n o o t h e r s , have t h e p r o p e r t y t h a t t h e r e e x i s t s a vector-field 
whose c o m p o n e n t a t a n y po in t P n o r m a l t o a n y Vassociated w i t h P co inc ides 
w i t h t he m e a n c u r v a t u r e vec tor of t he V ; b u t if w e read V M for V N_x in th i s , 
w h e r e M is a n y g iven in t ege r less t h a n JV— 1, t he p r o p e r t y is possessed only by 
veloci ty sys t ems . 

I g ive some r e su l t s of a different k i n d , a m o n g which is t h e t h e o r e m t h a t q u a d r a t i c 
sy s t ems a r e charac te r i zed a m o n g all sy s t ems of o o 2 i v — 2 cu rves by t h e p r o p e r t y t h a t 
t h e s u m of the first c u r v a t u r e v e c t o r s of N m u t u a l l y p e r p e n d i c u l a r cu rves t h r o u g h 
a po in t depends only on t h e pos i t i on of t h e po in t . 

E I N I G E B E M E R K U N G E N Ü B E R W I N K E L M E T R I K 
IN F I N S L E R S C H E N R Ä U M E N . 

V o n S T . G O L A B , K r a k o w 

D i e R ä u m e , in we l chen d e r A b s t a n d ds v o n zwei u n e n d l i c h n a h e n P u n k t e n mi t 
Hilfe d e r F u n k t i o n v o n 2n V a r i a b e i n : 

ds — F(xx,..., x„-, dxlt dxK) 

definiert ist, h a b e n n a c h i h r e m e r s t en s y s t e m a t i s c h e n U n t e r s u c h e r d e n N a m e n 
„ Finslersche R ä u m e " e rha l t en , o b w o h l gewisse P r o b l e m e d ieses G e b i e t e s v o m 
S t a n d p u n k t e d e r V a r i a t i o n s r e c h n u n g aus s c h o n f rüher b e h a n d e l t w a r e n . 

E s g i b t v ier v e r s c h i e d e n e Def in i t ionen d e r W i n k e l in F i n s l e r s c h e n R ä u m e n , v o n 
denen eine, die u n a b h ä n g i g u n d fast g le ichzei t ig v o n Berwald, Synge u n d Taylor 
a n g e g e b e n w u r d e , e ine S o n d e r s t e l l u n g besi tzt , u n d d a h e r h i e r be ise i te ge l a s sen 
w e r d e n m ö g e . V o n d e n d re i ü b r i g e n s t a m m t eine von Finsler se lbst , zwei a n d e r e , 
c h r o n o l o g i s c h s o g a r f rühere , v o n Büß u n d Landsberg. D i e e r w ä h n t e n Defini t ionen 
fallen im a l l g e m e i n e n m i t e i n a n d e r n ich t z u s a m m e n . W ä h r e n d d ie Defini t ionen von 
B l i ß u n d L a n d s b e r g das Pos tu la t d e r Add i t i v i t ä t erfüllen, g e n ü g t die M e t r i k v o n 
F i n s l e r d i e s e m P o s t u l a t im a l l geme inen nicht. D i e M e t r i k v o n F ins l e r s t e h t a b e r 
in gewi s se r B e z i e h u n g zu d e r L a n d s b e r g s c h e n Met r ik . B e t r a c h t e t m a n näml i ch d a s 
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W i n k e l m a ß a l s Interval l funktional (fonction d e ligne) u n d wird auf dieses F u n k 
t ional d ie Burkill'sche I n t e g r a l o p e r a t i o n a n g e w a n d t , so g e l a n g t m a n zu e inem 
neuen , s c h o n add i t iven Funk t i ona l , d a s in u n s e r e m F a l l e , v o m Fins le r schen aus
g e h e n d , d a s L a n d s b e r g s c h e dars te l l t . D e r prinzipiel le U n t e r s c h i e d zwischen d e r 
M e t r i k v o n Bliss u n d d e r von L a n d s b e r g l i eg t e r s t ens dar in , d a ß d ie zweite d e n 
W i n k e l a ls e ine In t eg ra l inva r i an te definiert , wobe i un t e r d e m In tegra lze ichen pa r 
tielle A b l e i t u n g e n d e r F u n k t i o n F bis zu d e r zweiten O r d n u n g auf t re ten, w ä h r e n d 
d e r W i n k e l von Bliss n u r die E x i s t e n z der e r s t en A b l e i t u n g e n un te r d e m In teg ra l 
ze ichen vo rausse t z t . D e r zwei te P u n k t , in w e l c h e m be ide Defini t ionen einen pr in 
zipiellen U n t e r s c h i e d aufweisen, is t de r , d a ß das W i n k e l m a ß v o n L a n d s b e r g 
e ines unend l i ch k le inen W i n k e l s n u r von d e n lokalen E igenschaf t en d e r s o g . Indi-
c a t r i x v o n Carathéodory in d e r U m g e b u n g v o n W i n k e l s e i t e n a b h ä n g t , w ä h r e n d 
das W i n k e l m a ß von B l i ß v o m in t eg ra l en Ve r l au fe d e r Ind i ca t r i x a b h ä n g i g ist. E s 
e r h e b t sich d ie i n t e r e s san te F r a g e nach d e r a l lgemeins ten G r u p p e d e r Geomet r i en 
v o n F ins le r , für w e l c h e die b e i d e n Defini t ionen v o n Bliss u n d L a n d s b e r g zu
sammenfa l len . D i e s e F r a g e sche in t m i r sehr schwier ig zu sein. D i e A n t w o r t auf 
d i e se F r a g e h ä n g t v o n de r A n t w o r t über d ie N a t u r d e r L ö s u n g e n e ine r gewissen 
Funk t iona ld i f fe ren t i a lg le ichung von d e r fo lgenden Ges ta l t a b : 

/ > + «>(/, f ' ) \ = Q(f, / ' , /"), 

w o f(x) d ie g e s u c h t e pe r iod i s che F u n k t i o n ist, « und Q d a g e g e n g e g e b e n e be
k a n n t e F u n k t i o n e n da r s te l l en . W i r wissen jedenfal ls , d a ß die o b i g e G l e i c h u n g eine 
d r e i p a r a m e t r i g e S c h a r von K u r v e n als einen T e i l de r L ö s u n g e n bes i t z t . D i e F r a g e 
o b es al le L ö s u n g e n s ind, b le ib t vor läuf ig offen. Im b e j a h e n d e m Fa l l e w ü r d e dies 
b e d e u t e n , d a ß n u r für R i e m a n n s c h e R ä u m e die Defini t ionen von Bl iß und L a n d s 
b e r g ident i sch s ind. 

M a n k a n n sich nun d ie F r a g e s te l len, w e l c h e von d e n e r w ä h n t e n Defini t ionen 
d e s W i n k e l s s ich a m p r a k t i s c h s t e n für die A n w e n d u n g e n erweis t . E i n e d i rek te 
A n t w o r t auf d iese F r a g e kann n ich t a n g e g e b e n w e r d e n . Ü b r i g e n s w u r d e in d ieser 
R i c h t u n g n i ch t viel gele is te t . I ch b e m ü h e mich je tz t , d ie R e s u l t a t e v o n Grüß, was 
die T h e o r i e d e s Para l le l i smus in F ins l e r schen R ä u m e n betrifft, zu ü b e r t r a g e n , wenn 
m a n s t a t t d e r F i n s l e r s c h e n die Defini t ion von B l iß bzw. L a n d s b e r g als A u s g a n g s 
p u n k t n i m m t . I m In te resse d e r Einfachhe i t empfiehl t s ich h ie r die E in führung e iner 
Modif ikat ion d e r be iden Defini t ionen. D i e R e s u l t a t e in d ieser R i c h t u n g h a b e ich 
noch nicht zu E n d e g e b r a c h t u n d d e s w e g e n sollen sie h ie r n icht n ä h e r präz is ie r t 
werden . 

1 7 9 



Geometrie 

C O N F O R M A I . G E O M E T R Y IN THE C O M P L E X 
D O M A I N 

By E D W A R D K A S N E R , N e w Y o r k 

Real c o n f o r m a i g e o m e t r y deals w i t h the o o 2 rea l p o i n t s of t h e usua l G a u s s i a n 
p lane u n d e r real con fo rma i t r a n s f o r m a t i o n . C o m p l e x con fo rma i g e o m e t r y , a s d i s 
cussed by P r o f e s s o r K a s n e r , deals w i t h t h e to t a l i t y of o o 4 complex p o i n t s of t he p lane 
u n d e r t h e l a rge r g r o u p of complex conformai t r a n s f o r m a t i o n s . I n ear l ier p a p e r s 
(see P r o c e e d i n g s of t h e I n t e r n a t i o n a l C o n g r e s s of M a t h e m a t i c i a n s , C a m b r i d g e , vol . 2, 
p . 81—89, T r a n s . A m e r . M a t h . Soc . , vol . 26, p . 333—349), it w a s shown t h a t in 
the real p lane a r e g u l a r ana ly t i c cu rv i l inea r ang le has a n i n v a r i a n t of h ighe r (finite) 
o rde r only w h e n i t s m a g n i t u d e is a r a t i ona l p a r t of 2 n ( i nc lud ing t he h o r n ang les 
of m a g n i t u d e o ) . T h e p r e s e n t pape r inc ludes a comple te classification of ana ly t i c 
angles in t he complex plane . I n c o n t r a s t w i t h t he rea l d i scuss ion , it is s h o w n t h a t 
ce r t a in types of ang le have a n infinite n u m b e r of h ighe r i n v a r i a n t s , and o t h e r types 
a r e capable of un ique ly d e t e r m i n i n g a conformai t r a n s f o r m a t i o n . T h e b isec t ion 
p rob lem (defined in t he p a p e r c i t ed) is a lso genera l ized and it is s h o w n t h a t the 
n u m b e r of so lu t ions m a y be no t only o, r, 2, oo, as in t he real case, b u t also 3, 4, or 
a n y finite n u m b e r . A n o t h e r e x a m p l e of conformai i n v a r i a n t in complex space is 
given in P r o c . N a t . Acad . Science , vol. 18 (1932), p . 261—264. 

C U R V A T U R E T H E O R E M S IN D Y N A M I C S 

By E D W A R D K A S N E R , N e w Y o r k 

I n th i s pape r t he re a r e t r e a t e d new a n d simple t h e o r e m s conce rn ing the m o t i o n of 
a pa r t i c l e in a g e n e r a l field of force. T h e first r e su l t s concern t he re la t ion be tween 
the lines of force a n d the p a t h s or t r a j e c to r i e s . If a pa r t i c l e s t a r t s f rom res t , it beg ins 
to move a l o n g the l ine of force and then dev ia tes f rom i t on a c c o u n t of i ts acqu i red 
velocity. T h e p a t h and the l ine of force will , t he re fo re , have t he same t a n g e n t b u t 
different c u r v a t u r e s . The main result is that the curvature of the trajectory is one-
third the curvature of the line of force. 

A sepa ra t e d i scuss ion is neces sa ry w h e n , a t t he g iven po in t , t he c u r v a t u r e of t he 
line of force is ze ro , as for a po in t of inflexion. I n th i s case w e cons ider t he r a t i o 
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of t h e d e p a r t u r e s of t h e t w o cu rves f rom the t a n g e n t l ine. I n the ma in case th i s r a t i o 

would be i : 3, bu t n o w i t is found t o be i : 5, 1 :7, 1 : 9 e tc . , depend ing on the o r d e r 

of con tac t w i t h t he t a n g e n t l ines. It ts always of the form 1 : 2 n 4- 1. 

If t he pa r t i c l e is p ro j ec t ed in t h e d i rec t ion of the force w i t h a speed different f rom 

zero , the in i t ia l c u r v a t u r e will be zero and t h e d e p a r t u r e will v a r y inversely as the 

s q u a r e of speed. 

I t fol lows t h a t , if any dynamica l t r a j e c t o r y touches a l ine of force i t will , a t t h a t 

po in t , h a v e e i the r ze ro c u r v a t u r e or else i ts c u r v a t u r e wil l be one - th i rd of t h a t of the 

force line. 

T h i s s ingle infinity of pa th s ob ta ined by s t a r t i n g a t a g iven po in t in the force 

d i rec t ion w i t h v a r y i n g speed will g ive d e p a r t u r e s v a r y i n g inverse ly as the squa re of 

t he speed, excep t for t h e s ingle p a t h due t o ze ro speed, for which case the d e p a r t u r e 

r a t i o will be of t he fo rm 1 : 2 n 4- 1. 

T h e s e t h e o r e m s app ly t o any con t inuous field of force, conse rva t ive or no t , in flat 

or cu rved spaces of a n y d imens iona l i ty . 

If a pa r t i c l e s t a r t s f rom a g iven po in t in a g iven genera l d i rec t ion (different from 

the force d i r ec t ion ) w i t h v a r y i n g speed v, w e s t u d y in t h e second p a r t of the pape r 

t he v a r i a t i o n of t he success ive r ad i i of c u r v a t u r e q , q v # 2 , , and the loci of the 

successive centers of c u r v a t u r e C, C j , C 2 . S o m e of t he resu l t s a r e g iven in ear l ier 

p a p e r s by the w r i t e r (Trans. Amer. Math. Soc. 1905—1906; Princeton Colloquium 

Lectures, 1913). T h e genera l r e su l t is t h a t the locus of C„ is a r a t iona l cu rve of 

o r d e r n 4- 1. 

SUR LE P R I N C I P E D 'HAMILTON A P P L I Q U E AUX 
S Y S T È M E S NON HOLONOMES 

P a r G. V R À X C E A N U , Cernäu t i 

I l es t b ien connu c o m m e n t on peu t dédu i r e les équa t ions de m o u v e m e n t d 'un 

sys t ème holonome Sn du p r inc ipe d ' H a m i l t o n , qui aff irme que 

{ÔT + SP) dt = o, [T=z 1 aij'x*'xi Ar ai*1 4 - Ta) 

quelle que soi t la v a r i a t i o n ST de la force v ive et la v a r i a t i o n SP du t r ava i l méca

n ique , p o u r des dép lacements v i r t ue l s dx* nu ls en fn e t t v P o u r d é m o n t r e r l ' ident i té 
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ax aòx 
d e ( i ) avec l ' équa t ion symbol ique d é la D y n a m i q u e , on suppose que S—,- = —— ; 

dt at 

c ' es t -à -d i re que les c o v a r i a n t s b i l inéa i res Axi = Sdx' — döxi des x* son t nu l s , e t de 

p lus que Sdt = o, ou bien que At — Sdt— dSt — o, c a r <Jf = o. D a n s le cas d 'un 

sys t ème n o n ho lonome S™, qu i p e u t s 'ob ten i r en a j o u t a n t à 5 , , n— m l ia isons non 

ho lonomes , on ne p e u t p a s p lus suppose r q u e les Ax' son t t ous nu l s , de façon q u ' o n est 

obl igé à modifier la f o r m e ( i ) d u p r inc ipe d ' H a m i l t o n , si on v e u t qu ' i l soit i den t ique 

à l ' équa t ion symbol ique de la D y n a m i q u e (vo i r Z . Horak, Sur les systèmes non holo

nomes, Bul l , de l 'Acad. de B o h è m e , 1927). 

I l s ' ag i t de voi r , d a n s quelles cond i t ions on p e u t app l ique r à S™, le p r inc ipe d ' H a 

m i l t o n sous la fo rme o r i g i n a i r e (1). S i on cho i s i t d a n s l 'espace de R i e m a n n VH , a s so 

cié à SH a y a n t comme m é t r i q u e ds2 = a{j dx'dxi, n congruences o r thogona l e s , de façon 

qu ' en i n d i q u a n t avec ds" = X" dx' (dx' = X'a ds'), les différentiel les des a r c s d e ces con

g ruences , les l ia isons d e non ho lonomie so ien t dsh' = eh'dt (h' = m -\- 1, ...n). ( V o i r 

m a N o t e , Sopra i sistemi anolonomi. Rend , dei L ince i , 1931, p . 38). nous a v o n s les 

fo rmules 

(2) As" = Sds" - dSs" = (wa

ic d/ - ^ Xi) 3/ + X- Ax\ (wl = ( | g -1£) XiX{). 

ò 
S i on fa i t m a i n t e n a n t les conven t ions X'î Ax' = 0, (h ^ m), Ash — - r — S s" dt 

d s a 

compat ib les avec les l ia isons et avec At = o, le p r inc ipe d ' H a m i l t o n peu t s ' éc r i re 

(3) f * {ST + SP) dt=— f'1 (e1' + aK ) Xf Ax' (ah, = X% at ) 

r , dSa
 J.' 

o ù T es t e x p r i m e à 1 a ide des ca r ac t é r i s t i ques c iné t iques u" = e t Ash , X¡ Ax,-

o n t les va l eu r s données p a r les (2). I l en r é su l t e qu 'on p e u t app l ique r à S? le p r i n 

cipe d ' H a m i l t o n sous la fo rme (1), si le vec t eu r (eh' 4- aht) es t nu l , ou si la p r o j e c 

t ion d u v e c t e u r Ax' s u r le vec t eu r est nul le . D a n s ce d e r n i e r cas on peu t s ' a r r a n g e r 

de façon q u e (eh' 4- soi t d i r i g é s u i v a n t la congruence (n), et les condi t ions son t 

données p a r w"kh = o (k, h, ^ m), qu i e x p r i m e n t que la f o r m e ds" do i t a p p a r t e n i r au 

système dérivé d u sys t ème de Pfaff dsh' = o, e t p a r la condi t ion w"hih e'1' — 

de" ÒX" • 
+ -^j X\ . S i S„ es t à l i a i sons i n d é p e n d a n t e s d u t e m p s (a!h< = o, e t si on cho i s i t 
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(e) u n i t a i r e , ce t te d e r n i è r e condi t ion e x p r i m e que les composan tes yHin = —wn

Hh 

de la courbure géodésique de la congruence ( n ) , s i tuées à l ' in té r ieur de l 'espace non 

ò X * 

holonome VZ, associé à S™, sont égales a u x quan t i t é s ^j- X'h, qui sont nul les , 

si l ' équa t ion ds" = dt, ne con t ien t p a s le t e m p s expl ic i t ement . 

Ü B E R DIE M Ö G L I C H K E I T EINER A B S O L U T E N 
A U S Z E I C H N U N G DER G R U P P E VON K O O R D I 
N A T E N S Y S T E M E N IN V E R S C H I E D E N E N R Ä U M E N 

V o n S T . G O L A B , K r a k o w 

D a s K le in sche P r i n z i p , das die Defini t ion u n d K e n n z e i c h n u n g de r Geomet r i en zum 

e r s t e n M a l in s t r e n g e r F o r m gegeben ha t t e , u n t e r l a g bekann t l i ch m a n c h e n Modifika

t i onen u n d Vera l l geme ine rungen , u m die s p ä t e r en twicke l t en Geomet r i en zu u m 

fassen. I n den m o d e r n e n G e o m e t r i e n w i r d a ls Bas i s die G r u p p e al ler analy t i schen 

und r e g u l ä r e n T r a n s f o r m a t i o n e n der K o o r d i n a t e n fes tge legt u n d die A r t der Geo

m e t r i e w i r d b e s c h r ä n k t du rch die zusä tz l iche V o r a u s s e t z u n g de r E x i s t e n z gewisser 

I n v a r i a n t e n b z w . K o v a r i a n t e n . S o we i tgehende R e g u l a r i t ä t der T r a n s f o r m a t i o n e n 

de r G r u n d g r u p p e i s t e igent l ich n i ch t n o t w e n d i g und kann , de r K l a s s e der be t rach

te ten P r o b l e m e nach , e r s e t z t w e r d e n du rch eine m e h r umfas sende Gruppe . W e n i g 

s tens m ü s s e n w i r a b e r vo raus se t zen , daß die K o m p o n e n t e n der T r a n s f o r m a t i o n e n 

m i t s t e t i gen e r s t en A b l e i t u n g e n a u s g e s t a t t e t s ind. O h n e diese V o r a u s s e t z u n g ver 

l ie r t näml ich die Defini t ion der k o n t r a - und k o v a r i a n t e n V e k t o r e n ihren g e o m e t r i 

schen C h a r a k t e r . D u r c h die F e s t l e g u n g der G r u p p e der T r a n s f o r m a t i o n e n is t die 

K l a s s e de r zu läs s igen K o o r d i n a t e n s y s t e m e noch n ich t e indeu t ig ausgeze ichnet . Dies 

gesch ieh t e r s t dann , w e n n z. B . e ines von den K o o r d i n a t e n s y s t e m e n in i rgendwelcher 

W e i s e a u s g e w ä h l t w i r d . E s i s t k la r , daß dies in den X„ - R ä u m e n n ich t s tat t f inden 

kann . I n den R i e m a n n s c h e n und a l lgemeinen m e t r i s c h e n R ä u m e n geschieht diese 

W a h l so, daß m a n die E x i s t e n z eines solchen K o o r d i n a t e n s y s t e m s pos tu l ie r t , in wel

chem der A b s t a n d v o n zwei unendl ich n a h e n P u n k t e n eine gewisse Ges ta l t ha t . I n 

a l lgemeineren n ich t m e t r i s c h e n R ä u m e n , die m i t e iner l inearen U e b e r t r a g u n g a u s 

g e s t a t t e t s ind , w i r d d ie W a h l de r K l a s s e ana log d u r c h das P o s t u l a t der E x i s t e n z 

e r led ig t . 

V o n t h e o r e t i s c h e m S t a n d p u n k t e a u s k ö n n t e m a n g lauben , d a ß a n d e r e (n ich t zu r 
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K l a s s e gehör ige ) K o o r d i n a t e n s y s t e m e ü b e r h a u p t n ich t ins Spiel k o m m e n , d a auch 
d i e T r a n s f o r m a t i o n s f o r m e l de r T r a n s f o r m a t i o n , d ie z u r G r u p p e n i ch t g e h ö r t , u n s 
n i ch t b e k a n n t is t . E s g i b t jedoch P r o b l e m e , w o d iese T a t s a c h e b e r ü c k s i c h t i g t w e r 
den m u ß u n d w o w i r übe r ein von i r g e n d w o gegebenes K o o r d i n a t e n s y s t e m en tsche i 
d e n m ü s s e n , o b es zu de r zu läs s igen K l a s s e g e h ö r t ode r n icht . Z u dieser A r t der 
P r o b l e m e g e h ö r e n z. B . d ie P r o b l e m e ü b e r A b b i l d u n g e n von zwei R ä u m e n au fe in 
ande r . I n d iesen Fä l l en hande l t m a n sehr of t fo lgende rmaßen : I n e inem R a u m w i r d 
i rgende in K o o r d i n a t e n s y s t e m de r zu läss igen K l a s s e gewäh l t . D a n n se tzen w i r der 
E i n f a c h h e i t de r R e c h n u n g e n ha lbe r v o r a u s , daß in d e m zwei ten R ä u m e das K o o r d i 
n a t e n s y s t e m so g e w ä h l t w i r d , d a ß d ie e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e d ieselben K o o r d i n a t e n 
bes i tzen . E i n solches V e r f a h r e n is t n i ch t e i nwandf r e i . Z u n ä c h s t s teckt h i e r d ie 
V o r a u s s e t z u n g , daß in be iden R ä u m e n dieselbe K l a s s e von K o o r d i n a t e n s y s t e m e n 
fes tgewäh l t w u r d e . D a s is t k l a r u n d na tü r l i ch . W ä r e es näml ich n i ch t so, so h ä t t e n 
be ide K l a s s e n kein e inz iges E l e m e n t g e m e i n s a m und i rgendwe lche V e r g l e i c h u n g 
be ide r R ä u m e w ä r e pr inz ip ie l l ausgesch lossen . Zwe i t ens aber b e s c h r ä n k t das a n g e 
d e u t e t e V e r f a h r e n m e h r ode r w e n i g e r die A r t de r A b b i l d u n g , es bedeu te t a l so eine 
impl iz i t e V o r a u s s e t z u n g über d ie N a t u r der A b b i l d u n g . I ch möch te hier das fol
gende Beispie l an füh ren . E s gi l t de r folgende von m i r bewiesene S a t z : W e n n zwei 
R i e m a n n s c h e R ä u m e d e r a r t a u f e i n a n d e r in de r U m g e b u n g von zwei en t sp rechenden 
P u n k t e n abgeb i lde t s ind , daß d ie W i n k e l v o m M a ß e a zwi schen zwei von demselben 
P u n k t a u s g e h e n d e n V e k t o r e n be i der A b b i l d u n g e rha l t en bleiben, wobei a e ine ge
w i s s e k o n s t a n t e Zahl von der E i g e n s c h a f t : 

O < I a—si j < st 
is t , so is t d ie A b b i l d u n g in den b e t r a c h t e t e n P u n k t e n konfo rm, d. h. es w e r d e n 
d a n n alle Winke l , w a s ih re M a ß e betr iff t , bei der A b b i l d u n g erha l ten . D e r a n g e 
gebene S a t z i s t jedoch n u r d a n n r i ch t ig , w e n n die A b b i l d u n g , ü b e r welche in de r 
V o r a u s s e t z u n g gesprochen wi rd , m i t s t e t igen par t ie l len Ab le i t ungen e r s t e r O r d n u n g 
ve r sehen ist . 

D i e ob igen E r w ä g u n g e n k ö n n e n na tü r l i ch n ich t a n g e w a n d t w e r d e n auf die m e t r i 
schen R ä u m e im S i n n e von Fréchet, da d o r t der Begriff des K o o r d i n a t e n s y s t e m s 
ü b e r h a u p t n ich t e x i s t i e r t . 

D i e T a t s a c h e v e r d i e n t B e a c h t u n g , daß in den X„ - R ä u m e n , in welchen das V o 
l u m e n m a ß der offenen M e n g e n definiert is t , d a s gewis sen e in fachen und k lass ischen 
B e d i n g u n g e n g e n ü g t , d ie A u s z e i c h n u n g in der abso lu ten W e i s e de r K l a s s e der K o 
o r d i n a t e n s y s t e m e e rmögl i ch t w i r d du rch die A n w e n d u n g des b e k a n n t e n Begriffes 
de r ve ra l l geme ine r t en Jacobischen D e t e r m i n a n t e , näml ich d u r c h die F o r d e r u n g , d a ß 
diese D e t e r m i n a n t e e ine s t e t ige F u n k t i o n des P u n k t e s sei (was n ich t in j e d e m 
K o o r d i n a t e n s y s t e m b e s t e h t ) . 
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B E H A N D L U N G DER E L E M E N T A R G E O M E T R I E 
MIT E I N E M G R U P P E N K A L K Ü L 

V o n G. T H O M S E N , Ros tock 

D i e e inz igen invo lu tor i schen E l e m e n t e der G r u p p e der ebenen kong ruen t en A b 
b i ldungen s ind die Sp iege lungen a n P u n k t e n u n d die Sp iege lungen an Geraden . Die 
Sp i ege lung an e inem P u n k t e P ( s te t s g roße r Buchs t abe ) soll gleichfalls mi t P, d ie 
Sp iege lung a n der G e r a d e n a ( s t e t s kleiner Buchs t abe ) soll wieder m i t a bezeichnet 
werden . 

Gruppen re l a t i onen , d ie allein in P u n k t - und Ge iadensp iege lungen geschr ieben s ind, 
heißen Spiegelungsreihen. Alle wich t igen L a g e b e z i e h u n g e n zwischen P u n k t e n und 
G e r a d e n der E b e n e lassen sich in e infacher W e i s e beschre iben d u r c h das Bes tehen 
von S p i e g e l u n g s r e i h e n in den Sp iege lungen a n den betreffenden P u n k t e n und Ge
raden . S o g i l t z. B . 

1. P und a s ind n u r dann in vereinigter Lage, wenn PaPa=\ gilt , w o i die 
I d e n t i t ä t bedeu te t . 

2. a b a b = i kennze ichne t für versch iedene a und b das Senkrechlstchen der 
G e r a d e n a und b. 

3. abcabc= \ besag t , daß die dre i G e r a d e n a, b und c einem Büschel angehören. 
4. P QRS=i h e iß t : Die P u n k t e P, Q, R und S (in dieser Reihenfolge) bilden 

ein Parallelogramm. 
( I m Grenzfa l l -S' = Q h a t m a n : Q is t Mittelpunkt von PR.) 

5. acbc=i h e i ß t : c is t Winkelhalbierende von a und b. 
(Fa l l s a und b pa ra l le l : Mittellinie.) 

6. ab P ab P = 1 heißt , falls ab P n ich t = 1, daß a und b parallel sind, während 
P ein g a n z bel iebiger H i l f s p u n k t is t . 

7. abcdPabcdP—i heißt , falls abcdP n ich t = 1 , daß die Geradenpaa re 
a b und d c g le ichs inn ig kongruente Winkel bi lden, w ä h r e n d P ein ganz belie
biger H i l f s p u n k t ist . 

8. ahabchbc=i heißt , falls ab cabe n ich t = 1 , daß h d ie auf die Se i t e 1 
gefäl l te Höhe des Dreiecks a, b, c is t . 

I n der G r u p p e der ebenen k o n g r u e n t e n A b b i l d u n g e n lassen sich die beiden T y p e n 
invo lu to r i sche r E l e m e n t e d a d u r c h un te r sche iden , daß die P u n k t s p i e g e l u n g e n als 
Q u a d r a t e v o n Gruppene l emen ten (nämlich von D r e h u n g e n u m 90 o) da rs te l lbar sind, 
d ie Ge radensp i ege lungen (als U m l e g u n g e n ) abe r nicht . 
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M a n k a n n zu e ine r g a n z be l ieb igen (mögl i che rwe i se endl ichen) G r u p p e e ine zuge 
h ö r i g e küns t l i che G e o m e t r i e k o n s t r u i e r e n , i n d e m m a n die invo lu to r i schen E l e m e n t e 
in zwei K l a s s e n e in te i l t , j e n a c h d e m , ob s ie a ls Q u a d r a t da r s t e l l ba r s ind oder n icht , 
und e r s t e r e Punkte (oder P u n k t s p i e g e l u n g e n ) , l e tz te re Gerade nenn t . D i e geo
m e t r i s c h e n L a g e b e z i e h u n g e n definiert m a n nach de r angegebenen Tabe l le , z. B . 
he ißen P u n k t P u n d G e r a d e a ko inz iden t , w e n n d ie G r u p p e n r e l a t i o n P aP a — i 
g i l t . I n solcher a b s t r a k t e n G r u p p e n g e o m e t r i e s ind im a l lgemeinen seh r w e n i g S ä t z e 
de r gewöhn l i chen G e o m e t r i e r i ch t ig , z. B . k ö n n e n zwei P u n k t e ke ine , m e h r e r e oder 
unendl ich viele V e r b i n d u n g s g e r a d e und ebenso M i t t e l p u n k t e bes i t zen . E i n M i t t e l 
p u n k t b r a u c h t n ich t auf e iner V e r b i n d u n g s g e r a d e n zu l iegen. E i n S a t z , der abe r 
i m m e r schon gü l t i g is t , i s t z. B . der sog. k le ine S a t z v o n Desargues. D a in e iner 
a l lgemeinen G r u p p e n g e o m e t r i e noch sehr w e n i g S ä t z e ge l ten , w i r d m a n sukzess ive so 
l ange Z u s a t z f o r d e r u n g e n a n die z u g r u n d e ge leg te G r u p p e stel len, b i s m a n d ie g a n z e 
eukl id ische E l e m e n t a r g e o m e t r i e g e w i n n t . 

D i e e r w ä h n t e n Z u s a t z a x i o m e s ind speziell so zu wäh len , d a ß sie sich in übe r 
s icht l ichen Rechen rege ln für das U m f o r m e n von S p i e g e l u n g s r e i h e n dars te l len . Diese 
U m f o r m u n g s r e g e l n k o m m e n d a n n zu denen h inzu , d ie allein a u s den G r u p p e n 
a x i o m e n fließen. M a n k a n n so e inen re in g r u p p e n g e o m e t r i s c h e n K a l k ü l zu r B e h e r r 
s c h u n g de r E l e m e n t a r g e o m e t r i e ausb i lden , der den Zahlbegriff n i ch t benö t ig t . 

D a s Ziel i s t dann , e ine ein für al lemal f e s t s t ehende M e t h o d e der G r u p p e n g e o m e t r i e 
auszub i lden , m i t der m a n j ede A u s g a b e de r E l e m e n t a r g e o m e t r i e in gleicher W e i s e 
behande ln k a n n , d. h. der G r u p p e n k a l k ü l m u ß die E l e m e n t a r g e o m e t r i e g e n a u so 
„ t r i v i a l i s i e r en" , w ie dies die Descartessche ana ly t i sche G e o m e t r i e t u t . 

E s i s t d ie G r u p p e n g e o m e t r i e des d re id imens iona l en und des w-dimensionalen 
R a u m e s in ähnl icher W e i s e a u s z u b a u e n , wie d ie der E b e n e 1 ) . 

*) Näheres im Jahrgang 1932 der Mathematischen Zeitschrift. 
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E I N E A X I O M A T I K DER E L E M E N T A R 
G E O M E T R I S C H E N V E R K N Ü P F U N G S B E Z I E H U N G E N 

V o n F R A N Z A L T , W i e n 

E i n S y s t e m v o n A x i o m e n für die e l e m e n t a r g e o m e t r i s c h e n O p e r a t i o n e n des V e r 
b i n d e n s u n d S c h n e i d e n s in A n a l o g i e zu d e r A x i o m a t i k d e r O p e r a t i o n e n des A d 
d i e r ens u n d Mult ipl iz ierens im K ö r p e r b e g r i f f de r a b s t r a k t e n A l g e b r a , im A n s c h l u ß 
a n eine A r b e i t v o n M e n g e r . ( J ah re sbe r i ch t d. D . M . V . 37; ferner B e r g m a n n , 
M o n a t s h . f. M a t h . u . P h y s . 36). A u c h die Dimens ionsverhä l tn i s se k ö n n e n d u r c h V e r 
k n ü p f u n g s b e z i e h u n g e n , un t e r a n d e r e m mi t Hilfe d e r T e i l e r k e t t e n , besch r i eben werden . 

Ü B E R EINE K O N F I G U R A T I O N D E S M I S C H E R 
V I E R E C K E 

V o n E . A . W E I S S , B o n n 

D i e von L. Klug (Desmische Vie recke , M a t h . u. na t . Ber ich te a u s U n g a r n 38, 
1932) u n t e r s u c h t e Konf igu ra t ion von 15 V ie recken der E b e n e , d ie sich auf 10 P a a r e 
k o n j u g i e r t e r desmischer Vie reck t r ipe l ver te i len lassen, w i r d a u s der von 6 P u n k t e n 
des R4 b e s t i m m t e n Konf igu ra t ion ( H e x a s t i g m von H. IV. Richmond, O n the figure 
o f s i x p o i n t s in space of four d imens ions , Q u a r t e r l y J o u r n a l 1899, M a t h . A n n . 53, 
1900) du rch die b e k a n n t e A b b i l d u n g der P u n k t e eines J ? 4 auf die P a a r e kon ju
g i e r t e r Geraden eines ebenen P o l a r s y s t e m s gewonnen . 
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ON A M E T H O D OF C O M P A R I S O N FOR S T R A I G H T -

LINE N E T S 

By L O U I S E C U M M I N G S , N e w Y o r k 

T h e p r o b l e m which led t o th i s i n v e s t i g a t i o n of t he s t r u c t u r e of s y s t e m s of s t r a i g h t 

l ines in a p l ane w a s u n d e r t a k e n for t he p u r p o s e of rec lass i fy ing , if poss ib le , t he 

36 W e b e r - A r o n h o l d se ts of seven rea l d o u b l e - t a n g e n t s of a p lane q u a r t i c cu rve . 

T w o sys t ems a r e denned a s equ iva len t if one sys tem can b e der ived f rom the o t h e r 

by a s u b s t i t u t i o n upon t h e c o n s t i t u e n t l ines , o t h e r w i s e they a r e non-equ iva len t . 

Different w a y s of c o n s t r u c t i n g s t r a i g h t l i n e ne t s a r e k n o w n b u t easy a n d conclusive 

m e t h o d s for c o m p a r i n g sys tems a p p a r e n t l y different a r e a t leas t n o t well k n o w n . 

T h i s pape r shows a n e w m e t h o d of compar i son for s y s t e m s of n l ines , based on the 

indices x ) of t h e —— po in t s of i n t e r sec t ion of t he sys t em. By a s imple p roces s 

sys t ems of « l ines w h e n n o t h r e e of t he l ines a r e co -punc tua l a r e cons t ruc t ed . T h e 

me thod employed h a s been p r o g r e s s i v e s t ep by s tep f r o m t h r e e l ines t o four , f rom 

four to five, etc . All se ts of five l ines a r e of a s ingle t ype , b u t for s i x l ines t h e r e a r e 

four typical s y s t e m s ; for seven l ines eleven non-equ iva l en t types . H e n c e t o fo rm 

all sys t ems of e ight l ines , I a s s u m e t h e eleven different poss ib le b a s e s ; and for each 

of these se t s of seven l ines t h e different re la t ive p o s i t i o n s of a n e igh th l ine will 

furn ish sys t ems of e igh t w h o s e equiva lence o r non-equ iva lence is tes ted by th i s new 

method of compar i son . T h e p r e s e n t e x h a u s t i v e census of heptagonal e igh ts shows 

fifteen non-equiva len t sys tems . 

W e have now t w o d i s t inc t m e t h o d s of c o m p a r i s o n t h a t of marks developed bv 

H . S . W h i t e 2 ) and t h i s of indices, b o t h easy of app l i ca t ion , wh ich h a v e g iven re l iable 

and acco rdan t r e su l t s , pos i t ive as wel l as nega t ive , in all cases in which they h a v e 

been employed. Both m e t h o d s lead t o the easy d i scovery of t he s u b s t i t u t i o n s which 

t r a n s f o r m a n y sys t em in to itself o r i n to a n equ iva len t sys t em. T h e t w o m e t h o d s 

have been appl ied to 36 W e b e r - A r o n h o l d sevens and s h o w a new d i s t r i b u t i o n of 

the s ame in to i r non -equ iva l en t subd iv i s ions f rom w h i c h by the app l ica t ion of a 

g r o u p of o r d e r 8 all 288 sevens a r e read i ly der ived . 

' ) A t a point of intersection of the net the plane is divided into two regions, the index of the point 
enumerates the numbers of points of intersection which lie respectively inside these two regions. 

*) The Plane Figure of Seven Rea l Lines, Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 38 (1932) 
pp. 59—65. 
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ÜBER DIE B O G E N L Ä N G E 

Von Y U K I O M I M U R A , T o k i o 

E s sei B ein e infacher K u r v e n b o g e n m i t der L ä n g e 1(B). E s sei ferner M eine 
bel iebige endl iche P u n k t m e n g e auf B. I ch bezeichne mi t GM e ine beliebige P u n k t 
menge , welche z u s a m m e n h ä n g e n d ist, M e n t h ä l t und aus e iner endlichen Anzah l 
von S t r e c k e n bes teh t . D ie S u m m e der L ä n g e n dieser S t r e c k e n sei l(GM), die un t e r e 
G r e n z e von l(GM) für ein fes tes M sei g(M) und schließlich die obere Grenze von 
g(M) sei s(B). D ie von M e n g e r gestel l te F r a g e , ob die Gle ichung 1(B) = s(B) be
s teht , k a n n be jahend b e a n t w o r t e t werden. 

D e r S a t z g i l t für den Bogen in e inem bel iebigen m e t r i s c h e n R a u m . I m Fal le 
also, w o der R a u m m i t dem b e t r a c h t e t e n B o g e n ident isch ist , s tel l t unser S a t z einen 
neuen Bewe i s von e inem S a t z v o n M e n g e r in den M a t h . Ann . Bd. 103, S. 467 dar . 

Ü B E R E B E N E B E R E I C H E VON U N E N D L I C H E M 
Z U S A M M E N H A N G 

V o n B . K A U F M A N N , H e i d e l b e r g 

E s w i r d eine geomet r i sche T h e o r i e der R ä n d e r ebener Bere iche von unendl ichem 
Z u s a m m e n h a n g entwickel t . Diese Bere iche 03 x) s ind — im Gegensa tz zu den 
einfach z u s a m m e n h ä n g e n d e n ( 2 3 ^ — k a u m e r f o r s c h t 1 ) . Auf de r Grund lage der 
a l lgemeinen P r i m e n d e n t h e o r i e 2 ) wi rd der (der E b e n e e igentüml iche) A u f b a u der 
Rande l emen te u n t e r s u c h t . • W i e gezeigt w i r d , finden die spezifischen E igenschaf t en 
ebener R a n d e l e m e n t e ih ren A u s d r u c k vor al lem in der Verteilung und Anzahl ihrer 
e r r e i chba ren Stellen. 

V o n g r o ß e r B e d e u t u n g für die S t r u k t u r der R a n d e l e m e n t e in 23^ e rwe i s t sich 
eine topologische E igenscha f t der E b e n e , welche wohl a m deut l ichs ten in e inem von 

' ) Aus der Möglichkeit der konformen Abbildung (nach Hilbert, Köbe, Courant) der Bereiche 8 ^ , auf 
Schlitzbereiche ließen sich bisher keine wesentlichen Schlüsse über die Struktur der Ränder ziehen. In 
diesem Zusammenhang wird auf das noch ungelöste, wichtige Problem der Ränderzuordnung bei konfor
men Abbildung der 8 „ auf Schlitzbereiche hingewiesen. 

2 ) Vrgl. Math. Annalen B. 103 (1930), S. 70—144, ferner B. 106 ( i93 2 ) , s - 3° 8 —333 u n d S. 334—342. 
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H e r r n K., Zaranhiewicz, anläßl ich eines P r o b l e m s des H e r r n Knaster, bewiesenen 

S a t z !) h e r v o r t r i t t . 

E s sei z u n ä c h s t d a r a n e r i n n e r t , d a ß ein R a n d e l e m e n t im R a u m bel iebig , i n sbeson

d e r e K o n t i n u u m viele e r r e i c h b a r e Stel len en tha l t en k a n n : de r das R a n d e l e m e n t be 

s t i m m e n d e K o m p l e x Ap en thä l t en t sp rechend viele u n b e w a l l t e Gesamthe i t en p y v o m 

a - T y p u s . ( J e d e m p y en t sp r i ch t ein e r r e i c h b a r e r P u n k t ) . D a b e i k a n n die O r d n u n g q 

des K o m p l e x e s bel iebig (endlich ode r a b z ä h l b a r ) sein. S e h r a l lgemein is t auch die 

E r z e u g u n g s f o r m e l 

( R ) Ap = lAri + 2M{iAlì) + ZM{ìA-ri)4r ... +HM(nJv)+ ... 

für P r i m e n d e n k o m p l e x e . E i n e j ede G e s a m t h e i t M („Ai¡) k a n n bel iebig , auch u n e n d 

lich viele K o m p l e x e „JT¡ (r¡<jp) en tha t t en . 

D e m g e g e n ü b e r w e r d e n n u n für die ebenen ( r egu l ä r en ) K o m p l e x e folgende S ä t z e 

bewiesen . 

I . E i n K o m p l e x Ax i . O r d n u n g en thä l t höchs tens drei unbewa l l t e G e s a m t h e i t e n 

P/2) (a lso d re i e r r e i c h b a r e P u n k t e als Grenzs t e l l en ) . 

I I . D ie u n b e w a l l t e G r e n z m e n g e £ (z ip ) eines K o m p l e x e s ' Ap (^-bel iebig) e n t h ä l t 

höchs tens zwei unbewa l l t e Gesamthe i t en P / 3 ) • 

I I I . I n der V e r e i n i g u n g S M („A-^ für j edes Glied M („A^ de r E r z e u g u n g s f o r m e l 

(R) für q = 2 g i b t es höchs tens zwei u n b e w a l l t e G e s a m t h e i t e n p / . 

I V . Zu j edem K o m p l e x Ar¡ de r G r u n d m e n g e M (Ay¡) von Ap für g > 2 g i b t es 

höchs tens zwei b e n a c h b a r t e . D e m n a c h en thä l t j edes Glied M („Ar¡) in (R) höchs tens 

zwei K o m p l e x e . D ie F o r m e l (R) k a n n für d i e E b e n e auf die besonde r s e infache 

Ges ta l t g e b r a c h t w e r d e n *) : 
+ on 

(E) Ap = Jr¡ + J£nJri — ... + _2Ar¡ + -i^rj + Jij + Jn + 2Ar¡ + ... 
« - — OO 

A u s den ob igen S ä t z e n e r g i b t sich der w i c h t i g e S a t z : 

!) Dieser Satz lautet: Gegeben seien drei beschränkte Bereiche 21,, 2J2, Jls, von welchen jeder im kom
plementären Raum der beiden andern liegt. Sind K,, K 2 , K 3 drei zueinander fremde Kontinua, welche 
gleichzeitig alle drei Bereiche treffen (also 21/ • Ky = | = o für alle i, j = i , 2, 3), so zerschneidet minde
stens ein Ky mindestens eines der Gebiete 21/. (K. Zarankiewicz, Über eine topologische Eigenschaft der 
Ebene, Fund. Math. B. XI, S. 19—26.) 

2 ) In dem klassischen Spezialfall 23, gibt es höchstens eine unbewallte Gesamtheit in ¿ , . Daraus er
gibt sich der Carathéodorysche Satz, wonach ein Randelement in 23, höchstens einen erreichbaren Punkt 
enthält. 

3 ) Sehr kennzeichnend für die Gestalt der Randelemente in 23 „ ist auch der weitere Satz, wonach 
Í (äp) auch höchstens zwei zyklische konjugierte Mengen A (vom ß -Typus) enthalten kann. 

4 ) Eine entsprechende Darstellung für p = 2 erfordert eine besondere Betrachtung. Insbesondere müssen 
die Komplexe nA1 durch die sie einschließenden Enden erstetzt werden. 

ICO 



Geometrie 

V. E i n bel iebiger K o m p l e x Ap in der E b e n e en thä l t höchs tens abzahlbar unend 

lich viele unbewal l t e Gesamthe i t en . 

A u s d e m S a t z V folgt der H a u p t s a t z der T h e o r i e : 

Ein ebenes Randelement enthält höchstens abzählbar viele erreichbare Punkte. 

A u s dem H a u p t s a t z e rg ib t sich die L ö s u n g des M ä c h t i g k e i t s p r o b l e m s : 

Die Gesamtheit der Randelemente eines jeden ebenen Bereiches (insbesondere 

auch im 23 0 0 ) hat die Mächtigkeit des Kontinuums. 

W e i t e r e Sä t ze betreffen die Te i lba rke i t se igenschaf t en der Rande l emen te der 23 0 0

1 ) . 

U e b e r den R a h m e n dieser U n t e r s u c h u n g h i n a u s wi rd die besonder s in te ressan te 

E i g e n s c h a f t de r E b e n e geschi lder t , nämlich die U n m ö g l i c h k e i t ebener Rande lemen te 

fünf te r A r t . — A u c h die V e r a l l g e m e i n e r u n g für 23 „ des von Urysohn gelösten 

Carathéodoryschen P r o b l e m s , wonach der R a n d eines ebenen Bere iches sich n iemals 

n u r aus R a n d e l e m e n t e n zwei te r A r t z u s a m m e n s e t z e n kann , w i r d k u r z e r läu te r t . 

D I M E N S I O N S T H E O R I E 
V o n P . A L E X A N D R O F F , M o s k a u 

Be r i ch t über d ie u n t e r dem gleichen T i t e l in den M a t h e m a t i s c h e n Anna len ( i o 6 , 

1932, S . 161—238) e rschienene Arbe i t . 

Ü B E R S T E T I G E A B B I L D U N G E N T O P O L O G I S C H E R 
R Ä U M E 

V o n W . H U R E W I C Z , A m s t e r d a m 

E i n M -d imens iona le r R a u m sei e indeu t ig u n d s t e t ig auf einen (n 4- è ) -d imens io -

nalen R a u m R* abgebi lde t . V e r s t e h t m a n d a n n für einen P u n k t p von R u n t e r ju (p) 

die A n z a h l der P u n k t e von R*, denen p als Bi ld z u g e o r d n e t ist , so n i m m t die F u n k 

t ion ¡A (p) auf 7?* m indes t ens k 4- 1 ve r sch iedene W e r t e an. I n einigen wich t igen 

Spezial fä l len kann diese S c h r a n k e sogar auf £ 4 - 2 e rhöh t we rden . 

!) Der Verfasser sprach insbesondere über die Möglichkeit einer direkten Bestimmung der Randele
mente in B M als größte Randteiler mit höchstens abzahlbar unendlich vielen Einheitsteilern. Unter 
einem Einheitsteiler des Randes wird ein beliebiges Endgebilde verstanden, das entweder nur erreichbare 
oder nur nichterreichbare Stellen enthält. 
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U B E R DIE Z E R L E G U N G EINER E U K L I D I S C H E N 
n - D I M E N S I O N A L E N V O L L K U G E L IN n M E N G E N 

V o n K A R O L B O R S U K , W a r s z a w a 

D e r Zweck dieses R e f e r a t e s is t , den Bewe i s fo lgenden S a t z e s zu sk izz ie ren : 

Satz (T). Bei jeder Zerlegung einer n-dimensionalen euklidischen Vollkugel in 

n Mengen ist der Durchmesser mindestens einer von diesen Mengen dem Durchmesser 

der ganzen Kugel gleich. 

T r o t z des e l emen ta rgeome t r i s chen C h a r a k t e r s d ieser B e h a u p t u n g scheint es ke inen 

e l emen ta rgeome t r i s chen W e g zu geben , der z u m Bewei se führ t . U n s e r Bewe i s , der 

re in topologischer N a t u r is t , s t ü t z t sich auf die zwei fo lgenden H i l f s s ä t z e : 

Hilfssats i. Bei jeder stetigen Abbildung f einer k-dimensionalen euklidischen 

Sphäre St, auf eine Teilmenge des Raumes R^) gibt es zwei antipodische2) Punkte 

p, p*eSk derart, daß f(p)—f(p*) ist. 

Hilfssatz 2. Sind Ax, A2 . . . , A„ abgeschlossene Teilmengen eines metrischen 
» 

Raumes M, wobei M — 2 A; ist, so gibt es eine stetige Funktion f, welche M auf 
1=1 

eine Teilmenge von R„—¡ derart abbildet, daß für jeden Punkt qef(M) die Urbild

menge f—1 (q) in mindestens einer der Mengen Alt An .. ., A„ enthalten ist. 

D e r e r s t e dieser H i l f s s ä t z e läß t sich leicht auf fo lgenden S a t z r e d u z i e r e n : 

Jede stetige und antipodentreue 3) Abbildung der S^. in sich ist ivesentlich 4), 

den m a n e lementa r , ode r e infacher m i t H i l f e der A b b i l d u n g s g r a d t h o o r i e 5 ) , beweisen 

kann . 

U m den zwei ten H i l f s s a t z zu beweisen , b e t r a c h t e t m a n ein (n— i ) - d imens iona les 

S i m p l e x A C R„—\ und eine s impl iz ia le Z e r l e g u n g von zl in (n— i ) - d imens iona le 

S i m p l e x e Ax, A2, . . . . z l „ . M a n k a n n dann leicht eine s t e t ige F u n k t i o n / d e r a r t kon 

s t r u i e r e n , daß für j edes I n d e x e n s y s t e m ix, i.,, . . . , « , , ( i ^ i v ^ n, v = I , 2 . . . , s), 

f(A;1. A,-., . . . A¡3) C J,-, • J , • J,s gi l t , w o m i t d ie B e h a u p t u n g des H i l f s s a t z e s 2 

bewiesen ist . 

') Rt bezeichnet hier, wie üblich, den Ä-dimensionalen euklidischen Raum. 
-) d. h. Punkte, welche symmetrisch rei. zum Mittelpunkte von Sk gelegt sind. 

3 ) d. h. eine solche, welche jedes antipodische Punktepaar in ein antipodisches Punktepaar abbildet. 
4 ) d. h . sie läßt sich nicht stetig so abändern, daß die Bildmenge ein echter Teil von St wird. 
5 ) Den einfachen Beweis mit Hilfe der Abbildungsgradtheorie verdanke ich einer brieflichen Mitteilung 

von Herrn H. H o p f . 
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W ä r e n u n der S a t z (T) falsch, so ließe sich leicht m i t H i l f e des Hi l f s sa tzes 2 eine 

F u n k t i o n / k o n s t r u i e r e n , welche ¿ V - i auf eine Te i lmenge von R„-\ so abbi ldet , daß 

de r D u r c h m e s s e r der U r b i l d m e n g e jedes P u n k t e s qsf k le iner als der D u r c h 

messe r von SH_i w ä r e , w a s , auf G r u n d des H i l f s s a t ze s i , unmögl ich ist . 

A u s dem S a t z e (T) e rg ib t sich fas t u n m i t t e l b a r folgendes Korollar: Bei jeder Zer

legung einer Vollkugel im Hilbertschen Räume in endlich viele Mengen ist der Durch

messer mindestens einer von diesen Mengen dem Durchmesser der ganzen Kugel 

gleich. 

EIN Z E R L E G U N G S S A T Z Ü B E R U N I K O H Ä R E N T E 
K O N T I N U A 

V o n B R O N I S L A W K N A S T E R , W a r s z a w a 

N a c h K. Borsuk (vgl. vo r s t ehende M i t t e i l u n g ) en thä l t bei j eder Ze r l egung der 

Oberf läche S„ e iner « -d imens iona len eukl id ischen Vol lkugel K„ in i ^ n abgeschlos

sene T e i l m e n g e n mindes t ens e ine dieser T e i l m e n g e n A n t i p o d e n p u n k t e . W i r d al lge

me in u n t e r ( topologischem) Antipodismus bel iebige s te t ige , involu tor ische und fix-

p u n k t f r e i e T r a n s f o r m a t i o n eines topologischen R a u m e s in sich selbst v e r s t a n d e n 

u n d d e r a r t i g t r a n s f o r m i e r b a r e R ä u m e in sich antipodisch genann t , so en t s t eh t die 

F r a g e nach e iner topologischen C h a r a k t e r i s i e r u n g de r jen igen in sich ant ipodischen 

Gebi lde, welche s te t s obige Zer l egungse igenscha f t aufweisen. 

F ü r t'¿^ 2 s ind es, wie leicht ers icht l ich, sämt l iche in sich an t ipod i sche zusammen

hängende R ä u m e . F ü r i 3 läßt sich der S a t z jedenfal ls für alle in sich an t ipo

d i sche lokal zusammenhängende unikohärente Kontinua auf G r u n d folgender H i l f s 

sä tze (wo al lgemein X* das an t ipod ische Bild der Menge X bedeu te t ) beweisen : 

1. I s t R = R*, P = P* und F C R, so is t auch (R — P) = (R — P)*. 

2. I s t Q eine K o m p o n e n t e von R — R*, so i s t auch Q* eine solche. Folgl ich 

e n t h ä l t j eder aus e iner u n g e r a d e n Anzah l von K o m p o n e n t e n bes tehende R a u m R = R* 

m i n d e s t e n s e ine K o m p o n e n t e Q = Q*. 

3. I s t R ein lokal zusammenhängendes Kontinuum, so läßt sich j ede abgeschlos

sene T e i l m e n g e A von R, und z w a r für jedes e > o, in eine sie e-umhüllende a b 

geschlossene Te i lmenge A1 von R d e r a r t e inschl ießen, daß R — Ai aus einer end

lichen A n z a h l von K o m p o n e n t e n bes teh t 
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4. I s t ü b e r d i e s R unikohärent und M, N dessen abgesch lossene z u e i n a n d e r p u n k t 

f r emde T e i l m e n g e n , b e s t e h t f e rne r R — M a u s m u n d R — N a u s n K o m p o n e n t e n , 

so b e s t e h t R— (M 4- N) a u s m 4- « -— 1 K o m p o n e n t e n (vgl. z. B . S. Strassewicz, 

F u n d a m . M a t h . V I I , 1925, S . 179, H i l f s s a t z I ) . 

W i r d n u n ein d e r a r t i g e s K o n t i n u u m R = R* in 3 abgeschlossene T e i l m e n g e n 

A, B u n d C ze r l eg t u n d A • A* = o v o r a u s g e s e t z t , s o denken w i r uns z u n ä c h s t A 

nach (3) in Ax d e r a r t e ingeschlossen , d a ß noch Ax-A* —o g i l t u n d daß R — Ax 

a u s e ine r endl ichen, a l so d a ß die M e n g e R— (Ax 4- A * ) nach (4) aus e iner u n g e 

r a d e n A n z a h l von K o m p o n e n t e n bes teh t . D a abe r d iese M e n g e nach (1) in sich a n t i 

podisch is t , so e n t h ä l t sie nach (2) e ine in sich an t ipod i sche K o m p o n e n t e Q. W e g e n 

R = Ax 4- B 4- C u n d Q ClR—A1 i s t Q C B 4- C, a l so e ine Z e r l e g u n g von Q in 

2 in Q abgesch lossene T e i l m e n g e n Q • B u n d Q • C gegeben , w o r a u s nach d e m für 

t ^ 2 a n f a n g s e r w ä h n t e n F a l l e n t w e d e r B-B* 9 ^ 0 ode r C • C* ^z£o folgt, w. z. b . w. 

D a s P r o b l e m für i > 3 b le ib t offen. 

A u s d e m S a t z v o n Borsuk e r g i b t sich u. a. a ls e ine F o l g e r u n g (mi t H i l f e des 

F i x p u n k t s a t z e s ) , d a ß , für j edes n, d ie zwei Gebie te , in welche S „ du rch ein topo-

logisches Sn _ i z e r s c h n i t t e n w i r d , n ie a n t i p o d e n f r e m d sein können . D e n n u n t e r den 

V o r a u s s e t z u n g e n von (1) i s t auch d ie abgesch lossene H ü l l e von P in sich a n t i 

podisch . 

E i n e a n d e r e V e r a l l g e m e i n e r u n g des BoriM&schen S a t ze s w ä r e es , das g r ö ß t e D i a 

m e t e r de r T e i l m e n g e n zu b e s t i m m e n , welches bei Ze r l egungen von Sn in i > . n Te i l 

mengen noch v o r k o m m e n m u ß . 

LA N O T I O N DE V A R I É T É ET LES T H É O R È M E S 
DE D U A L I T É 

P a r E . C E C H , B r n o 

T o u t e s les déf ini t ions connues d 'une v a r i é t é ( M a n n i g f a l t i g k e i t , man i fo ld ) V s up 

posen t ou bien que V soi t un complexe , ou d u m o i n s que chaque po in t de V possède 

un vo i s inage qu i soi t un complex . O n p e u t i n t r o d u i r e u n e nouvel le définition de la 

va r i é t é V ne f a i san t u s a g e que des p r o p r i é t é s topolog iques i n t r i n sèques de V. L e s 

théorèmes de dua l i t é de P o i n c a r é et de M . A l e x a n d e r s o n t va lables p o u r les nouvel les 

va r i é t é s . M a d é m o n s t r a t i o n n e fai t aucun u s a g e des po lyèdres . U n e x p o s é comple t 

p a r a î t r a d a n s les Annals of Mathematics. 
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S U R LA NOTION D ' H O M O L O G I E ET LES R É S I D U S 
D ' I N T É G R A L E S M U L T I P L E S 

P a r G. D E R H A M , L a u s a n n e 

L ' ana log ie qu i e x i s t e e n t r e la théor i e des c h a m p s d ' i n t ég ra t i on ( théor ie topologique 

des homologies et des in te r sec t ions ) et la théor ie des formes différentielles ex t é r i eu re s 

(é léments d ' i n t ég ra le s mul t ip les) s u g g è r e l ' idée de cons idérer un c h a m p à q d imens ions 

et une fo rme de d e g r é n—q a t t achée à une v a r i é t é à n d imens ions comme deux aspects 

d 'une m ê m e no t ion p lus généra le qu 'on peu t appeler c o u r a n t à q d imens ions . Il es t 

poss ib le de déve lopper une théor i e de ces c o u r a n t s , qui a p p a r a î t co mme une généra l i 

sa t ion na tu re l l e de la théor ie des champs et qui s 'est m o n t r é e ut i le p o u r l ' é tude des 

app l ica t ions de la topologie à l 'analyse 1 ) . E n par t i cu l ie r , elle p e r m e t de clarifier la 

no t ion de r é s i d u s d ' in t ég ra le mul t ip le et fai t c o m p r e n d r e pourquo i , si les rés idus d 'une 

in tégra le s imple a t t a chée à une courbe a lgéb r ique a p p a r a i s s e n t comme un sys tème 

fini de p o i n t s affectés de coefficients n u m é r i q u e s , les résidus d'une intégrale multiple 

d'ordre p attachée à une variété algébrique à d dimensions (complexes) consistent en 

un système fini de variétés algébriques à d—i dimensions (complexes) affectées d'in

tégrales d'ordre p—i, et les pér iodes po la i res de la p r e m i è r e se r édu i sen t a u x pér iodes 

(pola i res ou cycl iques) des de rn iè res . O n r e t r o u v e a ins i , de m a n i è r e nature l le , les 

r é s u l t a t s d e P o i n c a r é sur les r é s idus des in tégra les doubles 2 ) . 

DER A L L G E M E I N E D U A L I T Â T S S À T Z FÜR 
A B G E S C H L O S S E N E M E N G E N 

V o n L . P O N T R J A G I N , M o s k a u 

E s sei K d ie G r u p p e al ler D r e h u n g e n der Kre i s l i n i e in sich, au fge faß t als a d d i t i v e 

kon t inu ie r l i che G r u p p e der m o d u l o i r e d u z i e r t e n reellen Zahlen. W i r un te r suchen 

zunächs t d ie G r u p p e X aller h o m o m o r p h e n A b b i l d u n g e n e iner bel iebigen topologi 

schen Abe lschen a ) G r u p p e G in die G r u p p e K. 

1 ) Voir à ce sujet l'Introduction et le chapitre III de ma thèse, Sur l'Analysis Situs des variétés à n 
dimensions (Journal de math, pures et appi. 1931, p. 115 et suivantes). 

2 ) H . Poincaré, Sur les résidus des intégrales doubles (Acta mathematica, 9, p. 321). 
8 ) Die Abelschen Gruppen Ohne Limesrelationen bilden einen Spezialfall der topologischen Abelschen 

Gruppen; der betreffende Raum besteht dann aus lauter isolierten Punkten. 
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'' U n t e r e iner h ó m o m o r p h e h A b b i l d u n g w i r d dabei eine e i n d e u t i g e A b b i l d u n g ver 

s t anden , welche e inen G r u p p e n h o m o m o r p h i s m u s e ine rse i t s und eine s t e t ige A b b i l d u n g 

des be t re f fenden topologischen R a u m e s a n d e r e r s e i t s da r s te l l t . D i e G r u p p e X he iß t 

d i e Charakterengruppe von G. D i e G r u p p e n o p e r a t i o n (d ie A d d i t i o n ) wi rd in X w i e 

folgt def in ier t : 

f = h + fv 

w e n n für j edes x a u s G 

f(x)=f1(x)+f2(x) 
is t . 

D ie G r u p p e X i s t topologisch auf G r u n d fo lgender L i m e s e r k l ä r u n g : die F o l g e 

fi> / 2> • • • » /* • • • v o n E l e m e n t e n von X k o n v e r g i e r t gegen f, w e n n für j edes E le 

m e n t x von G 
l im f¿ (x) —f (x) is t . 

M a n b e t r a c h t e n u n die G r u p p e K als Koeffizientenbereich *) (w i r nennen ihn den 

Koeff iz ien tenbere ich modulo i ) . 

M a n k a n n sodann alle Grundbegr i f f e der k o m b i n a t o r i s c h e n Topo log ie (Zyklen, 

R ä n d e r , H o m o l o g i e ) in b e z u g auf den Koeff iz ientenbere ich m o d u l o i definieren und 

sie in üb l icher W e i s e auf abgesch lossene M e n g e n ü b e r t r a g e n . M a n e rhä l t auf 

d iese W e i s e die Bettischert Gruppen modulo i für jede abgeschlossene Menge F. D ie 

r -d imens iona le Be t t i s che G r u p p e m o d u l o i von F beze ichnen w i r m i t B[(F). 

Diese G r u p p e fassen w i r wie folgt als e ine topologische G r u p p e auf : die «-Um

g e b u n g £ / ( £ , e) e ines E l e m e n t e s £ von B{ (F) definiert m a n s o : ein E l e m e n t f von 

B\ (F) g e h ö r t d a n n und n u r d a n n zu U(£, e), w e n n die Homolog iek l a s se g •—£ 

einen w a h r e n Zyklus 

7r (r-r r-r r-r \ 

Z . \f>x , ~ 2 , . . . , ük , . . .) 
von folgenden E i g e n s c h a f t e n e n t h ä l t : a ) alle zr s ind f-Zyklen und u n t e r e i n a n d e r e-ho-

m o l o g ; b ) die S u m m e der Koef f i z i en tenbe t räge von zr ist k le iner als «. ( D i e Koef

fizienten, d ie E l e m e n t e von K s ind , w e r d e n als reelle Zahlen m i t B e t r ä g e n ^ J auf

ge faß t . ) 

M a n beweis t , daß die topologische Gruppe B\ (F) kompakt, d a ß fe rner die Charak

terengruppe einer kompakten topologischen Abelschen Gruppe eine diskrete höchstens 

abzählbare Gruppe ist. 
' ) Vgl. P. AlexandrofF „Einfachste Grundbegriffe der Topologie", Berlin, Springer, 1932, S. 24 (Anm. 23) 

und S. 35 (Anm. 40). Nicht nur Ringe, sondern auch Gruppen dürfen als Koeffizientenbereiche auftreten. 
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Schließl ich gil t de r 

D u a l i t ä t s s a t z . Ist FezR", so ist die Charakterengruppe der Gruppe Br

x(F) 

der gewöhnlichen ( in b e z u g auf den R i n g der ganzen Zahlen definierten) « — r — i-

dimensionalen Bettischen Gruppe von R"—F isomorph. 

M a n sieht , daß d ieser S a t z auch für den Fa l l , daß F ein Po lyeder ist, N e u e s aus 

spr ich t . A l s K o r o l l a r e rhä l t m a n den 

I n v a r i a n z s a t z . Sind F und F' homöomorphe abgeschlossene Mengen des R", 

so sind die Bettischen Gruppen von Rn—F den entsprechenden Gruppen von Rn—F' 

isomorph. 

P O I N C A R É ' S C H E R Ä U M E 
V o n H E R B E R T S E I F E R T , D r e s d e n 

W ä h r e n d die F r a g e , wieviele topologisch n i ch t auf e inander abb i ldbare geschlos

sene d re id imens iona le P u n k t m a n n i g f a l t i g k e i t e n es g ib t ( H o m ö o m o r p h i e - P r o b l e m ) , 

b i she r unge lös t ist , k a n n j ede r geschlossene d re id imens iona le gefaserte R a u m durch 

ein S y s t e m von Zahlen , d ie F a s e r i n v a r i a n t e n , vo l l s t änd ig cha rak t e r i s i e r t we rden , 

d e r a r t , daß zwei ge fa se r t e R ä u m e d a n n u n d n u r d a n n fasertreu au fe inander ab 

b i ldbar s ind, w e n n sie in diesen Zahlen übe re in s t immen . — E i n gefaser te r R a u m 

ist e ine d re id imens iona le Mann ig fa l t i gke i t , de ren P u n k t e auf o o 2 geschlossene K u r v e n , 

F a s e r n , ve r te i l t s i n d : du rch j eden P u n k t geh t genau eine F a s e r h indurch , und jede 

F a s e r H h a t eine F a s e r u m g e b u n g , das ist e ine solche H en tha l t ende Te i lmenge von 

F a s e r n , d ie sich f a se r t r eu auf e inen „ge fase r t en V o l l r i n g " abbi lden läßt, wobei H 

in die m i t t l e r e F a s e r übe rgeh t . E i n ge fase r t e r Vo l l r ing ist ein g e r a d e r Kre i szy l inde r 

des eukl id ischen R a u m e s , der du rch die zur Achse paral le len Geraden ge fase r t ist 

und dessen G r u n d - und Dachfläche, u m einen ra t iona len Winke l £ i L ? ve r sch raub t , 

zu r D e c k u n g g e b r a c h t sind. A u s den F a s e r i n v a r i a n t e n berechne t sich die F u n d a 

m e n t a l g r u p p e der d re id imens iona l en Mann ig fa l t i gke i t . E s zeigt sich, daß zwei faser

ba r e Po inca ré ' s che R ä u m e h o m ö o m o r p h s ind, w e n n sie dieselbe F u n d a m e n t a l g r u p p e 

haben . D i e von H e r r n M . D e h n a u s T o r u s k n o t e n abgele i te ten Poincaré ' schen R ä u m e 

sind ebenso wie der von P o i n c a r é angegebene f a se rba r ; der l e tz te re ist der e inzige 

f a se rba re Po inca ré ' s che R a u m endl icher F u n d a m e n t a l g r u p p e . E r i s t daher homöo

m o r p h d e m Dehn ' schen K l e e b l a t t s c h l i n g e n r a u m endl icher F u n d a m e n t a l g r u p p e und 

d e m sphä r i schen D o d e k a e d e r r a u m (vgl. V o r t r a g Thre l f a l l ) . Die H y p e r s p h ä r e ist 

der e inz ige f a se rba re R a u m m i t dem E i n s e l e m e n t als F u n d a m e n t a l g r u p p e ; ihre 

sämt l ichen F a s e r u n g e n lassen sich aufzählen. — W i e die eben e r w ä h n t e n Po in -
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caré ' schen R ä u m e u n a b h ä n g i g von j ede r F a s e r u n g definiert s ind , so läß t sich auch 
fo lgender r e in topologische S a t z ü b e r K n o t e n ü b e r l a g e r u n g e n d u r c h die F a s e r m e t h o d e 
g e w i n n e n : S i n d a l t a2, ccs, d r e i p a a r w e i s e re la t iv p r i m e Zahlen ^ 2, so is t die 
«g-fache zykl ische U e b e r l a g e r u n g des T o r u s k n o t e n s m i t den K n o t e n i n v a r i a n t e n 
m = a1, n = a 2 ein P o i n c a r é ' s c h e r R a u m ; dense lben R a u m e rhä l t m a n , w e n n m a n 
a 1 ( « 2 , « 3 i h r e Rol len bel iebig v e r t a u s c h e n läßt . — E i n e n o t w e n d i g e , n i ch t i m m e r 
er fü l l te B e d i n g u n g für die F a s e r b a r k e i t e ines R a u m e s bes t eh t d a r i n , daß die F u n 
d a m e n t a l g r u p p e e n t w e d e r a u s d e m E i n s e l e m e n t allein bes t eh t ode r ein vom E i n s 
e lement ve r sch iedenes E l e m e n t en thä l t , das von j e d e m a n d e r e n E l e m e n t in sich 
se lbs t oder sein R e z i p r o k e s t r a n s f o r m i e r t w i r d . 

D R E I D I M E N S I O N A L E R A U M F O R M E N 
V o n W . T H R E L F A L L , Dre sden 

D i e M e t h o d e , d ie in zwei D i m e n s i o n e n zu r L ö s u n g des H o m ö o m o r p h i e - P r o b l e m e s 
geschlossener M a n n i g f a l t i g k e i t e n g e f ü h r t ha t , näml ich d ie K o n s t r u k t i o n e iner Nor
m a l f o r m , v e r s a g t in d re i und m e h r D imens ionen . N u n t r i t t j ede geschlossene F l ä c h e 
als D i s k o n t i n u i t ä t s b e r e i c h e iner d i sk re t en fixpunktlosen m e t r i s c h e n B e w e g u n g s g r u p p e 
der Kugelf läche, der eukl id i schen oder der hyperbo l i schen E b e n e auf. E n t s p r e c h e n d e s 
gil t in d re i D i m e n s i o n e n n ich t , v i e lmehr g i b t es d r e id imens iona l e geschlossene R ä u m e , 
die sich w e d e r m i t e ine r sphä r i s chen noch m i t e iner eukl id ischen oder hyperbol i schen 
M e t r i k a u s s t a t t e n lassen, z. B . das topologische P r o d u k t aus Kre i s l i n i e u n d K u g e l -
flache. D a g e g e n l iefern die D i s k o n t i n u i t ä t s b e r e i c h e m e t r i s c h e r B e w e g u n g s g r u p p e n 
ein wich t iges Be i sp ie lmate r i a l d r e id imens iona l e r R ä u m e . Die sphä r i schen D i s k o n 
t i n u i t ä t s b e r e i c h e und d a m i t d ie geschlossenen R ä u m e , die sich m i t sphä r i sche r M e t r i k 
a u s s t a t t e n lassen, k ö n n e n vo l l s t änd ig e r m i t t e l t w e r d e n ; die D i s k o n t i n u i t ä t s b e r e i c h e 
fixpunkthaltiger sphä r i s che r B e w e g u n g s g r u p p e n l iefern dabei gegenübe r denen fix-
punk t lo se r n ich t s N e u e s . — D i e F r a g e , ob m i t ihnen die geschlossenen R ä u m e endl icher 
F u n d a m e n t a l g r u p p e e rschöpf t s ind , b le ib t offen. D a g e g e n s t i m m t die G e s a m t h e i t der 
f a se rba ren R ä u m e endl icher F u n d a m e n t a l g r u p p e (vgl . V o r t r a g Se i f e r t ) m i t den D i s 
k o n t i n u i t ä t s b e r e i c h e n sphä r i s che r B e w e g u n g s g r u p p e n übere in . — V o n besonde rem 
I n t e r e s s e s ind u n t e r den sphä r i s chen D i s k o n t i n u i t ä t s b e r e i c h e n d ie j en igen der zykl i
schen B e w e g u n g s g r u p p e n , d ie „ L i n s e n r ä u m e " , da u n t e r ihnen n i c h t h o m ö o m o r p h e 
R ä u m e gle icher F u n d a m e n t a l g r u p p e v o r k o m m e n . Zwei w e i t e r e D i s k o n t i n u i t ä t s b e r e i c h e 
de r H y p e r s p h ä r e u n d zugleich sphä r i s che R a u m f o r m e n s ind der O k t a e d e r r a u m , der 
e n t s t e h t , w e n n m a n in e inem O k t a e d e r gegenübe r l i egende Dre i ecke , u m 31/3 ve r -
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sch raub t , e inande r zuo rdne t und de r sphär i sche D o d e k a e d e r r a u m , zu dem sich das 

D o d e k a e d e r schließt , w e n n m a n gegenüber l i egende Fünfecke , u m 71/5 v e r s c h r a u b t , 

identif iziert . D e r l e tz te re i s t der e inzige Po inca ré ' s che R a u m , der u n t e r den sphä r i 

schen D i skon t i nu i t ä t sbe r e i chen v o r k o m m t . — N i c h t so vo l l s t änd ig sind b i she r die 

hyperbol i schen D i skon t inu i t ä t sbe re i che u n t e r s u c h t w o r d e n . D a s e infachste Beispiel 

einer hyperbol i schen R a u m f o r m ist (nach C. W e b e r ) der hyperbol i sche Dodekaeder 

r a u m , de r a u s dem D o d e k a e d e r en t s t eh t , w e n n man gegenüber l i egende Fünfecke , um 

Ssz/5 v e r s c h r a u b t , e inande r zuo rdne t . W ä h r e n d alle sphär i schen R a u m f o r m e n sich 

fasern lassen, sind alle geschlossenen hyperbol i schen R a u m f o r m e n u n f a s e r b a r e R ä u m e . 

UNE S O L U T I O N DU P R O B L È M E D E S Q U A T R E 
C O U L E U R S 

P a r J U L E S C H U A R D , L a u s a n n e 

Soi t donné un po lyèdre convexe — une c a r t e sur u n e sphère — d o n t les a rê tes 

fo rment un réseau cubique qui sa t i s fa i t a u x condi t ions su ivan te s : 

1) le r éseau ne comprend pas d ' i s t h m e ; 

2) d e u x faces cont iguës n ' on t en c o m m u n q u ' u n e seule a r ê t e ; 

3) les faces sont des polygones d ' au mo ins q u a t r e côtés. 

L ' on n ' env i s age que des a r b r e s l inéaires qui re l ient en t r e e u x la to ta l i t é des sommets 

du polyèdre . P a r r a p p o r t à ces a r b r e s , les s o m m e t s sont de degré un , deux ou t ro i s . 

L e s s o m m e t s de d e g r é t ro i s son t n o m m é s bifurcations. U n a r b r e qu i ne r en fe rme 

aucune b i fu rca t ion est un con tou r ouve r t . S i les e x t r é m i t é s d ' u n tel con tour ouve r t 

l imi tent la m ê m e a rê t e du réseau , ce con tour est d i t contour V, s inon il es t di t 

contour Z. 

D a n s le M é m o i r e ( N ° 25, 1932) de la Soc ié té V a u d o i s e des Sciences Na tu re l l e s 

in t i tu lé : « Les réseaux cubiques et le problème des quatre couleurs », il est é tabl i q u e : 

a ) U est possible de classer les differ eut s a r b r e s qui ex i s t en t sur un réseau cubique 

donné d ' a p r è s le n o m b r e de leurs b i fu rca t ions . 

b) Il es t possible de t r a n s f o r m e r u n a r b r e de k b i fu rca t ions eu un a r b r e de k— 1, 

éven tue l lement k — 2 b i fu rca t ions . 

c) Il est poss ib le de passe r d ' un Z à un con tour V. 

d) L ' e x i s t e n c e d ' un con tou r V a s s u r e celle d ' u n con tour fe rmé un ique — réseau 

q u a d r a t i q u e d ' u n e f o r m e pa r t i cu l i è r e — q u i pas se pa r tous les sommets du réseau 

cubique . 
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e) Ce r é seau q u a d r a t i q u e décompose le po lyèdre en d e u x a r b r e s superficiels tels que 

le co lor iage de chacun d ' e u x n ' e x i g e q u e d e u x cou leurs seu lement . 

f) Q u a t r e cou leurs son t donc suff isantes p o u r colorier u n e ca r t e . 

Ces p r o p r i é t é s r é so lven t le p rob l ème des q u a t r e cou leurs , d a n s u n sens affirmatif , 

p r é c i s é m e n t d a n s le cas d 'une c a r t e qui a p p a r t i e n t a u cas difficile, so i t d ' une carte 

normale ou d ' u n e carte minima. 

O n just i f ie a ins i la poss ib i l i té d u color iage t o u t en d o n n a n t u n moyen de colorier . 

L e s exemple s qu i su iven t , c i tés par M . S a i n t e - L a g ü e d a n s le fascicule X L I du 

M é m o r i a l des Sciences M a t h é m a t i q u e s : Géométrie de situation et jeux, son t i r r éduc 

t ib les en r e g a r d des m é t h o d e s d i nves t i ga t i on a n t é r i e u r e m e n t connues . I ls son t réso lus 

p a r ce t t e mé thode . L e t r a i t r en fo rcé ind ique un con tou r fe rmé u n i q u e qui passe pa r 

tous les s o m m e t s du réseau donné . 

Fig. i . Fig. 2 . 

I N V A R I A N Z DER T O P O L O G I S C H E N W E C H S E L 
S U M M E BEI D I M E N S I O N S Ä N D E R U N G 

V o n I N G E B R I G T J O H A N S S O N , O s l o 

D i e W e c h s e l s u m m e a 0 — a , 4- a 2 — + sc¿ eines aus a 0 P u n k t e n ( £ 0 ) , a, 

S t r e c k e n ( £ j ) , a 2 E lemen ta r f l ächen ( £ 2 ) , u s w . a u f g e b a u t e n topo log ischen K o m p l e x e s , 

ist bekann t l i ch eine Z e r l e g u n g s i n v a r i a n t e . H i e r soll geze ig t w e r d e n , daß sie auch bei 

gewissen a n d e r e n sehr anschau l i chen A e n d e r u n g e n des K o m p l e x e s u m g e ä n d e r t bleibt . 

H i e r f ü r geben die F i g u r e n e in ige Beispiele . U e b e r die A e n d e r u n g e n in der u n t e r s t e n 

Re ihe , d ie für mich den A u s g a n g s p u n k t gebi lde t haben , vgl . bei M . D e h n in M a t h . 

A n n . Bd. 71, S . 137. 
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D e f i n i t i o n : Wir sagen von einem Komplex C 

1. daß es eine e l e m e n t a r e A n f s c h w e l l n n g erleidet, wenn ein E„so hinzugefügt wird, 

daß es mit C in En-\(und weiter nichts) gemeinsam erhält, 

2. daß es eine e l e m e n t a r e E i n s c h r u m p f u n g erleidet, wenn man ein EH zvegnimmt, 

das mit dem Rest ein £ „ _ i (und weiter nichts) gemeinsam hat, und 

j . daß es einer D i m c n s i o n s ä n d e r u n g unterliegt, wenn mehrere elementare Auf

schwellungen und Einschrumpfungen nacheinander folgen. 

E s sei nebenbei bemerk t , daß jede s t e t ige D e f o r m a t i o n ( H o m o t o p i e ) eines K o m 

plexes inne rha lb eines ande ren zugleich eine D i m e n s i o n s ä n d e r u n g des ers ten inne rha lb 

des zwe i t en ist . 

S a t z : Die Wechselsumme bleibt bei jeder Dimensionsänderung ungeändert. 

B e w e i s : Bei e iner e l emen ta ren Aufschwe l lung k o m m t ein neues E„ h inzu, wodurch 

a„ u m e i n s v e r g r ö ß e r t w i rd . V o n der B e r a n d u n g dieses En g e h ö r t ein E „ _ i dem 

gegebenen K o m p l e x a n ; aber der R e s t dieser B e r a n d u n g , der auch ein £ „ _ i ist , k o m m t 

neu h inzu und v e r g r ö ß e r t o , - i U m e i n s . W e i t e r e A e n d e r u n g e n in den a¡ t r e t e n nicht 

auf; denn w i r können j a vo rausse tzen , daß die geme insame B e r a n d u n g der beiden 

e r w ä h n t e n £ „ _ i schon in dem gegebenen K o m p l e x e ingezeichnet ist . Die Wechse l 

s u m m e bleibt m i t h i n bei jeder e l emen ta ren Auf schwe l lung u n g e ä n d e r t . 

Dasse lbe gi l t na tü r l i ch auch bei j edem en tgegengese tz t en P r o z e ß , d. h. bei j eder 

e l emen ta ren E i n s c h r u m p f u n g , und folglich auch bei jeder D i m e n s i o n s ä n d e r u n g , 

w. z. b . w. 

E i n anschaul ichere r , aber wen ige r e x a k t e r Beweis e rg ib t sich aus einer Arbe i t 

von G. M a n n o u n ' ( N i e u w Archief voor W i s k u n d e 1 8 9 7 ) , w o e r w ä h n t ist, daß die 

W e c h s e l s u m m e durch die Be t t i schen Zahlen a u s g e d r ü c k t werden kann , und daß die 

Be t t i schen Zahlen bei „ c o n t r a c t i o n " einzeln u n g e ä n d e r t bleiben. Diese B e m e r k u n g 

ve rdanke ich D . v. D a n t z i g . 
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S U R D E S C O U R B E S F E R M É E S A N A L O G U E S A U X 
C O U R B E S DE M. B I R K H O F F 

P a r M A R I E C H A R P E N T I E R , P o i t i e r s 

M . Birkhoff a défini r é c e m m e n t *) d e s „courbes remarquables" d o u é e s d e s p r o 

p r i é t é s s u i v a n t e s : 

I o U n e tel le c o u r b e es t r ou l ée v e r s la g a u c h e p a r r a p p o r t à l ' in tér ieur e t à 

l ' ex té r ieur . 

2° E l l e es t invar ian te p a r u n e t rans format ion a n a l y t i q u e T qu i p e u t ê t r e chois ie 

d e façon à a v a n c e r les po in t s access ib les d e l ' intér ieur d a n s u n sens e t les po in t s 

access ib les d e l ' ex té r ieur d a n s le sens o p p o s é . 

I. L ' é t u d e des p r o p r i é t é s d e ces c o u r b e s condu i t k la cons t ruc t ion d 'une c o u r b e 

qu i jou i t d e p r o p r i é t é s a n a l o g u e s . 

S u r un a n n e a u de front ières Ci e t d nous d é t e r m i n o n s su r Ci, u n e t r ans fo rma t ion 

/ , : Oi = <p (8), rp con t inue , la isse i nva r i an t un e n s e m b l e parfai t P d e m e s u r e a et 

t o u s les c o n t i g u s à P son t les t r ans fo rmés d e l 'un (quelconque) d ' e n t r e e u x p a r 

les pu i s sances n é g a t i v e s ou pos i t ives d e t t , tk p o s s è d e le coefficient d e ro ta t ion r t 

d é v e l o p p a b l e en fraction c o n t i n u e p é r i o d i q u e . N o u s d é t e r m i n o n s su r C 2 , tt avec 

un coefficient d e ro ta t ion r 2 d e s igne c o n t r a i r e . 

Puis n o u s p r o l o n g e o n s la r ég ion in t é r i eu re à t r a v e r s i0, it, i_t... d e Cit la r ég ion 

e x t é r i e u r e à t r a v e r s zL , , d e C2 e t c . , c h a q u e r ég i o n pa r t i e l l e r„ o c c u p e le 

d e c e qui r e s t e d e l ' anneau à l ' é tape p r é c é d e n t e , es t t o u r n é e à g a u c h e et se 

t e rmine à son in tersec t ion a v e c d e s d ro i t e s qui font [sur C¡ p . ex . ] un a n g l e a 

a v e c la v e r t i c a l e : 

A — z Ar le m a x i m u m d e s quo t i en t s incomple t s du d é v e l o p p e m e n t d e rx. 

Q u a n d n c ro i t indéf iniment , l ' anneau d iminué les d o m a i n e s o u v e r t s r„ t end ve r s 

u n e c o u r b e fermée roulée à gauche. 

I I . On peut trouver une transformation continue de l'anneau laissant cette courbe 

invariante et douée du coefficient de rotation r t pour les points accessibles de l'intérieur 

et du coefficient de rotation r 2 pour les points accessibles de l'extérieur. 

' ) M. George D. Birkhoff, Sur Quelques courbes fermées remarquables. Bullet, de la Soc. Math, de 
France. 1932. Tome LX. Fascicule I, II, p . 1. 
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O n chois i t u n e t rans format ion c o n t i n u e : 

r_l = f(rl), r_2 = />„), ... 

Soi t Lf1 la r ég ion compr i se en t r e r0 r t r _ , et les d iagona les un issan t ces r ég ions . 

Soi t K~i la r ég ion t ransformée . O h p e u t définir Tt c o m m e u n e réun ion de 41 t r a n s 

fo rma t ions q u a d r a t i q u e s t r ans fo rman t la pa r t i e de la c o u r b e in tér ieure à Hx en la 

p a r t i e d e la c o u r b e in tér ieure à e t a u t r e m e n t a rb i t ra i re . 

D ' u n e façon g é n é r a l e T„ es t une t rans format ion con t inue de l ' anneau en lu i -même 

t r a n s f o r m a n t H„ en K„ c o m m e ci -dessus . 

P o u r définir T„ il faut déf in i r : (n% -f- 17 » -f- 25) t r ans format ions . 

O n p e u t choisir un en t ie r N (s) te l q u e p o u r i, j > N on a i t : 

I Xi (x, y) — Xj(x, y)\<e 

I Yi(x,y)- Yy(x,y)\<e 

s a rb i t r a i re p o u r t o u t po in t d e l ' anneau, les b o r d s inclus. 

D o n c : 

Les T„ convergent tiniformément vers une transformation continue T qui laisse 

la courbe invariante et change rn en /-„_2 donc est douée des coefficients de rotation 

Ti et Tt par rapport h l'intérieur et a l'extérietir. 

H Ö H E R D I M E N S I O N ALE H O M O T O P I E G R U P P E N 

V o n E . C E C H , B r n o 

Sei a ein fester P u n k t eines topologischen R a u m e s R; sei p eine na tü r l i che Zahl. 

Se i G ^ d i e M e n g e der a en tha l t enden und in R gelegenen /»-dimensionalen s ingu lä ren 

K u g e l n ( = s te t igen B i lde rn e iner gewöhnl ichen />-dim. K u g e l ) ; zwei E l e m e n t e von 

G w e r d e n als gleich be t r ach t e t , w e n n sie sich durch eine a f es tha l tende H o m o t o p i e 

in R i ne inande r übe r füh ren lassen. E s w i r d in Gf e ine Mul t ip l ika t ion definiert, ve r 

möge de r G zu e iner G r u p p e w i r d . G1 ist die k lass ische W e g e g r u p p e Po inca rés . 
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Ü B E R S T E T I G E D E F O R M A T I O N E N VON 
K O M P L E X E N 

V o n H E I N Z H O P F , Z ü r i c h 

(Ber i ch t ü b e r e ine g e m e i n s a m e A r b e i t von F r l . E . P A N N W I T Z , Ber l in , u n d dem 

V o r t r a g e n d e n ) J ) 

I s t it(o¿Zt¿Z-i) e ine von d e m P a r a m e t e r t s t e t i g a b h ä n g e n d e S c h a r e indeu t ige r 

und s t e t i ge r A b b i l d u n g e n des w-dimensionalen K o m p l e x e s C auf sich ode r Te i le von 

sich, wobe i f0 (x) = x für j e d e n Punkt x cz C und C\ die du rch fx ge l iefer te Bi ld

m e n g e is t , so sagen w i r , d a ß C in die M e n g e Ct d e f o r m i e r t w i rd . W i r f r a g e n : 

„ W e l c h e K o m p l e x e lassen sich in echte Te i le von sich d e f o r m i e r e n ? " K o m p l e x e , 

für die das unmögl i ch is t , sollen „im Großen stabil" heißen. Le i ch t zu ze igen 

i s t : „ E i n S t r e c k e n k o m p l e x ist d a n n und n u r dann im G r o ß e n s tabi l , w e n n er ke ine 

freie (d. h. auf n u r e iner S t r e c k e gelegene) E c k e b e s i t z t . " Definieren w i r w e i t e r : 

,,C he iß t ,im Kleinen stabil' ode r labil1, j e n a c h d e m es unmögl ich oder 

mögl ich ist , ihn d u r c h beliebig kleine D e f o r m a t i o n e n in echte Te i le von sich 

zu de fo rmie ren" , so gi l t offenbar a l lgemein : „ B e s i t z t C eine freie (n—i)-dimensio

na le Se i t e , so is t er l ab i l . " D ie se r S a t z i s t jedoch, im Gegensa t z zu d e m ob igen 

über S t r e c k e n k o m p l e x e , für n i n i ch t u m k e h r b a r ; v i e lmehr gi l t : „Für jedes n ^ 2 

gibt es n-dimensionale Komplexe, die keine freie (n—i)-dimensionale Seite be

sitzen und doch labil sind." E i n Beispiel e ines d e r a r t i g e n K o m p l e x e s e rhä l t m a n , 

indem m a n einen M e r i d i a n eines T o r u s auf einen P u n k t z u s a m m e n s c h n ü r t u n d in 

e inen B r e i t e n k r e i s eine Kre i s s che ibe e in spann t , die abgesehen von ih rem R a n d e zu 

dem T o r u s f remd is t . D ie S t a b i l i t ä t im K l e i n e n ist na tü r l i ch für die S t a b i l i t ä t im 

G r o ß e n n o t w e n d i g ; sie i s t bei S t r e c k e n k o m p l e x e n , wie a u s dem ob igen S a t z h e r v o r 

geh t , auch h in re i chend ; jedoch g i l t : „Für jedes n ^ 2 gibt es n-dimensionale 

Komplexe, die zwar im Kleinen, aber nicht im Großen stabil sind." H i e r f ü r e rhä l t 

m a n ein Beispiel , w e n n m a n an e inem T o r u s in e inen M e r i d i a n und in e inen Bre i t en 

kre i s j e e ine Kre i s s che ibe e in spann t , so daß diese Sche iben m i t d e m T o r u s n u r ihre 

R ä n d e r , m i t e i n a n d e r n u r den S c h n i t t p u n k t ih re r R ä n d e r g e m e i n s a m haben . 

Die A u f g a b e , die S t a b i l i t ä t im G r o ß e n und die im K l e i n e n d u r c h k o m b i n a t o r i s c h e 

E i g e n s c h a f t e n der K o m p l e x e zu cha rak t e r i s i e r en , k ö n n e n w i r für die S t a b i l i t ä t im 

Großen n u r für gewis se K l a s s e n v o m K o m p l e x e n , für die S t a b i l i t ä t im Kle inen 

a b e r vo l l s t änd ig lösen. V e r s t e h e n w i r , wie üblich, u n t e r d e m „ U m g e b u n g s k o m p l e x " 

*) Erscheint in den Mathematischen Annalen. 
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eines E c k p u n k t e s e in dem «-d imens iona len K o m p l e x C d ie Gesamthe i t der ( « — / ) -
d imens iona len S i m p l e x e (einer fes ten Ze r l egung von C), d ie auf den e en tha l t enden 
w-dimensionalen S i m p l e x e n e gegenüber l iegen , und nennen w i r ferner e inen r -d imen-
sionalen K o m p l e x „zykl isch" , w e n n in ihm jedes r -d imens iona le S i m p l e x einem 
Zyklus oder Zyklus mod. m (m i t bel iebigem wt^>i) angehör t , so gi l t nämlich der 
folgende S a t z : ,,C ist dann und nur dann im Kleinen stabil, wenn die Umgebungs-
komplexe aller Ecken zyklisch sind." 

B E Z I E H U N G E N Z W I S C H E N DEN D R E H U N G S 
K O M P O N E N T E N E I N E S B E W E G L I C H E N A C H S E N -
S Y S T E M S U N D DEN K R Ü M M U N G E N DER B A H N 
K U R V E D E S B E W E G L I C H E N A N F A N G S P U N K T E S 

V o n N . H A T Z I D A K I S , A t h e n 

x 
(Fig . I ) 

W e n n ( F i g . i ) d ie abso lu ten Kos inus se de r beweg l i chen A c h s e n , de r R e i h e n a c h : 
A1,Bi,ri; A2,B2,r2; As,B3,r3; d ie abso lu ten u n d die relativen (in b e z u g auf 
d ie beweg l i chen A c h s e n ) des H a u p t d r e i k a n t e s d e r B a h n k u r v e d e s beweg l i chen A n -
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f a n g s p u n k t e s M, d e r R e i h e n a c h : A,B,T; a,ß,y ( d e r T a n g e n t e M T ) ; 3,H,Z; 

| , 7 ) , f ( d e r H a u p t n o r m a l e n M H ) ; A,M,N; \,fi,v (de r B ino rma len MB) b e d e u t e n , 

s o ge l t en d i e G l e i c h u n g e n : 

A1 = Aa + B e + A\, At = Aß+8ii + Afi, A% = A y + S £ 4- A v, 

B ^ B a + HÇ + MX, B2 = ß ß 4 - Hn 4 - M ¡i, B3 = By + H f + ^ v , 

r , = r a + z ¿ + j v x , r ^ r / j + z ^ + j v ^ , r 3 = r y + z f 4 - . v v . 

D i e D r e h u n g s k o m p o n e n t e n : p — 2 Ai Ai, q — 2 Ax Ai, r = 2 A2 A{ (wo d ie S t r i c h e 

die A b l e i t u n g e n n a c h d e r Z e i t t = s ( B o g e n d e r B a h n k u r v e v o n M) b e d e u t e n ) n e h m e n 

a l so d ie F o r m a n : 

p = 2 (A y + S ¿ + A v ). (A ß ' 4 - S n ' + A ¡, ' + ± ( ß S - n A ) 4- ^ C" S - n A )) = 

y / » ' + f v ' + v ^ ' + 4 - ( f » f - y ç ) + - ^ ( i ' f - v ç ) = ( y / ? ' + ^ ' + v ^ ' ) + - r - - | -

W i r h a b e n a l so d i e B e z i e h u n g e n : 

( O í = 4 - - ^ - + ( « 7 ' + ¿ f ' + X v ' ) , 

' = - - ¿ - + G ? « ' + v è ' + . 

u n d d ie G e s c h w i n d i g k e i t s k o m p o n e n t e n w e r d e n d a d u r c h : 

v x = v M x + { - ^ - ^ + a y ' + ^ ^ + X ^ ) s - { ^ - ^ + ß a ' + n%' + ! ^ ' ) y + x', 

(2) = vM, + ( - £ - - X A-ßa'+vl'+^X>-(^•-|- + y / » ' + í V ' + v / , ' ) * + J ' ' . 

» . = + - - J - + yß'+ ¿ V + vp')y-( £ - 1 + « y ' + £ £ ' + X v ' ) * + 

D i e G l e i c h u n g e n ( i ) u n d (2) e n t h a l t e n als Spezialfälle n i ch t n u r die b e k a n n t e n 

k i n e m a t i s c h e n F o r m e l n v o n Darboux, s o n d e r n a u c h a n d e r e a l l g e m e i n e r e , in d e r 

T h e o r i e d e r F l ä c h e n k u r v e n b e s o n d e r s nütz l iche F o r m e l n , wie ich an a n d e r e m O r t 

aus führ l i ch ze igen w e r d e . 
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IL C O N C E T T O DI C O N D I Z I O N E DI S C H U B E R T 
N E L L A C O R R I S P O N D E N Z A A PIÙ INDICI 

D i G I O V A N N I G I A M B E L L I , M e s s i n a 

Menomio f/ di dimensione v imposto in [n] ad una ipersuperficie F di [s] è 

(cfr. il § 4 del la N o t a de l l 'A . d e l l ' A c c . Pe lo r i t ana 1929) un p r o d o t t o di v condizioni 

fi.(s) d i s t in te , o no , e s s e n d o //.(s) (i = 1, 2, . . . , s) la condizione sempl ice impos ta 

al la F di ave re un suo spazio [s—i] t a n g e n t e a p p a r t e n e n t e a d un d a t o [»—*']. Il 

p r o d o t t o di fi p e r u n a cond iz ione ca ra t t e r i s t i ca di d imens ione a—v (^o) impos ta 

a d [s] si d ice condizione caratteristica di dimensione a per la F in [n] e si deno ta 

con y (F) ; la y (F) di d imens ione m a s s i m a è un numero caratteristico per F in [»]. 

L a r ice rca di ques t i numer i è il problema delle caratteristiche della F in [»]. L a 

combinaz ione l ineare di y (F) di d imens ione a equ iva len te a d una d a t a condiz ione F 

di d imens ione 0 i m p o s t a alla F in [n] si d ice espressione caratteristica di T. Quindi 

s e g u e la definizione d e l l ' e s p r e s s i o n e ca ra t t e r i s t i ca de l p r o d o t t o y (Ft)... y (Fg) impos to 

a d un g r u p p o g (F. ; h.~)t di / ipersuperf ic ie F l , . . ., F(, e s sendo F.(i = 1,2,..., t) 

ipersuperficie di [k{] a p p a r t e n e n t e a d [A.]. Ne l lo s tesso § 4 si cons ide ra il C lebsch iano 

C(F{;h¿)t di g r u p p i g ( F { ; h ^ t . S e 00P sono i g r u p p i a p p a r t e n e n t i al C lebsch iano , 

si d icono suoi ca ra t t e r i i numer i di g r u p p i a p p a r t e n e n t i al C l e b s c h i a n o , c h e sodd is 

fano a d un p r o d o t t o y (F¡)... y (F) di d imens ione p. 

T e o r e m a . Il carattere imposto da y (Ft) . . . y ( F ) al Clebschiano C(F.;h})t e 

uguale al prodotto di y {F¿) . . . y (F) per l'espressione caratteristica della condizione 

definita coli'imporre al gruppo g ( F ¡ ; h ^ di appartenere al Clebschiano C(F.; h;)l% 

E m e r g e l ' impor tanza del c o n c e t t o di condiz ione di S c h u b e r t , po iché i c a r a t t e r i del 

C lebsch iano sono not i se si c o n o s c o n o la d e t t a e sp ress ione ca ra t t e r i s t i ca e i de t t i numer i 

cara t ter is t ic i . Appl icaz ion i di q u e s t o r i su l ta to s a r a n n o po i fat te d a P . B e r t u C C E L L I , 

A . L i c a t a , M. R o m e o . Il p r o b l e m a del le ca ra t t e r i s t i che è p e r ò r isol to in casi par

t icolari : p e r le Ft di [2] solo in [2], p e r le c u b i c h e p iane , g o b b e in [3] (cfr. le belle 

r i ce rche di M a i l l a r d , Z e u t h e n , ecc . e spos te da l lo S c h u b e r t ne l Kalkül ecc.) 

Il conce t t o di condizione di S c h u b e r t si e s t e n d e a d al t r i c amp i , p . es . agl i spazi 

Hi lbe r t i an i del V i t a l i , nei qual i le condizioni di d imens ione m a s s i m a pos sono essere 

n u m e r i finiti, od infiniti. Si osserv i c h e in m o l t e r i ce r che g e o m e t r i c h e de l V i t a l i 

è oz ioso i n t r o d u r r e le infinite c o o r d i n a t e , p e r c h è appartengono a spazi di un numero 

finito di dimensioni. 
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2 C I 

C U R V E DI F R E Q U E N Z A N E L L E A S S I C U R A Z I O N I 
DI I N F O R T U N I E DI R E S P O N S A B I L I T À CIVILE 

D i L U I G I A M O R O S O , R o m a 

Nei r a m i e l emen ta r i — incendi , in fo r tun i , responsabi l i t à civile, t r a s p o r t i , ecc. — 

le tariffe non sono d e t e r m i n a t e r az iona lmen te , in base a d e t e r m i n a t e ipotesi sulla 

f requenza del r i sch io , come avv iene invece nel r a m o v i t a , m a sono rissate empiri

camente, in base ad u n a va lu t az ione i n tu i t i va ed individuale . E s s a è affinata, cor

r e t t a e con t ro l l a ta dal la concor renza . 

I n l inea teor ica la concor renza livella il p r e z z o al cos to , quindi , nel caso presen te , 

il p r e m i o al r i sch io . I n p r a t i c a siffat to l ive l lamento u r t a con t ro ostacoli ed a t t r i t i 

d i d i v e r s o g e n e r e ; t ende a m a n i f e s t a r s i nella m a s s a p iù che nei casi ind iv idual i . Ciò 

spiega come p e r lo s t e s so r i sch io si possono ave re , d a p a r t e delle d iverse Compagnie , 

tar i f fazioni che pos sono v a r i a r e fino al r a p p o r t o da u n o a due, a t r e , a q u a t t r o . 

A n c h e la va lu t az ione delle r i s e r v e danni — cioè degli oner i la ten t i per s in is t r i 

a v v e n u t i e non anco ra l iqu ida t i — è a t t u a t a empi r i camen te , s t anz i ando in bi lancio 

una d e t e r m i n a t a a l iquo ta dei p r e m i come si fa per le r i s e rve p r e m i , cor r i spondent i 

a i r ischi non anco ra cors i , o p p u r e v a l u t a n d o i n t u i t i v a m e n t e ad u n o ad uno i singoli 

s in i s t r i . 

L e difficoltà che s u s s i s t o n o pe r l ' i n t roduz ione nei r a m i e lementar i d i metodi raz io

nal i si r icol legano ad u n dupl ice o r d i n e di f a t to r i . D a u n a p a r t e si ha una complessa, 

moltepl ice, s empre n u o v a v a r i e t à di r i sch i , che si p r e s e n t a n o o ra cong iun t i , o r a sepa

r a t i , non s e m p r e definibili ed accer tab i l i con s icura prec is ione , c iascuno viceversa 

m o s t r a n d o u n a fisionomia p a r t i c o l a r e ed es igendo una pa r t i co la re tariffazione. 

Da l l ' a l t r a v iene m e n o l ' i nva r i anza , sia p u r e re la t iva , delle f requenze, si r e s t r inge 

la s fera della loro d ipendenza da cause acc identa l i , m e n t r e si a l l a rga quella delle 

cause vo lon ta r i e , la cui p r e senza ha f o r m a t o in ogn i t e m p o la sp ina ed il t o r m e n t o 

degli a s s i c u r a t o r i . 

Gl i s t ud i i in iz ia t i da « L e Ass i cu raz ion i d ' I t a l i a » , di cui un p r i m o saggio è qui 

p r e s e n t a t o al C o n g r e s s o , t e n d o n o a c reare lo s t r u m e n t o s t a t i s t i co a t t o a supe ra re 

siffatte difficoltà per ciò che concerne le r i s e r v e p r i m a ancora che per le tariffe. 

Della col le t t iv i tà , di cui i s ingoli s in i s t r i sono e lement i , è s t a t a r i leva ta la d i s t r ibuz ione 

delle s ingole f requenze pe r età, sia pe r ciò che si r i fe r i sce alle l iquidazioni esegui te 

dalla C o m p a g n i a nel corso de l l ' anno 1931, s ia per ciò che si re fer i sce alle r i se rve 

s t anz i a t e in b i lancio al 31 d i cembre 1931, nel r a m o in fo r tun i ed in quello della 

r e sponsab i l i t à civile. L e q u a t t r o d i s t r i buz ion i che ne r i su l t ano sono r i p o r t a t e nella 
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t avo la I e r a p p r e s e n t a t e g ra f i camente negl i anness i d i a g r a m m i . E s s e c o r r i s p o n d o n o , 

p e r c i a scuno dei d u e r a m i , alle c u r v e che in demograf ia e s p r i m o n o r i s p e t t i v a m e n t e 

la d i s t r i b u z i o n e dei m o r t i e la d i s t r i b u z i o n e dei v iven t i p e r e tà . 

P e r u n a di esse , p r e c i s a m e n t e pe r la d i s t r i b u z i o n e pe r e tà dei s i n i s t r i l iqu ida t i 

nel r a m o i n f o r t u n i , è s t a t a cos t ru i t a , dal prof. 7?. D'Addario, u n a r a p p r e s e n t a z i o n e 

ana l i t i ca col « method of translations dello Edgeworth^). 

D e t t a x la e tà , y la f r equenza si è p o s t o 

o 

P{x)= §y(t)dt 

X 

e si è calcola to 

— OC 

ove 

z (x) = 1,84.998 log x •- 0,91.168 

il s imbolo log i n d i c a n d o l o g a r i t m i vo lgar i . 

L a r a p p r e s e n t a z i o n e è p e r f e t t a : lo s c a r t o t r a i v a l o r i o s se rva t i ed i valor i cal

cola t i d i P(x) è c i rca 0,29% come è i n d i c a t o nella t avo la I I . 

L i m i t a n d o s i p e r il m o m e n t o a i d u e r a m i qu i ind ica t i , le r i levaz ioni s a r a n n o es tese 

alla m a s s a del po r t a fog l i o (delle pol izze) e s i s t en te . 

S a r a n n o p r o s e g u i t e nel f u t u r o e per q u a n t o è poss ib i l e r i c o s t r u i t e per il p a s s a t o . 

T u t t o al lo scopo di ce rca re nella m a s s a delle d i s t r i b u z i o n i eventua l i i n v a r i a n t i 

r i s p e t t o al t e m p o . So lo siffatt i i n v a r i a n t i possono c o s t i t u i r e sol ido p u n t o d i p a r t e n z a 

per la c o s t r u z i o n e di u n a t e o r i a raz iona le . 

L e « A s s i c u r a z i o n i d ' I t a l i a » si p e r m e t t o n o di p r e s e n t a r e in ques t a sede il p i a n o 

dei loro s t u d i i , nel la fiducia che esso possa r i c h i a m a r e l ' a t t enz ione degli eminen t i 

sc ienz ia t i convenu t i al C o n g r e s s o . E s s e accog l i e ranno con g r a t i t u d i n e le o s se rvaz ion i 

ed i s u g g e r i m e n t i che p o t r a n n o lo ro esse re r ivol t i . 

' ) Detto metodo viene comunemente attribuito al KAPTEYN. Esso invece fu proposto in precedenza 
dallo EDGEWORTH, in On the Representation of Statistics by Mathematical Formulae, »Journal of 
the Royal Statistical Society», Dicembre 1898, pp. 670—700. 

212 



LE ASSICURAZIONI D'ITALIA 
ESERCIZIO 1931 

T a v o l a I 

RAMI I N F O R T U N I E R E S P O N S A B I L I T À CIVILE 

D I S T R I B U Z I O N I P E R E T À D E I S I N I S T R I L I Q U I D A T I E D E I S I N I S T R I IN R E S E R V A ») 

ETÀ (in mesi) 

Sinistri liquidati nell'esercizio Sinistri in riserva alla fine dell'esercizio 

ETÀ (in mesi) Infortuni Responsabilità civile Infortuni Responsabilità civile ETÀ (in mesi) 

Numero Importo 2 ) Numero Importo *) Numero Importo 3 ) Numero Importo 3 ) 

meno di 3 . . . 2.678 534.811,64 703 258.000 770 523.600 485 929 200 
da 3 a è . 1.590 858.118,60 1.052 437.5°° 282 333 550 3'4 815.680 
« 6 „ 9 . . . 612 504431,95 92 7 344068 123 167.700 171 850.600 
ñ 9 „ 12 . . . 242 297.866,10 531 257 4°3 70 59.400 95 200 800 
„ 12 15 . . . 158 175 056,50 388 166.286 49 133 500 94 339650 

» '5 , H . . . 82 146.839.50 .78 216 786 29 49 800 95 429.400 
„ 18 „ 21 . . . 44 32.787.25 •54 272.827 19 556.350 73 516 900 
-, 21 „ 24 . . . 41 54.272,65 81 67.620 12 53.000 43 492.150 

oltre . 24 . . . 44 127.190,80 159 47I .7S 8 23 136.850 141 1.362.050 

Totali . . . 5.491 2.731.374,99 4.173 2.492.248 1.377 2.013.750 1.511 5.936.430 

Età media dei sinistri liquidati: 

a) assumendo il numero come peso: 

Infortuni mesi 4,65 

Responsabilità civile . . . . mesi 8,82 

b) assumendo Vimporto come peso: 

Infortuni mesi 8.57 

Responsabilità civile . . . . mesi 14,32 

Età media dei sinistri in riserva : 

a) assumendo il numero come peso: 

Infortuni mesi 

Responsabilità civile mesi 

b) assumendo Vimporto come peso: 

Infortuni mesi 

Responsabilità civile . . . . mesi 

4,54 

9,67 

11,65 

•6,45 

') Per età del sinistro all'atto della liquidazione s'intende l'intervalo dì tempo che corre tra la data della denunzia e la data della liquidazione. 
Per età del sinistro in riserva s'intende l'intervallo di tempo che corre tra la data del'a denunzia e la data dì chiusura del «se: ci/io al 31 dicembre 193. 

''') AI netto del spese, 3) Preventivato 
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LE ASSICURAZIONI D'ITALIA 
ESERCIZIO 1931 — RAMO INFORTUNI T a v o l a II 

R A P P R E S E N T A Z I O N E A N A L I T I C A D E L L A C U R V A 

D I D I S T R I B U Z I O N E D E I S I N I S T R I L I Q U I D A T I 

X log X z(x) 
P(x) Scarti tra i valori 

osservati 
ed i valori calcolati log X z(x) 

Valori Valori 

Scarti tra i valori 
osservati 

ed i valori calcolati 

calcolati osservati + — 

3 0,47.712 — 0,029 0,484 0,488 0,004 

6 0,77.815 + 0,528 0,772 o,777 0,005 

9 0,95.424 + 0,854 0,886 0,888 0,002 

12 1,07.918 + ',085 o,937 o,932 0,005 

«S 1,17.609 -f" 1,264 0,963 0,960 0,003 

18 1,25.527 + 1,410 o,977 0,976 0,OOI 

21 1,32.222 + ',534 0,985 0,984 O,00I 

24 1,38.021 + 1,642 0,990 0,992 0,002 

00 00 co 1,000 1,000 

7.994 7,997 0,OI3 0,OIO 

z (x) = 1,84.998 log x — 0,91.168 

P M - -fl dt = ± j i + e [z (x)] j 
Scarto medio — = 0 .0020 , 

7997 
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RAMO RESPONSABILITÀ CIVILE 
Distribuzione per età dei sinistri liquidati ne/l'esercizio 1931 

RAMO RESPONSABILITÀ CIVILE 
Distribuzione per età dei sinistri liquidati ne/l'esercizio 1931 

RAMO RESPONSABILITÀ CIVILE 
Distribuzione per età dei sinistri liquidati ne/l'esercizio 1931 

RAMO RESPONSABILITÀ CIVILE 
Distribuzione per età dei sinistri liquidati ne/l'esercizio 1931 

\ 

i 
1 ' -

0 1 2 3 4 - 5 6 7 8 9 10 12 13 14 ß IG 17 18 49 20 21 22 2 3 2 4 

ETA IN MESI [intervallodi tempo tra La data della denunzia e la data della Liquidazione] 

VaLe n . 4 1 , 7 3 s i n i s t r i 



D / c / / v / v 171 

RAMO RESPONSABILITÀ CIVILE 1 4(\r>4 D / c / / v / v 171 nno non of-ZT" Hai e ini o fr i in n / f û r i / a a / O 4 ~i ;, 1 4(\r>4 
Ulol 1 IUU¿. lUm, fjv.1 <-i a u i . / *IIIII*IU I NI I I ^ I . I r a ai \J 1 U.IUCI HUÍ Ç IZAJ1 Ulol 1 IUU¿. lUm, fjv.1 <-i a u i . / *IIIII*IU I NI I I ^ I . I r a ai \J 1 U.IUCI HUÍ Ç IZAJ1 

• 3 ^ 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 ,18 19 20 21 22 23 24-

ETÀ IN MESI AL 31 - 1 2 - 1 9 3 1 [intervaLLo di tempo tra la data della denuncia ed il 31 dicembre 1931 ] 

I I V a l e n.15.11 sinistri 
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W A S F O L G T A U S DEM M I S E S ' S C H E N W A H R 
S C H E I N L I C H K E I T S B E G R I F F FÜR DIE 
V E R S I C H E R U N G S M A T H E M A T I K ? 

V o n P . R I E B E S E L L , H a m b u r g 

I n e inem V o r t r a g in der V e r e i n i g u n g schwedischer L e b e n s v e r s i c h e r u n g s m a t h e 
m a t i k e r ! ) h a t E n g l u n d die B e h a u p t u n g aufges te l l t , daß der Begriff W a h r s c h e i n 
l ichkei t a u s der V e r s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k en t f e rn t w e r d e n müsse . F e r n e r seien die 
L e h r e n von de r Gerech t igke i t der K o s t e n v e r t e i l u n g und der Gewinnver t e i lung , sowie 
die L e h r e von der indiv iduel len P r ä m i e n r e s e r v e I r r l eh r en . Bei der N e g i e r u n g des 
Begr i f fs der W a h r s c h e i n l i c h k e i t ha t sich E n g l u n d auch auf die Mises ' sche Definit ion 
des Wahrsche in l i chke i t sbeg r i f f s be ru fen . Diese B e r u f u n g ist unzu läss ig . Der Begriff 
de r W a h r s c h e i n l i c h k e i t als G r e n z w e r t de r r e la t iven Häuf igke i t in e inem Kol lek t iv 
füh r t a l l e rd ings dazu , sowohl in der L e b e n s v e r s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k als auch in der 
S a c h v e r s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k die Begriffe Häuf igke i t und Wahrsche in l i chke i t von
e i n a n d e r zu t r ennen . D i e U n t e r s u c h u n g der F r a g e , ob es sich bei e inem Vers iche
r u n g s b e s t a n d u m e inen endl ichen A b s c h n i t t eines echten Kol lek t ivs handel t , is t aber 
eine typ i sche A u f g a b e de r W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g . D i e F r a g e nach der Ge
rech t igke i t der K o s t e n v e r t e i l u n g und der Gewinnve r t e i l ung , nach de r Be rechnung 
der r i ch t igen P r ä m i e u n d der indiv iduel len P r ä m i e n r e s e r v e sind F r a g e n nach der 
Beschaffenhei t der Ko l l ek t ive , in die die einzelne V e r s i c h e r u n g e inzure ihen ist . Als 
ge r ech t m u ß d ie jen ige L a s t e n v e r t e i l u n g angesehen werden , d ie un te r B e n u t z u n g aller 
für d i e E i n z e l v e r s i c h e r u n g in F r a g e k o m m e n d e n U m s t ä n d e die aus der E r f a h r u n g 
abge le i te ten Häuf igke i t en als Wahr sche in l i chke i t en behande l t und d ie sich für das 
Ko l l ek t iv e r g e b e n d e Bi l anz als typ ischen Fal l de r E inze lb i l anz ans ieh t . Dabe i ist 
a l l e rd ings übera l l zu p r ü f e n , ob es sich in der P r a x i s u m echte Kol lek t ive handel t 
und welche A b w e i c h u n g e n in der Häuf igke i t sve r t e i lung von echten Kol lek t iven vor 
handen sind. Bei der G e w i n n v e r t e i l u n g sind M e t h o d e n , d ie ein zufäl l iges a pos te r io r i -
E r g e b n i s zu e iner K o r r e k t u r des a n g e n o m m e n e n a p r i o r i - E r g e b n i s s e s benu tzen , a b 
zulehnen. 

>) Vgl. Oesterreichische Revue 1932, Nr. 15—19. 



Wahrscheinlichkeitsrechnung, Yersicherangsmathematik and Statistik 

E N T K R A N K U N G S K R A F T U N D B E S S E L ' S C H E 
F U N K T I O N E N 

V o n C H R . M O S E R , B e r n 

D e r zei t l iche Ve r l au f sehr v ie ler K r a n k h e i t s f ä l l e m ö g e a ls M a s s e n e r s c h e i n u n g 

beobach t e t w o r d e n se in . M a n o r d n e d ie Fä l l e nach ih re r D a u e r . E s sei f ( i ) d ie Zahl 

de r Fä l l e , d ie nach de r D a u e r t se i t d e m B e g i n n e de r K r a n k h e i t noch bes tehen . 

D i e g a n z e G e s a m t h e i t w i r d a lso / (o ) sein. S ie w i r d nach u n d nach , d u r c h T o d oder 

G e s u n d w e r d e n , a l so d u r c h E n t k r a n k u n g , a b n e h m e n . U m diese A b n a h m e m a t h e 

m a t i s c h zu e r fassen , gehen w i r nach de r kon t i nu i e r l i chen M e t h o d e vo r . D a b e i be 

zeichnen w i r für e inen G r e n z w e r t d t die A b n a h m e , bezogen auf den G r ö ß e n b e t r a g i 

u n d die Ze i t i , a ls Entkrankungsintensität ode r E n t k r a n k u n g s k r a f t ¡x (t) und 

definieren : 

B e o b a c h t u n g e n , z. B . bei der K r a n k e n k a s s e für den K a n t o n B e r n u n d bei der 

Schwe ize r i s chen U n f a l l v e r s i c h e r u n g s a n s t a l t in L u z e r n , sowie a u c h theo re t i s che 

U e b e r l e g u n g e n haben dazu g e f ü h r t , /x (t) als a u s zwei K o m p o n e n t e n bes t ehend an 

z u s e h e n 1 ) , von denen die e ine k o n s t a n t is t und die a n d e r e sich u m g e k e h r t p r o p o r 

t ional dem Q u a d r a t e e iner Z e i t d a u e r v e r h ä l t : 

(2) ¡i ( / I =r a f ^ b ~¿, W O a r - O , b r" O, c > O . 

I n t e r e s s a n t is t n u n die K r a n k e n o r d n u n g f (t), da ih re K e n n t n i s , sowie die des 

Integrals P f (t) dt e ine A n z a h l von A u f g a b e n über s i ch t l i ch und e legan t lösen 

läßt . G e m ä ß ( i ) findet m a n für / ( i ) a l lgemein k ^-/«W<" ; w e n n k e iner I n t e g r a t i o n s 

k o n s t a n t e n en t sp r i ch t . M i t h i n w i r d , u n t e r B e r ü c k s i c h t i g u n g von (2) : 

(3) /(/) kr 

') v g l - M i t t - d. Verf. am III. intern. Aktuarkongress, Paris 1900. Ferner . K.. Böschenstein, Zeitschr. f. 

Schweiz. Statistik, Bern 1907 und W. Thalmann, Jahrbuch d. phil. Fak. II d. Univers. Bern, 1921. 
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M a n k a n n / ( i ) , als einer A r t P e n d a n t zur Makeharn'sehen Funktion, auch die 
i 

F o r m k s* g c + t g e b e n , wo e " = s und eò ~ g sind. 

Gel ten die A b k ü r z u n g e n : y=2]/a/? und z—-(c-\-t) ^/ " , so e rhä l t m a n aus 

(3): 

D u r c h R e i h e n e n t w i c k l u n g der be iden mi t z behaf te ten E x p o n e n t i a l f u n k t i o n e n und 

V o r n a h m e der Mul t ip l ika t ionen folgt a u s (4) : 

(5) t\t) 

M a n w i r d also in recht e infacher W e i s e auf Bessel'sche l ) Funktionen J{y) ge führ t , 

wobe i , w i e a u s der Mul t i p l i ka t i on der Re ihen h e r v o r g e h t , man h a t : 

LES P R O B L È M E S M A T H É M A T I Q U E S D A N S L ' A S 
S U R A N C E S U R LA VIE ET LES P R O B L È M E S 
F I N A N C I E R S 

P a r A L E X A N D R E I V A N O F F , Sofia 

L ' a s s u r a n c e s 'est développée p lus q u b n ne s'y a t t e n d a i t . E l l e j o u i t a u j o u r d ' h u i 

de la confiance généra le e t cons t i t ue une nécess i té essentiel le p o u r le monde civil isé. 

A quoi est dû ce succès de l ' a s surance ? S a n s dou te a u x g r a n d s services que les 

m a t h é m a t i c i e n s lui on t r endus . Grâce au t r ava i l sy s t éma t ique sécula i re , beaucoup de 

r) F.W.Bessel, Abh. Bd. 1, herausgegeb. von Engelmann, Leipzig 1875 und F. Tisserand, Traité de 
Méc. céleste, t. 1, Paris 1889. 
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ques t i ons d a n s l ' a s su r ance s u r la v i e o n t t r o u v é leur so lu t ion , en y a p p o r t a n t u n e 

r é p a r t i t i o n p lu s j u s t e d a n s les p r e s t a t i o n s des a s s u r é s . D e s ques t ions qu i p a r a i s s a i e n t 

a léa to i res à p r i m e a b o r d , les m a t h é m a t i c i e n s on t t r o u v é leur so lu t ion ra t ionne l le . 

M a i s ce succès de la m a t h é m a t i q u e d ' a s s u r a n c e s es t d û s u r t o u t a u fai t q u e la vie • 

financière d u m o n d e d a n s le p a s s é é t a i t p lu s s tab le et l ' échange i n t e r n a t i o n a l — plus 

r e s t r e i n t . 

C o m m e p a r e x e m p l e , p r e s q u e j u s q u ' à la fin de 1890 le p r i x du blé é t a i t p lus 

fe rme q u e celui de l 'or , c o m m e mé ta l . 

A u j o u r d ' h u i nous cons t a tons u n e g r a n d e différence : des p r o g r è s t echn iques t r è s 

g r a n d s , des échanges c o m m e r c i a u x e x c e s s i v e m e n t déve loppés . T o u t se t r a n s f o r m e d ' u n e 

m a n i è r e si v e r t i g i n e u s e , qu ' i l es t difficile d e fa i re u n e c o m p a r a i s o n avec le pas sé . 

L e s modif icat ions s u r v e n u e s son t telles d a n s ce r t a in s pays que nous voyons d é j à des 

colosses financiers, q u o i q u e r é s u l t a t d 'un t r ava i l s y s t é m a t i q u e sécula i re , te l les les 

en t r ep r i s e s d ' a s s u r a n c e s , fléchir sous les cond i t ions économiques actuel les . 

D a n s ce t t e p e r t u r b a t i o n financière, le se rv ice r e n d u à l ' a s su rance pa r les m a t h é 

mat i c i ens dev ien t a l éa to i r e — les p rob lèmes financiers, p a r con t re , a c q u i è r e n t une 

i m p o r t a n c e p r é p o n d é r a n t e . S'ils ne t r o u v e n t p a s de so lu t ion , l ' a s su rance p e r d r a l ' im

p o r t a n c e qu 'e l le a v a i t j u s q u ' à p r é sen t . 

Ici aus s i la p a r t i c i p a t i o n de la m a t h é m a t i q u e à la so lu t ion des p rob lèmes financiers 

es t de r i g u e u r . D e u x ques t ions p r inc ipa les do iven t t r o u v e r leur so lu t ion . 

I o S u p p r e s s i o n de la différence d a n s le change , créée a p r è s la g r a n d e g u e r r e e t qui 

es t un obs tac le p o u r l ' échange i n t e r n a t i o n a l . 

2° C r é a t i o n d ' une m o n n a i e p o u v a n t r é p o n d r e a u x beso ins d ' a u j o u r d ' h u i et de 

d e m a i n e t c o m p r e n a n t en e l le-même une ce r t a ine p a r t de l ' épa rgne popu la i r e a d a p t a b l e 

à tous les c h a n g e m e n t s de la vie économique et c o r r e s p o n d a n t t o u j o u r s a u coût 

de la v ie . 

L a d y n a m i q u e de la vie économique d o i t ê t r e bien é tud iée et les m o n n a i e s d o n t 

le m o n d e civi l ise se s e r t a u j o u r d ' h u i , do iven t ê t r e complè t emen t modifiées, en env i sa 

g e a n t , en p r emie r l ieu, la c réa t ion d 'une m o n n a i e un ique , i n t e rna t iona le , d o n t les 

qua l i tés co r r e sponden t à la d y n a m i q u e de la vie économique . 

Voi là u n e ques t ion qui s ' impose a u x e sp r i t s d isc ipl inés e t p r o f o n d s des m a t h é m a 

t ic iens et qui a t t end sa solu t ion . 
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S U R D E S N O U V E L L E S F O N C T I O N S DE S U R V I E 
D E S D I V E R S O R D R E S , A U S E N S DE Q U I Q U E T 

P a r F I L A D E L F O I N S O L E R A , T u r i n 

O n sa i t q u e si le t a u x ins tan tané d e mor ta l i t é tux satisfait à une équat ion dif

férent iel le l inéaire d ' o rd re i 4- i à coefficients cons tan t s e t sans second m e m b r e 

(1 ) a¡ t u x

+ l ) 4 - 4 - . . . 4- a0 tu'x = o, 

la c o r r e s p o n d a n t e fonction lx d e survie e s t d e l 'o rdre i, au sens d e Q u i q u e t ' ) . 

O r , p u i s q u e rien n ' e m p ê c h e , au point de v u e ana ly t ique , d e cons idérer , au lieu 

d e la re la t ion ( i ) , la relat ion 

(i') a, //L'+1) + + ... Ar *o ft', = o, 

é t a n t z u n e fonction de r ivab le d e x, la ques t ion se pose d e savoi r si et sous que l les 

cond i t ions la r e l a t ion (i') j ou i t de la m ê m e p r o p r i é t é d é m o g r a p h i q u e d o n t nous 

d is ions tou t à l 'heure p o u r la relat ion (i). Il es t d e t o u t e év idence que , lorsque 

cela a l ieu, les in tégra les d e ces équa t ions différentielles à coefficients var iables , 

lesquel les , p a r u n e c o n v e n a b l e subs t i tu t ion s = z (x), se r a m è n e n t à la forme (i'), 

d é n o n c e n t l ' ex is tence de nouve l l e s fonctions d e survie des d ive r s o rd res , au sens 

d e Q u i q u e t . 

C e t t e c o m m u n i c a t i o n d o n n e une par t i cu l iè re .réponse favorab le à la quest ion. 

Cons idé rons , en effet, l 'équat ion différentielle l inéaire du s e c o n d o r d r e à coefficients 

va r i ab le s 

(2) i U : ~ - i - k r ^ / x = o, 

où k es t une cons t an t e , q u e l ' expér ience d é m o n t r e p lus g r a n d e q u e I , et x0 est la 

plus pe t i t e d e s va leu r s d e x, d a n s un c o n v e n a b l e c h a m p d e var iabi l i té d e l 'âge x. 

P a r la posi t ion tu'x — yx e t la subs t i tu t ion 

(3) e = l o S ix — •*•«) 

l ' équat ion (2) se r a m è n e , no to i rement , à 

(4) /. — (* —i)y. = o 

') A. Quiquet, Sur la représentation algébrique des tables de survie, Bull, de l'Institut des Actuaires 

Français, 1893. n. 14. 
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t o u t à fait s e m b l a b l e à la r e l a t ion ( i ' ) , l o r sque on y p o s e i — i e t y, = ft',. O r , 

l ' in tégra le d e l ' équa t ion (4) es t yz = Ceik~1)!:, a v e c C c o n s t a n t e à d é t e r m i n e r . 11 

C 
s 'ensui t ti.—— fc*— ¿7 o u b ien 

k — i 1 1 

(5) l'x= f*, + h {x — xoy = y ) . 

s u i v a n t q u ' o n in tèg re p a r r a p p o r t à z ou k x. 

L a re la t ion (5) e x p r i m e une p r o p r i é t é effective du t a u x ins tan tané , autrefois é tabl ie 

p a r voie e m p i r i q u e 1 ) . E v i d e m m e n t a lo r s la c o r r e s p o n d a n t e fonction d e surv ie , a v e c 

la subs t i tu t ion (3), j ou i t d e la p r o p r i é t é m a k e h a m i e n n e , c 'es t -à-di re qu 'el le e s t du 

p r e m i e r o r d r e , au sens d e Q u i q u e t . 

O n conc lu t , d o n c , q u e l ' équat ion (2) satisfait à la m ê m e condi t ion d é m o g r a p h i q u e 

r e m p l i e p a r la re la t ion (1) p o u r — 1. 

Plus en g é n é r a l , si l 'on c o n s i d è r e l ' équa t ion 

(6) fix — fix = o, 

a v e c /' p lus g r a n d q u e 1, p a r la posi t ion ux — ii('J e t la subs t i tu t ion (3), on p e u t 

la r a m e n e r à 

(7) u'* — {k — i) uz — o, 

t o u t à fait a n a l o g u e à la re la t ion (4). O n r e t o m b e , d o n c , d a n s le cas p r é c é d e n t . 

S a n s d e difficulté, a lors , on p e u t m o n t r e r q u e , au t a u x ins t an tané 

V r (x—x0)<-* . (k— I ) . ' 

qui es t l ' in tégra le d e l ' in tégra le g é n é r a l e d e l ' équa t ion (6), c o r r e s p o n d une fonct ion 

d e z, a v e c la subs t i tu t ion (3), d e surv ie de l 'o rdre / , au sens d e Q u i q u e t . 

') F. Insolera, Di una funzione di sopravvivenza, Giornale di Matem. Finanziaria, n. 4—6, 1930. 
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F R A G E N DER W A H R S C H E I N L I C H K E I T S 
R E C H N U N G 

Y o n R. v. M I S E S , Ber l in 

D a s R e f e r a t übe r F r a g e n der W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g ( W r . ) , das ich auf 
W u n s c h der K o n g r e ß l e i t u n g e r s t a t t e , will ich wie folgt g l i ede rn : I . Zunächs t hebe 
ich e in ige Ges i ch t spunk te der neue ren Wahrsche in l i chke i t s t heo r i e he rvor , d ie sich, 
s o w e i t ich sehe, heu t e ziemlich a l lgemein du rchgese t z t haben. I I . Sodann bespreche 
ich eine Re ihe neue re r Arbe i t en , die sich m i t E inze lp rob lemen befassen, und zeige, 
wie sie sich den u n t e r I . g e n a n n t e n Ges i ch t spunk ten u n t e r o r d n e n . I I I . Schließlich 
k o m m e ich auf die s t r i t t i gen F r a g e n der T h e o r i e , vor allem das Regellosigkei t*-
a x i o m , u n d die V e r s u c h e ih re r F o r t b i l d u n g zu sprechen. 

I . 

F o l g e n d e Ges i ch t spunk te , d ie die von m i r seit e twa fünfzehn J a h r e n en twicke l t e 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t s t h e o r i e in den V o r d e r g r u n d g e r ü c k t ha t , scheinen mi r im großen 
und g a n z e n heu t e z iemlich a l lgemein a n e r k a n n t zu se in : i . D i e V o r a n s t e l l u n g des 
Begrif fs „ K o l l e k t i v " vo r den der „ W a h r s c h e i n l i c h k e i t " , 2. das Ope r i e r en mi t dem 
a l lgeme inen „Ver te i lungs" -begr i f f , 3. die k l a r e B e s c h r ä n k u n g der A u f g a b e der W r . 
auf A u f s u c h u n g von Bez i ehungen zwischen Ver t e i l ungen . 

Zu I . g e n ü g t es, d a r a u f h inzuwe i sen , daß es e twa eine zah lenmäßig angebba re 
L e b e n s - oder S t e rbenswahr sche in l i chke i t für ein Individuum n i ch t g ibt , sondern 
n u r für i rgendwelche Klassen von I n d i v i d u e n , z. B. die 40jährigen M ä n n e r 
E u r o p a s oder d ie 40jährigen M ä n n e r und F r a u e n I ta l iens . D a ein und dasselbe 
I n d i v i d u u m versch iedenen K l a s s e n a n g e h ö r t , s ind ihm g le ichberech t ig t versch iedene 
S t e rbenswahr sche in l i chke i t en zugeo rdne t . U e b e r a u , w o von einer zah lenmäßigen W a h r 
schein l ichkei t d i eRede ist , m u ß v o r h e r die K l a s s e von E r s c h e i n u n g e n oder Beobach tun
g e n definiert sein, auf die sie sich bez ieht . D a ß in einer L o t t e r i e m i t e iner Mil l ion Losen 
das H e r a u s k o m m e n des Loses m i t der N u m m e r 400000 unwahrscheinlicher is t als 
d a s e ines ande ren , i s t un r i ch t ig , wenn das be t r ach t e t e Ko l l ek t iv zum E l e m e n t die 
Z i e h u n g eines bel iebigen Loses m i t seiner N u m m e r als M e r k m a l b e s i t z t ; es is t aber 
r i ch t ig i nne rha lb des Kol l ek t ivs , dessen E l e m e n t die Z i e h u n g eines Loses m i t der 
Anzahl der Endnullen als M e r k m a l ist. N i c h t dem indiv iduel len E r e i g n i s , h ie r dem 
Ziehen des L o s e s , sondern der K l a s s e , d e m R a h m e n , i nne rha lb dessen es be t r ach t e t 
w i r d , k o m m t eine Wahr sche in l i chke i t zu. H e r r M . Fréchet1) ha t ve rsuch t , dem hier 

*)M. Frédiet, «Sur la convergence ,en probabilité')». Metron V i l i , 1930. No. 4. 
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a u f t r e t e n d e n B e d ü r f n i s d u r c h die E i n f ü h r u n g des Begr i f fs « défini su r la m ê m e 

ca tégor i e d ' ép reuves » R e c h n u n g zu t r a g e n . I n d e m z w e i t e n der e b e n gegebenen B e i 

spiele r e i ch t d iese F o r m u l i e r u n g n u r d a n n a u s , w e n n m a n sie in d e m S i n n e me ine r 

A u f f a s s u n g des Ko l l ek t i v s dah in e r g ä n z t , d a ß d a s E l e m e n t ein u n b e s c h r ä n k t w i e d e r 

h o l b a r e r B e o b a c h t u n g s v o r g a n g ( ép reuve ) is t , de r m i t der Feststellung eines wohl

definierten Merkmals abschließt ( de r N u m m e r des L o s e s oder de r Zahl der E n d 

n u l l e n ) . A n sich g e h ö r e n zu de r se lben F o l g e v o n B e o b a c h t u n g e n noch versch iedene 

K o l l e k t i v s , d ie e t w a d u r c h ve r sch iedene Z u s a m m e n f a s s u n g e n von M e r k m a l g r u p p e n 

zu e inem n e u e n M e r k m a l geb i lde t w e r d e n . 

Al s z w e i t e n wesen t l i chen P u n k t , der die neue T h e o r i e v o n der ä l t e ren u n t e r s c h e i 

de t , b e t r a c h t e ich es, daß die l e t z t e r e v o r w i e g e n d ih re S ä t z e an de r e infachen A l t e r 

n a t i v e „ o b ein E r e i g n i s e i n t r i t t ode r n i c h t " en twicke l t e , von da zu e t w a s a l lgemei

ne ren , u n s t e t i g e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n v o r d r a n g und be i der B e h a n d l u n g sogenann

t e r g e o m e t r i s c h e r W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n schon me i s t sche i te r te . D e m g e g e n ü b e r gehen 

w i r j e t z t g r u n d s ä t z l i c h a u s von e iner Verteilungsfunktion W, d ie e t w a im Fa l l e 

e ines Ko l l ek t i v s m i t d r e i d i m e n s i o n a l e n M e r k m a l e n b e d e u t e t : W(x, y, s) is t gleich 

de r W a h r s c h e i n l i c h k e i t da fü r , d a ß die e r s t e M e r k m a l k o m p o n e n t e höchs tens gleich x, 

die zwe i t e höchs tens gleich y, d ie d r i t t e höchs t ens gleich s is t . F ü r e ine P u n k t m e n g e 

A des M e r k m a l r a u m e s , für die das S t i e l t j e s in t eg ra l 

e x i s t i e r t , b e d e u t e t dieses WA d ie W a h r s c h e i n l i c h k e i t dafür , daß de r M e r k m a l w e r t 

nach A fällt . I n d ieser A u f f a s s u n g s ind alle Fä l l e , die der A l t e r n a t i v e , der a l lge

m e i n e n a r i t h m e t i s c h e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n sowie der geome t r i s chen , e ingeschlossen. 

A n d e r e r s e i t s hal te ich es n i ch t für das Wesen t l i che in der W a h r s c h e i n l i c h k e i t s 

theor ie , z u m m i n d e s t e n im heu t igen S t a d i u m i h r e r E n t w i c k l u n g , d ie A u f m e r k s a m k e i t 

auf mög l i chs t pathologische Formen de r F u n k t i o n W u n d der P u n k t m e n g e A zu 

r i ch ten . D i e V e r w e n d u n g der V e r t e i l u n g s f u n k t i o n soll v i e lmehr d a r i n bes tehen , daß 

sie die ve r sch iedenen p r a k t i s c h a u f t r e t e n d e n Fä l l e e inhei t l ich zu behande ln g e s t a t t e t . 

W e i t e r s tel l t diese B e t r a c h t u n g s w e i s e die Rol le der Gle i chve r t e i lung o d e r der „gle ich

mögl i chen F ä l l e " ins r ech te L i ch t . M a n k a n n , z u m i n d e s t bei s t e t i g e n V a r i a b l e n , j ede 

bel iebige vo rgegebene V e r t e i l u n g d u r c h e n t s p r e c h e n d e A e n d e r u n g des K o o r d i n a t e n 

sys t ems in e ine Gle ichver t e i lung ü b e r f ü h r e n . Diese is t a l so n ich t pr inz ip ie l l a u s g e 

zeichnet , w e n n sie auch in vie len Fä l l en r echner i sche V o r t e i l e b ie te t . D i e P a r a d o x i e n 

d e r k lass i schen T h e o r i e , die m a n m i t d e m s o g e n a n n t e n B e r t r a n d s c h e n P r o b l e m in 

V e r b i n d u n g zu b r i n g e n pflegt, lösen sich h ie r von selbst auf. 

(0 
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Schließl ich k a n n m a n wohl sagen, daß sich die E r k e n n t n i s du rchgese t z t ha t , d ie 
W r . könne n ich ts a n d e r e s leis ten, als aus gegebenen V e r t e i l u n g e n ande re , davon 
a b h ä n g i g e V e r t e i l u n g e n zu be rechnen oder , ande r s ausged rück t , Beziehungen zwi
schen den Verteilungen ve r sch iedener Kol lek t ivs festzustel len. Nich t , ob die sechs 
Se i t en eines W ü r f e l s g le ichwahrschein l ich s ind, sondern w a s aus der A n n a h m e der 
Gle ichwahrsche in l ichke i t bezw. a u s der A n n a h m e einer bel iebigen Wahrsche in l i ch 
ke i t sve r t e i l ung der sechs W ü r f e l s e i t e n folgt, z. B . hinsicht l ich der Wahrsche in l i chke i t , 
h i n t e r e i n a n d e r zweimal 6 zu wer fen , das zu b e a n t w o r t e n , ist e ine A u f g a b e der W r . 
D a b e i k a n n es na tü r l i ch v o r k o m m e n , daß p r a k t i s c h ge rade die Fes t s t e l l ung der in 
die R e c h n u n g e ingehenden A u s g a n g s v e r t e i l u n g e n g roße Schwie r igke i t en bere i te t . D a s 
is t abe r auch n ich t a n d e r s e twa in der Mechan ik , die lehr t , welche B e w e g u n g e n aus 
gegebenen K r ä f t e n folgen, in der es aber oft auch zunächs t schwie r ig sein kann , die 
in e inem b e s t i m m t e n Fa l l w i r k e n d e n K r ä f t e festzustel len. 

E i n e G r u p p e von A r b e i t e n 1 ) , u n t e r denen die schon a n g e f ü h r t e von M. F réche t 
h e r v o r r a g t , beschä f t ig t sich m i t d e m von Cantelli 2 ) e inge führ t en Begriff der var ia 
bles a léa to i res und de r convergence en p robab i l i t é . Bekannt l i ch h a t man es beim 
Bernoul l i schen P r o b l e m , indem m a n aus e iner Fo lge von A l t e r n a t i v - V e r s u c h e n je n 
als E l e m e n t eines Ko l l ek t iv s z u s a m m e n f a ß t , m i t e iner unendl ichen Fo lge von V e r 
te i lungen PP„ (z) zu t u n , die m i t wachsendem n gegen die V e r t e i l u n g konverg ie ren , 
die n u r e ine e inzige Sp rungs t e l l e bei z = p bes i tz t . N a c h d e m H e r r Cantel l i d iesen 
T a t b e s t a n d m i t den W o r t e n umsch r i e be n ha t „d ie Zufa l l svar iab le z konverg ie re im 
S i n n e der W r . gegen die K o n s t a n t e p", s tel l te sich H e r r F r é c h e t die F r a g e , ob m a n 
n ich t im ana logen S i n n e von e ine r K o n v e r g e n z e iner Zufa l l sva r iab len x gegen eine 
a n d e r e Zufa l l sva r iab le y sprechen kann . Dies is t offenbar in dem S i n n e möglich, daß 
m a n von e iner unendl ichen F o l g e zweid imens iona le r V e r t e i l u n g e n W„ (x, y) ausgeh t , 
für die 

m i t w a c h s e n d e m n gegen Nul l konve rg i e r t , sobald A keinen P u n k t der Geraden x = y 
en thä l t . E s wi rd d a n n bei genügend g r o ß e m n „ f a s t s icher" , daß x n a h e an y l iegt. 
H e r r F r é c h e t behande l t von v o r n h e r e i n n u r gewisse Spezialfäl le , d ie auf F r a g e n füh-

J ) s. Fußnote S. 2z i . 
2) F. P. Cantelli, La tendenza ad un limite nel senso del Calcolo delle Probabilità. R. C, Palermo, 

t. XLI, 1916, p . 191—201. 

I I . 

(2) 
(A) 
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r en , d ie v o m S t a n d p u n k t der T h e o r i e d e r reel len F u n k t i o n e n I n t e r e s s e haben . M a n 

k a n n z. B . e ine von n u n a b h ä n g i g e e ind imens iona le V e r t e i l u n g V(%) u n d eine F u n k 

t ionenfo lge fH(Ç), endl ich e ine F u n k t i o n f(l) b e t r a c h t e n . N e n n t m a n d a n n B„tXiy 

die P u n k t m e n g e , für die x und [~- y i s t , so h a t m a n in 

eine F o l g e zwe id imens iona le r V e r t e i l u n g e n , d ie m a n der a n g e d e u t e t e n B e t r a c h t u n g 

u n t e r w e r f e n kann . E s ze ig t s ich •— dies ein Beispie l de r F r é c h e t s c h e n E r g e b n i s s e — , 

d a ß die K o n v e r g e n z v o n x gegen y „ im S i n n e der W a h r s c h e i n l i c h k e i t " sich m i t der 

K o n v e r g e n z von /„(C) gegen /"(£) im gewöhnl i chen S i n n e übe r schne ide t . Solche F r a 

ges t e l lungen k ö n n e n für speziel le A u f g a b e n der W r . von B e d e u t u n g w e r d e n , d ie 

G r u n d l a g e n b e r ü h r e n sie ke ineswegs . O b es besonde r s z w e c k m ä ß i g is t , e ine A u s 

d r u c k s w e i s e be i zubeha l t en , bei de r E i g e n s c h a f t e n von F u n k t i o n e n a ls E i g e n s c h a f t e n 

de r u n a b h ä n g i g e n V e r ä n d e r l i c h e n beze ichne t w e r d e n , m a g dah inges te l l t b le iben. 

A l s e ine de r w i c h t i g s t e n A r b e i t e n de r le tz ten Zei t e r sche in t m i r die U n t e r s u c h u n g 

von A. Kolmogoroff l) ü b e r d ie „ A n a l y t i s c h e n M e t h o d e n der W r . " . E r behande l t 

d a r i n e infach unendl iche F o l g e n von Ko l l ek t iv s , in denen jede Verteilung durch die 

unmittelbar vorhergehende l inear b e s t i m m t w i rd . D e r e infachs te F a l l i s t das schon 

von Bernou l l i in Angr i f f g e n o m m e n e P r o b l e m der S u m m e n b i l d u n g a u s n V e r t e i l u n 

gen. Gegeben für « = i , 2 , . . . s ind V„(y), die W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n da fü r , be im 

H-ten Z u g a u s einer U r n e e ine Zahl höchs tens gleich y zu ziehen. Ge f r ag t i s t nach 

den W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n W„ (x) da fü r , d a ß die S u m m e der n e r s t en Z i e h u n g s e r g e b 

n isse höchs tens gleich x w i r d . D i e b e k a n n t e L ö s u n g 

läß t sich n u n ohne we i t e re s auch auf den Fa l l ve ra l lgemeine rn , d a ß die V e r t e i l u n g 

V„ (y) von den f r ü h e r e n T e i l s u m m e n x v x2, . . . xn_x a b h ä n g t . H e r r Kolmogorof f be 

hande l t n u r den für die phys ika l i s chen A n w e n d u n g e n w i c h t i g s t e n Fa l l , in d e m ledig

lich die l e t z t - v o r a n g e h e n d e T e i l s u m m e x„_i als P a r a m e t e r a u f t r i t t . D i e Fä l l e , in 

denen Vn von der l e t z t en Dif ferenz . r „ _ , — -r„_a oder von m e h r e r e n Dif ferenzen a b 

häng t , s ind u n t e r d e m N a m e n de r Markoff sehen Ketten e r s t e r oder höhe re r O r d n u n g 

b e k a n n t . E i n e n g a n z b e s t i m m t e n Fa l l der A b h ä n g i g k e i t von allen v o r h e r g e g a n g e n e n 

') A. Kolmogoroff, Ueber die analytischen Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Mathematische 
Annalen, Bd. 104, 1931, S. 4 1 5 = 4 5 8 . 

(3) 

(4) 
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x-Werten h a t e inmal H e r r G. Pólya l) behandel t . Kolmogoroff d i s k u t i e r t n u n für 

d e n angegebenen Fa l l , in dem a u s (4) 

(S) 

OO 

W„ {xn) =jVn {xH—z; *„_,) JW—t (z) 

wird , alle Mögl ichke i ten endl ich vieler, abzäh lba re r und kont inuier l ich unendl ich 

vieler W e r t e für x. D a s H a u p t z i e l seiner U n t e r s u c h u n g is t jedoch die E r w e i t e r u n g 

des A n s a t z e s für den Fa l l , daß auch an Stelle des Index n eine kont inu ie r l i che V a r i a 

ble t t r i t t . D iese r U e b e r g a n g z u m Kon t inu i e r l i chen w i r d in der physikal ischen 

S t a t i s t i k als Auf s t e l l ung einer Fokkerschen Dif ferent ia lg le ichung bezeichnet . A u s 

(4) w i r d z. B . die Dif ferent ia lg le ichung der kräf te f re ien Diffusion 2 ) 

ò W _ d'W 
(6) dt - dz* 

w o r i n de r F a k t o r D im wesent l ichen du rch die S t r e u u n g der gegebenen Ver t e i lungen 

b e s t i m m t w i r d . D u r c h E r w e i t e r u n g der von Lindeberg für das S u m m e n p r o b l e m ge

gebenen M e t h o d e ge l ing t es Kolmogoroff in Z u s a m m e n h a n g mi t dem U e b e r g a n g zum 

kon t inu ie r l i chen / Sch lüsse auf d a s a sympto t i s che Verha l t en von W H bei wachsendem 

u zu ziehen. Diese r M e t h o d e s ind na tü r l i ch n ich t alle R e s u l t a t e e r re i chbar , die ge

b r a u c h t w e r d e n und z u m Tei l schon vor l iegen. Ich habe in me inem Buche den für 

das phys ika l i sche E r g o d e n p r o b l e m wesent l ichen Fa l l e iner endl ichen P u n k t m e n g e für 

die x vo l l s t änd ig behande l t und g e z e i g t u n t e r welchen V o r a u s s e t z u n g e n das e rgo-

dische V e r h a l t e n , d. h. K o n v e r g e n z der V e r t e i l u n g e n W„ gegen eine von der A n f a n g s 

ve r t e i l ung W„ (x) u n a b h ä n g i g e Grenze e in t r i t t , sowie daß das a l lgemeins te Verha l t en 

ein per iodisches ist . Auch die be im gewöhnl ichen S u m m e n p r o b l e m in den Grenzfäl len 

für d i sk re t e x und für d i f fe renz ierbare Vn (x) f rüher von mi r angegebenen Resu l t a t e *} 

sind der L indebe rg -Kolmogoro f f schen M e t h o d e nicht zugängl ich . Dasse lbe gil t für 

die ana logen E r g e b n i s s e aus dem P r o b l e m k r e i s der Markoffschen K e t t e n , die H e r r 

G. Schulz r >) h ier v o r t r a g e n w i rd . 

') F. Eggenberger und G. Pólya, Ueber die Statistik verketteter Vorgänge. Zeitschrift für angew. Math, 
u. Mech. Bd. 3, 1923, S. 279 - 289. 

2) R. V. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen. Fr . Deuticke, Leipzigund Wien, 1931, 

S. 495 ff. 
3 ) Vgl. das oben angef. Buch, § 16. 
4) R V. Mises, Fundamentalsätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Math. Ztschr. Bd. 4, 1919, S. I—97 . 

Vgl. a. das oben angef. Buch, § 8, Nr. 4 und 5. Der erstere dieser beiden Sätze ist ohne Quellenangabe 
abgedruckt bei E. Kamke, Einführung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1932, S 148—160. 

B ) Vgl. ds. Bd., S. 
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H e r r Kolmogorof f h a t fü r se ine P r o b l e m e w i e d e r e ine neue B e z e i c h n u n g ein
g e f ü h r t ; e r s p r i c h t v o n „s tochas t i sch-def in i ten P r o z e s s e n " . V e r s t e h t m a n d a r u n t e r 
a l lgemein e ine F o l g e e inande r sukzess ive b e s t i m m e n d e r V e r t e i l u n g e n , so m u ß m a n 
sagen , d a ß auch noch g a n z a n d e r e , näml ich n ich t - l inea re Fä l l e d iese r A r t schon be
hande l t w u r d e n . S o gi l t z. B . für die s t a t i s t i s che T h e o r i e der zweigeschlecht l ichen 
V e r e r b u n g , w e n n m a n die ve r sch i edenen R a s s e n i n n e r h a l b e iner B e v ö l k e r u n g mi t 
den N u m m e r n x, d ie V e r t e i l u n g de r B e v ö l k e r u n g übe r d ie R a s s e n in der w-ten Gene
r a t i o n m i t WH (x) beze i chne t : 

( 7 ) W„ (x) = J J V H (x; y, z) dWn^ {y)dWn^ (z) 

D a s V e r e r b u n g s g e s e t z i s t d u r c h die F u n k t i o n V„ (x; y, z) gegeben , die die W a h r 
schein l ichkei t da für a n g i b t , d a ß a u s e inem E l t e r n p a a r de r (n—i)ten G e n e r a t i o n 
m i t den R a s s e n n u m m e r n y u n d z e in K i n d h e r v o r g e h t , dessen R a s s e n n u m m e r höch
s tens gleich x is t . F ü r den speziel len F a l l des Mende l schen V e r e r b u n g s g e s e t z e s h a t 
H. Tietze1) d ie a s y m p t o t i s c h e L ö s u n g von (7) für w a c h s e n d e s n angegeben . 

E i n e n schönen E r f o l g h a t die L i n d e b e r g - K o l m o g o r o f f s c h e M e t h o d e au fzu w e i s en 
in der L ö s u n g des v o n Khintchine 2 ) a n g e r e g t e n und von i hm in Spezia l fä l len ge
lös ten P r o b l e m s , d a s m a n m i t d e m N a m e n „Gese tz des i t e r i e r t e n L o g a r i t h m u s " 
kennze ichne t . E s h a n d e l t sich u m eine F r a g e s t e l l u n g a u s dem Bere ich des e infachen 
S u m m e n p r o b l e m s : M a n z ieht h i n t e r e i n a n d e r a u s n U r n e n u n d b e t r a c h t e t alle Te i l 
s u m m e n de r gezogenen Zah len xx, x2, . .. x„. V o r g e g e b e n is t e ine pos i t ive F u n k t i o n 
/ (v ) u n d m a n f r ag t nach de r W a h r s c h e i n l i c h k e i t da fü r , d a ß | x„ \ f {y) für v = «1 
bis n. E s ze ig t s ich, d a ß u n t e r sehr a l lgemeinen V o r a u s s e t z u n g e n de r L i m e s d ieser 
Wahr sche in l i chke i t , w e n n z u e r s t n, d a n n n1 ins U n e n d l i c h e geh t , gleich 1 bezw. o 
w i r d , j e n a c h d e m be i bel iebig k le inem pos i t i ven <5 

(8) / ( v ) > \2sl In In s\ (1 + 5) o d e r / ( v ) < hsl In In sl (i—Ö) 

wobe i sl d ie S u m m e de r S t r e u u n g e n der e r s t e n v V e r t e i l u n g e n V1 (x), V2 (x),. . . 
V, (x) i s t . W ä h r e n d m a n dies f rühe r n u r seh r m ü h s a m für sehr spezielle A u s g a n g s 
v e r t e i l u n g e n V„ (x) bewe i sen konn te , f ü h r t d ie in R e d e s t ehende M e t h o d e d i e F r a g e 
auf ein I n t e g r a t i o n s p r o b l e m der v o r h i n e r w ä h n t e n Di f fus ionsg le ichung z u r ü c k : M a n 
ha t im wesen t l i chen die Greensche F u n k t i o n dieser G le i chung für eine d u r c h / (v) 
b e s t i m m t e B e r a n d u n g au fzusuchen 3 ) . I n d iesen P r o b l e m k r e i s g e h ö r t auch das von 

x) H. Tietze, Ueber das Schicksal gemischter Populationen nach den Mendelschen Vererbungsgesetzen. 
Ztschr. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 3, 1923, S. 362—393. 

2) A. Khintchine, Ueber das Gesetz der großen Zahlen. Math. Annalen, Bd. 96, 1926, S. 152 — 168. 
b) A. Kolmogoroff, Eine Verallgemeinerung des Laplace-Liapounoffschen Satzes. Bull, de l'Acad. des 

Sciences de l'URSS, 1931, S. 959—962. 
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Khintchine ge fundene sogenann te „ S t a r k e Gesetz der g roßen Z a h l e n " 1 ) : S e t z t m a n 
/ (v) = Cv , w o C eine bel iebige pos i t ive K o n s t a n t e bedeu te t , so geh t die W a h r 
scheinl ichkei t für \x„ \ / ( v ) bei d e m oben be t r ach t e t en G r e n z ü b e r g a n g dann und 

s 2 

n u r dann gegen 1, wenn 2 ~ konve rg i e r t . 

I I I . 

Ich k o m m e zurück zu P r o b l e m e n der Grund lagen fo r schung . S t r i t t i g ist noch 
i m m e r die F o r m u l i e r u n g des s o g e n a n n t e n Regellosigkeitsaxioms. Dies en thä l t be 
kannt l i ch d ie folgende A u s s a g e über eine Zahlenre ihe , d ie e twa du rch das Aufze ich
nen der E r g e b n i s s e eines Wür fe l sp ie l s e n t s t a n d e n i s t : W e n n i rgende ine unendl iche 
F o l g e wachsende r na tü r l i che r Zah len durch eine F o r m e l vorgegeben wi rd und m a n 
a u s der G e s a m t h e i t de r Sp ie le rgebn isse n u r d ie jen igen auswäh l t , de ren N u m m e r der 
vo rgegebenen Tei lfolge a n g e h ö r t , so g e n ü g t es, lange g e n u g zu spielen, d a m i t inne r 
ha lb der a u s g e w ä h l t e n Tei l folge von Spie le rgebnissen dieselben Chancen bes tehen, 
a l so dieselben re la t iven Häuf igke i t en der versch iedenen E r g e b n i s s e , w ie in der Ger 
s a m t h e i t al ler Spiele . D iese r S a t z , de r anschaul ich als das „ P r i n z i p vom ausge 
schlossenen S p i e l s y s t e m " zu beze ichnen ist , schl ießt na tü r l i ch aus , d a ß e twa die 
N u m m e r n de r Spiele, de ren E r g e b n i s 6 is t , du rch i rgende ine F o r m e l angegeben 
w e r d e n können . Diese K o n s e q u e n z e rsche in t m a n c h e m u n a n n e h m b a r , und es g ib t 
versch iedene A n s ä t z e , d ie Rege l lo s igke i t s fo rde rung en t sprechend e inzuschränken . 
D e n Vor t e i l e iner solchen E i n s c h r ä n k u n g k a n n m a n auch da r in erbl icken, daß es 
d a n n , w e n i g s t e n s im P r i n z i p , mögl ich w i r d , d ie F o r m e l n der W r . auf zahlentheo
re t i sche F r a g e n a n z u w e n d e n . W e n n m a n z. B . beweisen kann , daß die Ziffernfolge 
in der unend l ichen D e z i m a l e n t w i c k l u n g der Zahl n e iner b e s t i m m t e n e ingeschränk ten 
Rege l lo s igke i t s annahme g e n ü g t , so k ö n n t e m a n auf sie die Sä t ze der W r . anwenden , 
die sich noch bei der E i n s c h r ä n k u n g des Rege l lo s igke i t s ax ioms au f rech te rha l t en 
lassen. E i n e n A n s a t z dazu b ie te t z. B . die E i n f ü h r u n g de r „nombre normal" du rch 
H e r r n E. Borei2). E i n e n o m b r e n o r m a l ha t , als D e z i m a l b r u c h en twicke l t , die E igen 
schaf t , daß jede vo rgegebene K o m b i n a t i o n von n Ziffern im L i m e s m i t der re la t iven 
Häuf igke i t i o - " e rsche in t . A l l e rd ings h a t sich b i she r n ich t zeigen lassen, daß i rgend 
eine b e k a n n t e t r a n s z e n d e n t e oder a lgebra i sche Zahl eine „ n o m b r e n o r m a l " ist. 

E i n e a n d e r e E i n s c h r ä n k u n g der Rege l lo s igke i t s fo rde rung , die zugleich einen voll
s t ä n d i g abgeschlossenen A u f b a u der W r . m i t sich b r i n g t , g ib t H e r r K. Dörge in 

*) A. Khintchine, Sur la loi forte des grands nombres. Comptes rendus, Paris, t. 186, 1928, p. 285. (f. 
2) E. Borei und P. Dubreil, Applications à l'Arithmétique et à la Théorie des Fonctions. Im «Traité 

du Calcul des Probabilités et de ses Applications» par Emile Borei. Tome II, Fase. I , Paris, 1926. 
S. I —100. 



Wahrscheinlichkeitsrechnung, Versicherungsmathematik und Statistik 

228 

se iner 1930 e r sch ienenen A r b e i t E r geh t von de r A u f f a s s u n g a u s , d a ß es von 
v o r n h e r e i n e ine fes te Zahl von Ko l l ek t i v s und eine fes te Zahl von A u s w a h l o p e r a 
t ionen g ib t , d ie d u r c h e n t s p r e c h e n d e E r g ä n z u n g zu e iner endl ichen oder abzäh lba r 
unend l i chen G e s a m t h e i t m i t gewi s sen G r u p p e n e i g e n s c h a f t e n e r w e i t e r t w i r d . Alle 
O p e r a t i o n e n de r A u s w a h l , V e r b i n d u n g usf. w e r d e n n u n ledigl ich i n n e r h a l b der 
G r u p p e zugelassen . E s bes t eh t a l so Rege l los igke i t de r b e t r a c h t e t e n Ko l l ek t i v s n u r 
h ins ich t l i ch de r A u s w a h l o p e r a t i o n e n der G r u p p e . Auf diese W e i s e ge l ang t m a n zu 
g a n z e i n w a n d f r e i e n F o r m u l i e r u n g e n , w e n n auch frei l ich n ich t auf sehr e infache 
W e i s e . W i l l m a n d ie D ö r g e s c h e T h e o r i e auf d ie W i r k l i c h k e i t anwenden , so m u ß m a n 
eben a n n e h m e n , d a ß alle Beobach tungs fo lgen und alle S te l l enauswahlen , m i t denen 
m a n es zu t u n ha t , e iner e inz igen G r u p p e angehö ren . 

Schl ießl ich h a t n e u e r d i n g s in e iner d e m n ä c h s t e r sche inenden A r b e i t H e r r 
R. Iglisch s ) e ine mögl iche E i n s c h r ä n k u n g der R e g e l l o s i g k e i t s f o r d e r u n g sk izz ie r t . 
E r g e h t davon a u s , d a ß eine A u s w a h l f o r m e l , d. h. e ine g e s e t z m ä ß i g definierte u n 
endl iche F o l g e w a c h s e n d e r Zahlen , e r s t d a n n eine k o n k r e t e S te l l enauswah l l iefert , 
w e n n noch wi l lkür l ich der A n f a n g s p u n k t der Z ä h l u n g in der E l emen ten fo lge fest
gese t z t ist . E s g i b t a lso zu e iner A u s w a h l f o r m e l im a l lgemeinen unendl ich viele 
k o n k r e t e S te l l enauswahlen , u n d H e r r Ig l isch v e r l a n g t j e t z t nu r , d a ß bei fast allen 
u n t e r i hnen die G r e n z w e r t e der re la t iven Häuf igke i t en der ve r sch iedenen E r g e b n i s s e , 
a lso d ie Sp ie lauss ich ten , u n v e r ä n d e r t bleiben. A u c h bei d ieser e i n g e s c h r ä n k t e n F o r 
d e r u n g k a n n m a n die S ä t z e de r W r . im wesen t l i chen b e g r ü n d e n . E s w i r d bei einer 
solchen F a s s u n g de r T h e o r i e d e m p o p u l ä r e n E i n w a n d ausgewichen , m a n k ö n n t e j a 
„zu fä l l i g " e inmal g e r a d e d ie jen ige F o r m e l e rwischen , die wi rk l ich dem u n b e k a n n t e n 
Ab lau f de r Sp ie l e rgebn i s se en t sp r i ch t . Ich k a n n diesen E i n w a n d n ich t be rech t ig t 
finden. N a m e n t l i c h ha t d ie neues t e E n t w i c k l u n g der P h y s i k uns schon die Auffas
s u n g n a h e g e b r a c h t (die i m m e r schon zu R e c h t b e s t a n d ) , daß es ke ine D e t e r m i n i e r t 
hei t g ib t , d ie von der A n g e b b a r k e i t ve r sch ieden ist . E s ha t ke inen S inn zu sagen, 
i r gende in Ablauf sei b e s t i m m t , könne abe r in ke iner W e i s e v o r a u s g e s a g t we rden , 
oder er sei z w a r u n b e s t i m m t , k ö n n t e abe r in se iner g a n z e n unend l ichen E r s t r e c k u n g 
sozusagen zufa l l sweise v o r h e r e r r a t e n w e r d e n . 

Z u s a m m e n f a s s e n d m ö c h t e ich sagen, d a ß ich n ich t g l aube , m i t me ine r we i t e s t en 
F a s s u n g des R e g e l l o s i g k e i t s a x i o m s die le tz te F o r m u l i e r u n g ge funden zu haben — 
hi s to r i sch is t es w o h l ü b e r h a u p t die e r s t e — , d a ß ich abe r in den b i she r igen von 
a n d e r e r Se i t e g e m a c h t e n , g e w i ß sehr wer tvo l l en A n s ä t z e n noch keine brauchbarere 
L ö s u n g erbl icken kann . 

*1 Karl Dörge, Zu der von R . von Mises gegebenen Begründung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
I . Mittei lung: Theorie des Glücksspieles. Math. Ztschr. Bd. 32, 1930, S. 232—258. 

2) R. Iglisdl, Zum Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Math. Annalen, 1932. 
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B E M E R K U N G E N ZUR K O R R E L A T I O N S T H E O R I E 

Von H . P O L L A C Z E K - G E I R I N G E R , Ber l in 

Die K o r r e l a t i o n s t h e o r i e stell t sich bekannt l ich vor allem die Aufgabe , aus der 
S t r u k t u r e iner zweid imens iona len V e r t e i l u n g v(x, y) Schlüsse zu ziehen auf die 
s o g e n a n n t e s tochas t i sche A b h ä n g i g k e i t de r Var i ab len . Zu d iesem Zweck wer 
den gewisse Kor r e l a t i onszah l en definiert , (die zwischen o und i l iegen,) wie z. B . die 
gewöhnl iche aus den zwe i t en M o m e n t e n gebi ldete Kor r e l a t i onszah l r oder die Pear-
sonsche f2, wobei o dem Fa l l der Unabhängigkeit en t sp r i ch t , (v(x, y) zerfäll t in ein 
P r o d u k t zweie r F u n k t i o n e n von x bezw. y a l le in) , | i | dem Fa l l e indeu t ige r funk
tionaler Abhängigkeit, w ä h r e n d den Zahlen zwischen o und i die versch iedenen G r a d e 
s tochas t i scher A b h ä n g i g k e i t en t sprechen . N u n kann ja du rch A n g a b e einer Zahl auf 
keine W e i s e sehr viel übe r die V e r t e i l u n g zum A u s d r u c k geb rach t werden , m a n weiß 
abe r d a r ü b e r h inaus me i s t ü b e r h a u p t nicht , was eine b e s t i m m t e A n g a b e , w ie e twa 
r sei gleich 0,77 e igent l ich besagen soll. 

D a r u m k a n n m a n sich die A u f g a b e stellen, theore t i sch einfache, anschaul iche Mo
delle zu k o n s t r u i e r e n , d ie du rch V a r i a t i o n gewisse r P a r a m e t e r alle mögl ichen W e r t e 
de r K o r r e l a t i o n s z a h l e n ergeben, so daß ein empi r i sch gewonnenes R e s u l t a t jewei ls 
m i t e inem gewissen Modellfal l ve rg le i chbar ist . Dies w i r d d u r c h g e f ü h r t an verschie
denen „ U e b e r d e c k u n g s " - M o d e l l e n , bei denen der G r a d der U e b e r d e c k u n g , der im 
W e s e n t l i c h e n die s tochas t i sche A b h ä n g i g k e i t bed ing t , sowohl ganzzah l ig , wie auch 
s t e t i g v a r i i e r t w e r d e n kann . I n s b e s o n d e r e übe r s i eh t m a n , wie eine kleine oder ver
s c h w i n d e n d e K o r r e l a t i o n s z a h l auch a u f t r e t e n kann , wenn zwei B i n d u n g e n verschie
dene r A r t e inande r aufheben . — A n diesen Model len k a n n m a n auch die Eigenschaf
ten und das V e r h a l t e n der e inzelnen K o r r e l a t i o n s z a h l e n s tud ie ren . D ies führ t u. a. zu 
e ine r Kritik des P e a r s o n s c h e n f2. 

D i e zwei te B e m e r k u n g knüpf t an b e k a n n t e Mänge l der übl ichen Kor r e l a t i onszah l en 
a n : r = \ 1 | t r i t t n u r auf bei linearer A b h ä n g i g k e i t , w ä h r e n d bei n ich t l inearer ein
d e u t i g funk t iona le r A b h ä n g i g k e i t j ede r r - W e r t zwischen o und | 1 | e r r e i chba r ist . 
f2 ist n u r definiert für arithmetische Wahr sche in l i chke i t en und auch für diese n u r 
„ im Q u a d r a t " (d. h. x — 0,i,. . k, y= 0,1, . . k). 

E s w i r d ein neues Korrelationsmaß e ingeführ t , das al lgemein a n w e n d b a r und von 
den g e n a n n t e n Mänge ln frei is t , ausgehend von der Summenverteilung V(x,y) zu 
v(x, y), d ie j a zu j edem v e x i s t i e r t und event , sogar als das P r i m ä r e be t r ach te t wer 
den kann . D i e s ha t an und für sich In t e r e s se , ähnlich wie m a n in de r S t a t i s t i k neben 
die m i t den V e r t e i l u n g e n a rbe i t ende ^ - M e t h o d e , nach v. Mises, die auf der S u m m e n 
v e r t e i l u n g a u f g e b a u t e co 2 -Methode setzt . — Bei e iner bel iebigen V e r t e i l u n g kann man 
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Ü B E R D A S S U M M E N P R O B L E M B E I 
M A R K O F F S C H E N K E T T E N 

V o n G U N T H E R S C H U L Z , Be r l i n 

E i n e F o l g e von Z i e h u n g e n a u s k m i t den N u m m e r n i , 2 , . . . , k beze ichne ten U r n e n , 

de ren j ede in be l i eb igem M i s c h u n g s v e r h ä l t n i s L o s e m i t j e e iner de r Zahlen 1 ,2, . . . , 

k en thä l t , he iß t e ine Markoff sehe Kette, w e n n a u s der U r n e m i t der N u m m e r x 

i m m e r d a n n d a s L o s gezogen w i r d , falls d ie v o r h e r g e h e n d e Z i e h u n g das M e r k m a l x 

e rgeben ha t . Gegeben is t e ine q u a d r a t i s c h e M a t r i x V von k? E l e m e n t e n v (x;y), 

die die W a h r s c h e i n l i c h k e i t geben , d a ß a u s de r m i t y beze ichne ten U r n e e in L o s m i t 

dem M e r k m a l x gezogen w i r d , u n d die W a h r s c h e i n l i c h k e i t w0 (x) da fü r , d a ß die 

Fo lge de r Z i e h u n g e n m i t de r U r n e x e inge le i te t w i r d . 

Markoff ha t sich u n t e r g e w i s s e n E i n s c h r ä n k u n g e n , d ie d ie v e r s c h w i n d e n d e n E l e 

m e n t e in D betreffen, m i t d e m S u m m e n p r o b l e m beschä f t ig t , d. h . m i t d e m a s y m p t o 

t i s chen V e r h a l t e n von Wn (X), de r W a h r s c h e i n l i c h k e i t in n a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n 
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näml ich zu j e d e m P u n k t x, y v i e r Zah len rechnen , V(x, y) = A(x, y) g leich der 

g e s a m t e n „ M a s s e " l inks u n t e n (a l so l inks von der V e r t i k a l e n g = x, u n t e r h a l b von 

r¡ = y), D(x, y) g leich de r M a s s e r ech t s oben, C(x, y) gleich de r r ech t s un t en , 

B(x, y) gleich de r l inks oben. D a s d a r a u s geb i lde te 

JJ(AD-BC) dxdy 

- JJ{AD + BC)dxdy 

is t s t e t s definiert , l iegt zwi schen o u n d | 1 |, u n d g i b t + 1 bezw. — 1 d a n n und n u r 

d a n n , w e n n die V e r t e i l u n g auf e ine r m o n o t o n zu - bezw. a b n e h m e n d e n K u r v e liegt. 

A l l e rd ings kann F verschwinden ( ebenso w i e auch r), ohne d a ß v (x,y) e in P r o d u k t 

is t , ein U e b e l s t a n d , de r sich bei e inem M a ß mit Vorseichen k a u m ve rme iden läßt . 

Ve rz i ch t e t m a n auf das Vorze i chen , so kann m a n ihn v e r m e i d e n , i n d e m m a n in F den 

I n t e g r a n d e n des Zäh le r s u n d des N e n n e r s quadriert. — D i e neuen M a ß e lassen sich 

für a r i t h m e t i s c h e V e r t e i l u n g e n nach ähnl ich e infachem S c h e m a r echnen w i e r u n d f-. 

F ü r a l lgemeinere V e r t e i l u n g e n , i n sbesonde r s geome t r i s che , i s t die A u s w e r t u n g von 

I n t e g r a l e n e r fo rder l i ch , w a s z u n ä c h s t für F an d e m Beispie l de r G a u ß s c h e n V e r t e i 

l u n g d u r c h g e f ü h r t w i r d . 
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Ziehungen die S u m m e X zu e rha l ten , und gezeigt , daß die S u m m e n f u n k t i o n dieser 

V e r t e i l u n g gegen das Integral einer Gaußschen Verteilung konverg ie r t . S. Bernstein 

h a t se ine E r g e b n i s s e wesent l ich ve ra l lgemeiner t . 

H i e r soll u n t e r s u c h t werden , u n t e r welchen Bed ingungen schon WK (X) selbst 

für n—--co gegen e ine Gaußsche V e r t e i l u n g konverg ie r t . B e n u t z t w e r d e n Me thoden , 

die schon f rüher v o m V o r t r a g e n d e n en twicke l t w o r d e n s ind, sowie Vera l lgemeine

r u n g e n von Sä t zen , d ie R. v. Mises für seinen Beweis des e r s ten F u n d a m e n t a l s a t z e s 

der W a h r s c h e i n l i c h k e i t s r e c h n u n g aufges te l l t ha t . V o r a u s g e s e t z t w i r d , daß V nicht 

to ta l zerfä l l t und daß l im V" = V° ex i s t i e r t . D a n n k o n v e r g i e r t w"(x), die W a h r -

scheinl ichkei t , bei der i t - ten Z i e h u n g ein L o s m i t dem M e r k m a l x zu erhalten," gegen 

eine L i m e s v e r t e i l u n g w (x), de ren M i t t e l w e r t a sei. Als die zu V gehör ige erzeu

gende Matrix Q (§) m i t den E l e m e n t e n u> (x; y) w i r d das M a t r i z e n p r o d u k t 8V 

definiert . 9 is t eine D i a g o n a l m a t r i x m i t den E l e m e n t e n ^ 

e m - a ) & t g w - « ) & t ... t ¿id-a)» (# reell.) 

F ü r sämt l iche cha rak t e r i s t i s che Zahlen xi von V und von Q g i l t | x t (d) j ^ i . 

A l s wesentliche Bedingung w i r d vo rausgese t z t , daß j x t ( d ) | < [ i sei für o < 2it. 

(S ie is t s icher erfül l t , w e n n V n u r pos i t ive E l e m e n t e h a t ; sie k a n n ferner durch 

a n d e r e e r s e t z t w e r d e n , die von der A n o r d n u n g der Nu l l en in V ode r V°° ausgehen 

u n d b e q u e m e r n a c h p r ü f b a r s ind.) D ie U n t e r s u c h u n g des a sympto t i schen V e r h a l t e n s 

von Q" m i t den E l e m e n t e n a>^(x; y) zeigt , daß u n t e r den g e m a c h t e n V o r a u s 

se t zungen m i t n — o o schon 

selbst gegen eine Gaußsche V e r t e i l u n g k o n v e r g i e r t , d ie von der A u s g a n g s v e r t e i l u n g 

w0 (x) u n a b h ä n g i g is t und den M i t t e l w e r t n a bes i tz t . F ü h r t m a n noch die Diagona l 

m a t r i x 3E m i t den E l e m e n t e n i — a, 2— a, .. ., k — o ein und die M a t r i x 

die de r Gle i chung (<E — V + V°") ß = V— V°° g e n ü g t , s o l iefert d ie S u m m e jeder 

S p a l t e der leicht zu be rechnenden M a t r i x V°° X* V°° + 2 V X $ XV° d ie durch 

n d iv id i e r t e S t r e u u n g de r Gaußschen V e r t e i l u n g . (<£ is t d ie fc-reihige E i n h e i t s m a t r i x . ) 

2 3 1 
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e t 

A l o r s o n p e u t d é m o n t r e r q u e la sui te . . . , s,-, s,-+i, ... obé i t à la loi sinu

so ïda l e l imite p o u r 

m 
m —-> oo , n —•> oo , y a ^z= I , 

n 

si les coefficients d e cor ré la t ion çk son t é g a u x à zéro p o u r k~^> l, l é t a n t un n o m b r e 

a r b i t r a i r e m e n t g r a n d , ma i s fixe; ou s'ils sat isfont k la condi t ion moins r e s t r i c t ive , 

d e r e n d r e un i fo rmémen t c o n v e r g e n t e d a n s l ' in terval le I o , — I la sér ie q¡¡ COS 2 kt. 

C e fait e s t u n e généra l i sa t ion du résu l ta t q u e j ' a i d é m o n t r é p o u r le cas çk — o 

(k = I , 2, . . . ) . (Rendicont i de l Circolo M a t e m a t i c o di P a l e r m o , 1932). 
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S U R LA LOI S I N U S O I D A L E L I M I T E 

P a r V . R O M A N O V S K Y , T a c h k e n t 

So i t . . . , X{—\, x¡, Xi+i, . . . u n e su i te infinie d e quan t i t é s s t ocas t i ques (ou a léa to i res) 

d é p e n d a n t e s , te l les q u e 

Ex,- — O, Ex* = a 2 = const . , 

Ex¡ x i ± k = a 2 p * 

(E es t le s y m b o l e d e l ' e spé rance m a t h é m a t i q u e ) . 

So i en t ensu i te 

X{ Xi -f- -tV_] -|- . . . - j - A ' /_ r +i , 

, (Í) (1) I (1) I I (1) 

{ X,- = X{ + + . . . + Xi_s+i , 

J 

y,. = x{;) = x ( r l ) + x i r 1

1 ) + ... + *i-7ii {s ^2) 
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AN E X P A N S I O N FOR L A P L A C I A N I N T E G R A L S IN 
T E R M S OF I N C O M P L E T E G A M M A F U N C T I O N S , 
A N D S OME A P P L I C A T I O N S 

By E D W A R D C. M O L I N A , N e w Y o r k 

T h i s pape r p re sen t s a modified Laplacian expansion for eva lua t ing definite in tegra l s 

of t he type 

/= H?* ...y^0dx, 

w h e r e yv y2, . . . yn a r e funct ions of x whose exponen t s 9 j , 0 2 , . . .6« a r e of the same 

o r d e r of m a g n i t u d e as a large n u m b e r 0; the last funct ion in t he in t eg rand , 0, 

embraces all fac tors whose e x p o n e n t s a r e of low o rde r of m a g n i t u d e compared wi th 0. 

. T h e modified expansion reduces t o i ts first t e r m as 0 approaches infinity, a condi t ion 

which is no t a lways fulfilled by the e x p a n s i o n g iven by Laplace in the " T h é o r i e 

A n a l y t i q u e des P r o b a b i l i t é s " . T h e pape r cons is t s of five p a r t s as fo l lows: 

1 — I n t r o d u c t i o n . 

2 — D e d u c t i o n of Modified Expansion. 

3 — Appl i ca t ions I — T o Incomple t e B e t a In t eg ra l . 

I I — T o the /„ Bessel I n t e g r a l . 

4 — A p p e n d i x I — O n a M e t h o d of O b t a i n i n g the Coefficients for the Modified 

E x p a n s i o n . 

5 — A p p e n d i x I I — Deta i l s of t he Ana lys i s for t he Be ta In t eg ra l . 

DE LA D I S P E R S I O N A F F É R E N T E À LA SOMME 
DE n E R R E U R S , D A N S LE C A S OU C H A C U N E D E S 
E R R E U R S C O M P O S A N T E S E S T RÉGIE P A R UNE 
LOI S I M P L E — E S S A I D ' U N E R E P R É S E N T A T I O N 
A N A L Y T I Q U E 

P a r R. R I S S E R , Par i s 

E t a n t d o n n é e u n e série d ' e r r eu r s i n d é p e n d a n t e s x¡ au n o m b r e d e n, d o n t la 

d i spers ion est p o u r c h a c u n e d 'e l les ca rac té r i sée pa r la loi ~ dx¡ dans le c h a m p 

(—a, -\-d), on p e u t se p r o p o s e r t ou t d ' abo rd d ' éva lue r la p robab i l i t é p o u r que 

2 3 3 
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la s o m m e d e s n e r r e u r s x{ soi t c o m p r i s e e n t r e (» — 2p) a e t (» — 2p -\-2)a, pu is 

d e r e c h e r c h e r c e q u e d e v i e n t la fonct ion r e p r é s e n t a t i v e l o r sque le n o m b r e d e s 

e r r e u r s c ro î t , d e r a t t a c h e r c e t t e é t u d e à ce l le d ' une des formes d e d i s t r ibu t ion d e 

P e à r s o n , e t enfin d e géné ra l i s e r les r é s u l t a t s t r o u v é s . 

J e m o n t r e t o u t d ' a b o r d q u e les c o u r b e s d e d i spe r s ion son t d a n s l ' in terval le 

(n — 2p) a, (n — 2p 4 - 2) a — q u e n soi t pa i r ou impa i r — r e p r é s e n t é e s p a r le 

p o l y n ô m e 

( I ) {n - l)!(2a)"\{na - P ^ 1 - 0 " [{n-2)a-ß]n-i+...+{4~1 CÍ~\{n-2p+2)a -/?]""), 

„ i 
a v e c C} 

J H"-J)t' 
A p r è s avoi r p r o c é d é au ca l cu l d e s m o m e n t s f/„, f/it ¡ui, nous uti l isons l ' in tégra le 

j — I , qu i nous fourni t le p r e m i e r d é v e l o p p e m e n t 
>' si 
o 

<2> / = l / ¿ í " * r , [ í - ¿ r í í - ^ + ^ ) + - ] ' a w c * = ' ' ^ 

pu i s le s e c o n d d é v e l o p p e m e n t 

, . s T _(n + r \fn)" '— CJ {n - f r V n — 2)" ' + C2„ [n 4 - r \J n — 4)" 1 — ... 

U ; j _ (n—l)l2" 

où l 'on ne fait in te rveni r q u e les pu i s s ances pos i t ives . 

Il es t a lo r s poss ib le d e r a p p r o c h e r l ' exp re s s ion (3) d e cel le du p o l y n ô m e (1), e t 

d e r e t r o u v e r en p a r t a n t d e (3) l es v a l e u r s d e (/„, f/¡, f/t. On constate ainsi qu'en 

première approximation, ces probabilités sont définies par la courbe de Laplace-Gauss. 

Emploi de la fonction caractéristique. O n r e m a r q u e fac i lement q u e la fonct ion 

d e C a u c h y re la t ive à la c o m p o s i t i o n d e n e r r e u r s d u t y p e é t u d i é e s t définie p a r 

(~~f~J > e * ° i u e I a l ° i d e p r o b a b i l i t é en c o n n e x i o n a v e c ce t t e fonct ion se r a m è n e à 

(4) f . w + | ^ w - ^ w w + -

où (x) n ' e s t a u t r e q u e la d é r i v é e d ' o r d r e 2p d e la loi r é d u i t e n o r m a l e 

F (x) — — e 2 ; si l 'on s ' a r r ê t e à la s e c o n d e a p p r o x i m a t i o n , e t si l 'on fait 
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(6) y = y e V 5»-2/ 

O n abou t i t à un a jus tement fournissant te l le a p p r o x i m a t i o n aussi se r rée q u e l'on 

v o u d r a en faisant appe l à un d é v e l o p p e m e n t d e la forme 

, . / X*\m I , v i X„ S/¡ \ (voir Romanovsky Biom. 

d é v e l o p p e m e n t qui es t c o n v e r g e n t d a n s les condi t ions s ta t i s t iques d u p r o b l è m e . 

Généralisation. E t a n t données les sé r ies d ' e r reurs y , zp . . . . su ivant respec

t i v e m e n t les lois s i m p l e s — dx., ~ dv on v o i t — en vertu" d e l ' hypo thèse 
r 2 a ' 2 b JJ 

de l ' i n d é p e n d a n c e d e s s y s t è m e s x., y . , s p e t d e s e r r eu r s x. e n t r e elles — 

e t g r â c e au r a i s o n n e m e n t fait p r é c é d e m m e n t , q u e la p robab i l i t é p o u r q u e 
« »' 

(n — 2p) a ^ 2 x i <(n — 2p + 2)a, (n1 — 2p<) b ^ £ y y ^ («' — 2 ? + 2) b, . . . . , 
i 1 

s ' e x p r i m e so i t : au m o y e n du p r o d u i t (P. Q Rl ) où (P^Q^R) r e p r é s e n t e n t res

p e c t i v e m e n t des p o l y n ô m e s d e d e g r é s (n — 1), {n' — 1 ) . . . , soit au m o y e n du p rodu i t 

d ' i n t ég ra le s ou d e sér ies . 

2 3 5 

x = ß > o n a b o u t i t à un r é su l t a t ob t enu au c o u r s d e ce t essai p o u r la valeur 

d e l ' o rdonnée m o y e n n e d 'un t ronçon . 

O n p e u t aussi r e t r o u v e r t ous les d é v e l o p p e m e n t s p r écéden t s en r e c o u r a n t au 

facteur d e d iscont inui té de M. G a l b r u n . 

e > „ « = „ & , , - . , ] = ^ [ A - í + 1 ^ < ^ r

( n 
(voir CR 8 Févr. 1909). 

Rapprochement avec une certaine fonction de distribution de Pearson. D a n s le cas 

ac tue l , on p e u t aussi c h e r c h e r à a jus ter la c o u r b e g loba le (CJ d e p robab i l i t é à 

1—— J , e t l 'on es t ainsi condu i t à la c o u r b e (CJ 
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Z U R T H E O R I E DER A R I T H M E T I S C H E N V E R T E I 
L U N G S F U N K T I O N E N U N D DER S T A T I S T I S C H E N 
R E I H E N 

V o n A L F G U L D B E R G , O s l o 

E i n e s t a t i s t i s che R e i h e w i r d a ls wahr sche in l i chke i t s - theo re t i s che e rk l ä r t , w e n n es 
ge l ing t , für s ie eine V e r t e i l u n g s f u n k t i o n d e r a r t a n z u g e b e n , d a ß die theore t i schen 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n , d ie die V e r t e i l u n g s f u n k t i o n l iefer t , m i t den beobach t e t en rela
t iven Häuf igke i t en be f r i ed igend ü b e r e i n s t i m m e n . 

I n der vor l i egenden M i t t e i l u n g w i r d a n s t a t t des endl ichen A u s d r u c k s e iner V e r 
t e i l ungs funk t ion die Di f fe renzengle ichung , die der V e r t e i l u n g s f u n k t i o n g e n ü g t , zu
g r u n d e gelegt . 

Bei d ieser B e t r a c h t u n g s w e i s e ge l ing t es, K r i t e r i e n a n z u g e b e n , denen eine v o r g e l e g t e 
s t a t i s t i s che Re ihe , u m d u r c h e ine gegebene V e r t e i l u n g s f u n k t i o n a p p r o x i m i e r t zu 
w e r d e n , g e n ü g e n m ü s s e n . Z w e i t e n s e rgeben sich in e infacher W e i s e R e k u r s i o n s 
formeln für die M o m e n t e u n d auch für die unvo l l s t änd igen M o m e n t e e iner gege 
benen V e r t e i l u n g s f u n k t i o n . 

Tschuprow s chr ieb in e iner b e k a n n t e n A b h a n d l u n g ( N o r d i s k S t a t i s t i s k T i d s s k r i f t , 
1922 p . 389): „ I c h sehe ü b e r h a u p t ke inen W e g , auf we lchem m a n , ohne ü b e r die 
d u r c h das E x p e r i m e n t ge l ie fe r ten empi r i s chen A n g a b e n h i n a u s z u g e h e n , fes ts te l len 
k a n n , ob eine vor l i egende R e i h e von m e i n e t w e g e n r . n a u s e iner geschlossenen U r n e 
gezogenen N u m m e r n in der W e i s e e rha l t en w o r d e n is t , d a ß die gezogenen N u m m e r n 
v o r de r nächs t en Z i e h u n g in die U r n e zu rückge leg t w u r d e n oder n icht . I ch w a g e 
freilich n i ch t zu behaup t en , daß die A u f g a b e un lö sba r i s t . " 

D i e vo r l i egende U n t e r s u c h u n g g i b t auch e ine A n t w o r t auf d iese A u f g a b e , i n d e m 
geze ig t w i r d , d a ß die s t a t i s t i s che R e i h e in den zwei e r w ä h n t e n Fä l len zwei w e s e n t 
lich ve r sch iedenen Di f fe renzengle ichungen g e n ü g e n m ü s s e n . 
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ZUR S T A T I S T I S C H E N T H E O R I E DER 
L O G I S T I S C H E N F U N K T I O N 

Von K A R L G O L D Z I H E R , B u d a p e s t 

1. D i e in die ve rsch iedens ten a n g e w a n d t e n Gebie te e in t r e t ende logis t ische (au to-
ka ta ly t i sche) F u n k t i o n 

y(x) = * = ^ 

k a n n als e ine gewogene ha rmon i sche M i t t e l b i l d u n g gedeu te t und nach der A r t dieses 

in t e rpo la to r i schen P r o z e s s e s r e c h n u n g s m ä ß i g ve ra l lgemeine r t werden . (Gegenüber 

s te l lung der gese t zesmäß igen u n d der r e c h n u n g s m ä ß i g e n s ta t i s t i schen Ansä tze . ) 

U n s e r e V e r a l l g e m e i n e r u n g en t s t eh t aus de r v o r w ä r t i g e n E x t r a p o l a t i o n solcher 

doppe l t abges tu f t en dynamisch- s t a t i s t i s chen Zah lenre ihen (z. B . säku la re Schwan

k u n g e n der V e r s i c h e r u n g s p r a x i s angehö rende r F o l g e n nach A l t e r s g r u p p e n ) , für 

welche der zeit l iche Ablauf neben einem endl ichen a sympto t i schen G r e n z c x t r e m u m 

auch das V o r h a n d e n s e i n eines, für die e inzelnen G r u p p e n sich cha rak te r i s t i s ch ver

sch iebenden W e n d e p u n k t e s v e r m u t e n läßt. D i e W i e d e r g a b e der T e n d e n z eines im In te r 

vall o . . . co v e r m u t b a r e n W e n d e p u n k t e s k a n n m i t E i n f ü h r u n g eines neuen P a r a 

m e t e r s , d u r c h die V e r a l l g e m e i n e r u n g des h a r m o n i s c h e n A n s a t z e s in F o r m einer ge

w o g e n e n P o t e n z m i t t e l b i l d u n g 

y (*) = [' - rxy\ + (1 — ' ' rx)A] P 

mi t q < o geschehen (s. A k t u á r s k é V ë d y 1930); q = — 1: u r s p r ü n g l i c h e logist ische 

F o r m e l m i t s y m m e t r i s c h e m W e n d e p u n k t . 

2. D i e du rch fo r t l au fende W i e d e r h o l u n g e n ab le i tba ren M o i ^ r ' s c h e n In t ens i t ä t s 

funk t ionen höhe re r O r d n u n g können v e r w e r t e t w e r d e n : o) zu e iner Sys t ema t ik der 

w i c h t i g s t e n s t a t i s t i schen empi r i schen A n s ä t z e , b) m i t A n w e n d u n g der bere i t s eine 

mechan i sche T e n d e n z g l ä t t u n g h ine inb r ingenden A n n ä h e r u n g s f o r m e l n der numer i 

schen Di f fe ren t ia t ion zu b r a u c h b a r e n K r i t e r i e n der A n w e n d b a r k e i t bezw. der K o n 

s t a n t e n b e s t i m m u n g . Die für den a l lgemeinen logis t ischen Fal l ge l tenden Be

z i ehungen (f¿2 = —Qfi^ — r; fiz = — q (i^, f¿4= fi2' f*3> A*2; u s f ) w e ' s e n ' m b e " 

sonde rn d a r a u f h in , w ie einfach das bei de r vo rangehenden B e s t i m m u n g des neuen 

P a r a m e t e r s a u f t r e t e n d e m a r k a n t e t r anscenden te Gle ichungssys tem nach dieser A r t 
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n u m e r i s c h zu lösen is t . — U m f o r m u n g dieser M e t h o d e n fü r die h ö h e r e n V e r h ä l t n i s 

zah len de r endl ichen V e r ä n d e r u n g . 

3. H i n w e i s e auf a n d e r s g e a r t e t e K r i t e r i e n der A n w e n d b a r k e i t . 

4. D i e für d y n a m i s c h - s t a t i s t i s c h e Verg le i chszwecke w ich t i ge E i g e n s c h a f t d e r 

Mafctf/iaiM'schen F o r m e l , d a ß die „ d y n a m i s c h e V e r b e s s e r u n g " ( W e i t e r b i l d u n g d e r 

M o í í r ' s c h e n „ L e b e n s v e r b e s s e r u n g " ) n u r ein E x t r e m u m a n n e h m e n k a n n (s . d i e 

B e r n e r D i s s e r t a t i o n 1922 von Bodenehr), l äß t sich auf die a l lgemein logis t i schen 

A n s ä t z e bei Q < ; o ü b e r t r a g e n ; es sollte die K l a s s e solcher A n s ä t z e a b g e g r e n z t 

w e r d e n . 

5. H i s t o r i s c h e B e m e r k u n g : E i n e A r t log is t i scher F u n k t i o n w u r d e für s t a t i s t i s che 

Zwecke noch v o r Ver hülst d u r c h D. Bernoulli ( C R . 1760) v e r w e n d e t . 

S U R UN P R O B L È M E C A P I T A L DU C A L C U L D E S 
P R O B A B I L I T É S 

P a r S. D U M A S , B e r n e 

L o r s q u e nous u t i l i sons les m a t h é m a t i q u e s p o u r p r é v o i r les phénomènes n a t u r e l s , 

n o u s n o u s p laçons à d e u x po in t s d e vue . A u p r e m i e r , n o u s p a r t o n s de la r e l a t ion d e 

cause à effet ; nous app l iquons la mécan ique ra t ionne l le ; la mécan ique céleste n o u s 

d o n n e u n bel exemple de ce t te mé thode . A u second po in t de vue , nous s u p p o s o n s 

q u e le p h é n o m è n e est d û au h a s a r d ; nous nous se rvons du calcul des p robab i l i t é s e t 

de la mécan ique s t a t i s t i q u e ; la t héo r i e c iné t ique des g a z et la t h e r m o d y n a m i q u e 

just i f ient ce procédé . 

L e s d e u x mé thodes ne sont exac t e s qu ' à la l imi te . D a n s la p r e m i è r e , il f a u t q u e 

le p h é n o m è n e soi t complè t emen t d é t e r m i n é p a r des cond i t ions in i t ia les s imples e t 

p a r u n pe t i t n o m b r e de causes , de p ré fé rence u n e seule. D a n s la seconde, les causes 

son t inf iniment pe t i t e s ; c o m m e n o u s che rchons à p r é v o i r le r é s u l t a t d 'un g r a n d 

n o m b r e d ' épreuves , n o u s supposons que les cond i t ions in i t ia les ne v a r i e n t p a s au 

c o u r s de l ' expér ience ou, du m o i n s , qu 'el les so ien t b ien connues a v a n t t o u t essai . 

C o n f o r m é m e n t à la t endance d u m a t h é m a t i c i e n , nous simplifions les hypo thèse s afin 

de pouvo i r r a i sonner . 

M a i s les phénomènes n a t u r e l s son t complexes et ne se p l ient p a s à nos m é t h o d e s . 

E n t r e nos d e u x e x t r ê m e s , il y a un v a s t e d o m a i n e d a n s lequel les m a t h é m a t i q u e s n e 

n o u s sont que d 'un faible secours . E n pa r t i cu l i e r , s'il es t assez souven t l icite d ' ad -
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E R K E N N T N I S T H E O R E T I S C H E B E G R Ü N D U N G 

DER W A H R S C H E I N L I C H K E I T S L E H R E 1 ) 

Von W . S T E R N B E R G , Bres lau 

Die B e g r ü n d u n g g l ieder t sich in 3 Teile. E s hande l t sich u m die Begriffe „ E r e i g 

n i s " , „Zu fä l l i gke i t " und „Wahr sche in l i chke i t " . 

I . „ E r e i g n i s " im S i n n e der Wahr sche in l i chke i t s t heo r i e bedeute t die Möglichkeit 

des Geschehens oder noch a l lgemeiner die Mögl ichke i t des Seins . Se in is t ta t säch-

' ) Eine ausfuhrlichere Darstellung erscheint als Einleitung zu meinem Buche „Wahrscheinlichkeits

rechnung" (Verlag Vieweg). 
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m e t t r e q u ' u n phénomène est dû au hasard , nous ne pouvons pas lui appl iquer les 

t héo rèmes de Bernoul l i ou de Po i s son , car les événements successifs ne son t pas 

i ndépendan t s . N o u s sommes a ins i condui t s à u n prob lème que nous es t imons capi ta l : 

t r o u v e r des formules ut i l isables lo rsque les événemen t s dépendent les uns des a u t r e s 

e t en pousse r l ' é tude j u squ ' au calcul numér ique . 

P a r m i les n o m b r e u x exemples p rop res à i l lus t re r n o t r e opinion, n 'en ci tons qu ' un : 

le p rob lème du r i sque dans l ' a s surance sur la vie. L a mor t a l i t é dépend dans u n e 

l a rge m e s u r e du h a s a r d , mais d iverses causes , influences météorologiques , ép idémies , 

g u e r r e s , etc. , font que les éca r t s n ' en obéissent pas à la loi de Bernoul l i . 

L e p rob lème se décompose en d e u x su ivan t qu 'on l ' examine sous l 'aspect ma thé 

m a t i q u e ou sous celui des appl ica t ions . Au p r e m i e r po in t de vue , il f a u d r a i t imaginer 

des schémas d ' u rnes dans lesquels la couleur des boules e x t r a i t e s influencerait celle 

des boules à e x t r a i r e , t r o u v e r e n t r e les événemen t s des l iaisons su r lesquelles on 

pu i s se r a i s o n n e r , définir des fonc t ions qui modif iera ient les p robabi l i t és pour ampl i 

fier ou r é d u i r e les é c a r t s , enfin é t u d i e r des lois d ' écar t s a u t r e s que celles de Bernoul l i . 

L e p r o b l è m e n ' es t p a s nouveau ; il se r a t t ache a u x é tudes de Markoff su r les phéno

mènes liés e n chaînes . O n a dé jà quelques fo rmules , ma lheu reusemen t mal adaptées 

au calcul n u m é r i q u e . 

P o u r les app l ica t ions , il f aud ra i t , p a r des s t a t i s t i ques , définir soit la loi des éca r t s 

e l le-même, soi t les fonct ions qui la modifient. 

L e s efforts r éun i s des m a t h é m a t i c i e n s et des p ra t i c i ens ne seront p a s de t r o p p o u r 

r é soud re un p rob lème auss i difficile ; c'est p o u r q u o i nous avons es t imé ut i le d ' a t t i r e r 

l ' a t t en t ion de nos a u d i t e u r s sur l ' impor tance de la ques t ion et, à cet effet, de la 

placer d a n s un cad re généra l . 
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l ieh a l lgemeiner a ls Geschehen . Geschehen is t S i n n in zei t l icher Abfo lge . A u ß e r d e m 
g i b t es abe r ein Se in , bei d e m es auf d e n Zei tbegrif f g a r n ich t a n k o m m t . E i n E r e i g n i s 
im ob igen S i n n e is t a l so n i c h t e t w a s , w a s be re i t s geschehen is t ode r geschieh t . D a s 
w ü r d e d e m gewöhn l i chen S p r a c h g e b r a u c h e en t sp rechen . E s w i r d im Gegente i l ange 
n o m m e n , d a ß es n i ch t geschehen , n i c h t r ea l i s i e r t sei . D i e Fä l l e , d a ß ein E r e i g n i s 
e i n t r e t e n m u ß ode r a n d e r e r s e i t s n ich t e i n t r e t e n k a n n , s ind Grenzfä l le , welche in die 
T h e o r i e m i t e inbezogen w e r d e n . W e n n von W a h r s c h e i n l i c h k e i t (s . u n t e r I I I . ) die 
R e d e is t , so i s t i m m e r die W a h r s c h e i n l i c h k e i t e ines E r e i g n i s s e s in o b i g e m S i n n e 
geme in t . F r a g t m a n z. B . nach de r W a h r s c h e i n l i c h k e i t , a u s e iner U r n e m i t 10 we ißen 
u n d 5 s c h w a r z e n K u g e l n eine we iße K u g e l zu z iehen oder bei e iner M e s s u n g einen 
F e h l e r zwischen — 1 und 4- 1 zu e rha l t en , so s ind d a s offenbar „ E r e i g n i s s e " . 

I I . U n s e r Ere ign i sbegr i f f e n t h ä l t b e r e i t s impl iz i t e den Begriff des Zufal ls . D e n n 
w e n n e t w a s sein k a n n , abe r n i ch t sein m u ß , so is t h i e r m i t schon d ie Zufälligkeit im 
G e g e n s a t z z u r Notwendigkeit e i n g e f ü h r t . W i r sehen die be iden l e t z t g e n a n n t e n Be
griffe a ls D e n k f o r m e n oder in de r K a n t s c h e n A u s d r u c k s w e i s e als „ K a t e g o r i e n " an 
(s . „ K r i t i k der r e inen V e r n u n f t " ) . S i e s ind also ap r io r i s che F o r m e n des Denkens , 
welche es dem V e r s t ä n d e e r s t e rmögl i chen , d ie W i r k l i c h k e i t au fzufassen , sei es in der 
e inen ( N o t w e n d i g k e i t ) , sei es in de r a n d e r n (Zufä l l igke i t ) F o r m . S i e s ind dahe r für 
uns logische Grundbegr i f f e , d ie n ich t a u s a n d e r e n Begr i f fen abge le i te t zu w e r d e n 
b rauchen . D i e K a t e g o r i e der Kausalität k a n n als e ine b e s o n d e r e A r t der N o t w e n d i g 
kei t ge l ten . F a ß t m a n näml ich ein „ G e s c h e h e n " , d. h. ein Se in in e iner b e s t i m m t e n 
Ze i tabfo lge (s . o . ) , im S i n n e de r N o t w e n d i g k e i t auf, so w i r d die N o t w e n d i g k e i t zur 
K a u s a l i t ä t . D a n a c h e r sche in t d ie N o t w e n d i g k e i t als de r a l lgemeinere , die K a u s a l i t ä t 
a ls der speziel lere Begriff (viel leicht in e inem g e w i s s e n Gegensa tz zu K a n t ) . 

I m R a h m e n der K a n t s c h e n E r f a h r u n g s t h e o r i e ( „ K r i t i k der r e inen V e r n u n f t " ) 
spiel t d ie K a t e g o r i e der Zufä l l igke i t n i ch t e ine so en t sche idende Rol le wie die 
K a u s a l i t ä t . Dies i s t h i s to r i sch b e g r ü n d e t . D e n n die ganze P h y s i k zu r Zei t K a n t s 
w a r auf dem P r i n z i p der K a u s a l i t ä t a u f g e b a u t . A n d e r e r s e i t s w u r d e K a n t d u r c h eine 
K r i t i k de r H u m e s c h e n K a u s a l i t ä t s l e h r e zu se inem W e r k e ange reg t . D ie A u f g a b e des 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t s t h e o r e t i k e r s a b e r i s t es n u n g e r a d e , das P r i n z i p der Zufä l l igke i t 
zur G e l t u n g zu b r i n g e n . 

Al s D e n k f o r m e n , d. h. als me thod i sche P r i n z i p i e n der A u f f a s s u n g s w e i s e , bi lden 
N o t w e n d i g k e i t und Zufä l l igke i t offenbar Gegensä t ze . I n de r W a h r s c h e i n l i c h k e i t s 
r e c h n u n g t r e t e n sie j edoch in e ine a n d e r e B e z i e h u n g zu e inander . H i e r e r sche in t die 
Zufä l l igke i t al lein als das a l lgemeine f u n d a m e n t a l e P r i n z i p u n d d ie N o t w e n d i g k e i t 
(ebenso auch die U n m ö g l i c h k e i t ) a ls e in Grenzfa l l . 

G e b r a u c h t m a n z u r E r l a n g u n g von N a t u r e r k e n n t n i s s e n die D e n k f o r m der N o t w e n -
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digke i t , d ie h ier zu r K a u s a l i t ä t w i r d , so e rhä l t m a n „ N a t u r g e s e t z e " von der A r t des 

N e w t o n s c h e n Grav i t a t ionsgese tzes . L e g t m a n die D e n k f o r m der Zufäl l igkei t zu

g r u n d e , so k o m m t m a n zu „Wahr sche in l i chke i t s aus sagen" , wie sie z. B . in der k ine 

t i schen Gas theor i e oder in der Q u a n t e n m e c h a n i k auf t re ten . A u ß e r d e m g e w i n n t m a n 

noch s o g e n a n n t e „ E r h a l t u n g s s ä t z e " , z. B . d a s Gesetz der E r h a l t u n g der E n e r g i e . 

E i n E r h a l t u n g s g e s e t z ha t , vom m a t h e m a t i s c h e n S t a n d p u n k t aus , immer die Bedeu

t u n g e iner Gle ichung für e inen „ M i t t e l w e r t " . 

I I I . D e r M a t h e m a t i k e r , der alle Dinge auf Zahlen zu rückführ t , m u ß auch die 

„ W a h r s c h e i n l i c h k e i t " als eine Zahl definieren: D i e Wahrsche in l i chke i t eines E r e i g 

nisses i s t eine dem E r e i g n i s s e zugeordne te Zahl . S ie g e n ü g t gewissen A x i o m e n , 

welche die G r u n d l a g e der m a t h e m a t i s c h e n Wahrsche in l i chke i t s l eh re bi lden. Als A x i o 

m e n s y s t e m k a n n m a n das von B o h l m a n n ( E n z . d. ma th . W i s s . , Bd. I , Abschn i t t „ V e r 

s i c h e r u n g s m a t h e m a t i k " ) angegebene benutzen . 

V A L E U R S M O Y E N N E S D E S Q U A N T I T É S QUI 
V A R I E N T A V E C LE T E M P S 

P a r B . H O S T I N S K Y , B r n o 

Si les lois qui r ég i s sen t l ' évolut ion d 'un sys t ème phys ique sont exac temen t con

nues , les v a r i a t i o n s de ce sys tème peuven t ê t r e définies, p a r exemple , pa r des équa

t ions différentiel les. S i l 'on ne conna î t pas complè tement les lois d 'évolut ion, il faut 

i n t r o d u i r e ce r t a ines p robab i l i t é s ou va leurs moyennes . J e me propose d 'é tudier le 

cas où un po in t M se m e u t su r le segment de l ' axe Ox a l lant de x — a à x = b; la 

pos i t ion de M se ra définie pa r son abscisse x; on a a~Sx^=. b. 

So i t xx l 'abscisse d e M à l ' i n s t an t tx ; nous a d m e t t o n s que la p robabi l i t é pour 

que M se t r o u v e à l ' i n té r i eur du segment infini tésimal (x2, x2 4- dx2) à l 'époque t2 

(fj < i 2 ) soi t égale à <P (xx x2, tx, f 2 ) dx2. L a fonct ion <P (« dens i té de probabi l i t é 

du pas sage de xx à _r0 » ou s implement « p robab i l i t é de passage ») 2. sa t i s fa i t a u x 

condi t ions 
i 

d>{Xl, xt, h, / , ) > < > , I <P(. 'x\ , x,, /,, /2) dxt — i 

b ( 0 

a 
a v e c /, < t < U . 

16 Mathematiker-Kongreß 2 4 I 
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J ' a i m o n t r é 1 ) q u ' o n p e u t c o n s t r u i r e u n e so lu t ion géné ra l e 0 du p r o b l è m e (1). 

C e t t e so lu t ion qu i c o n t i e n t u n e fonct ion a r b i t r a i r e d e t r o i s va r i ab l e s se p r é s e n t e 

sous la f o r m e d ' u n e sé r ie infinie d o n t chaque t e r m e r e p r é s e n t e u n e ce r t a ine p r o b a 

bi l i té de p a s s a g e e t don t la s o m m e d o n n e la p r o b a b i l i t é to ta le 0. U n e telle fonct ion 

0 é t a n t connue , si F (x) es t u n e fonc t ion du p o i n t mobi le M e t si l ' abscisse de M 

à l 'époque t1 es t égale à x v la va l eu r moyenne de F (x) à l 'époque f2 es t égale à 

i 

j F (xt) 0 (xt , x ï , t i , t,) dxt. 
a 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t que le m o u v e m e n t du p o i n t M so i t défini p a r l ' équa t ion 

différentiel le 

dx , . 

R e p r é s e n t o n s les é t a t s du p o i n t M pa r des po in t s figuratifs N d a n s le p l an (x, t). 

L e m o u v e m e n t d e M, d é t e r m i n é p a r un é t a t in i t ia l (x1, tj), s e ra figuré d a n s le p l an 

(x, t) p a r la c o u r b e in tég ra le de (2 ) p a s s a n t p a r le po in t A1 (x1,t1). Cela posé 

soi t 0 (xv x2, t l t t2, s) une fonct ion qu i sa t i s fa i t a u x cond i t ions ( 1 ) et qu i dépend 

non seu lement des coordonnées xlt x2, t v t2 (t1 <. t2) ma i s aus s i d 'un p a r a m è t r e £ ; 

supposons que l 'on a i t lim 0 (xlt x2, t v t2, e) — o sauf d a n s le cas où le po in t 

s=o 

^ 2 (x2> ts) e s t s i t u é su r la cou rbe i n t ég ra l e de l ' équa t ion (2 ) qu i passe p a r A^(xv i 1 ) . 

D a n s ce cas le m o u v e m e n t du p o i n t M ' e s t d é t e r m i n é (pour l im e = o) p a r l ' é ta t 

in i t ia l (xlt f t ) ; M se t r o u v e d a n s la pos i t ion x2 à l ' i n s t an t i 2 . A i n s i la loi de m o u v e 

m e n t e x p r i m é e p a r (2) co r re spond à un cho ix pa r t i cu l i e r de la fonct ion 0 qu i donne 

les p robab i l i t é s de p a s s a g e et qu i sa t i s fa i t a u x cond i t ions ( 1 ) . 

Des c i r cons tances ana logues se p r é s e n t e n t q u a n d on é t u d i e l 'évolut ion d 'un sys tème 

va r i ab le qui dépend de p lus i eu r s p a r a m è t r e s . L a fonc t ion 0 qu i donne les p robab i l i t é s 

de p a s s a g e dépend a lo r s de p lu s i eu r s va r i ab l e s ; il f au t r e m p l a c e r les in t ég ra l e s s imples 

qu i figurent dans ( 1 ) p a r des in t ég ra l e s mul t ip les . E t en cho i s i s san t la fonct ion <P d 'une 

m a n i è r e convenab le on a r r i v e au cas où l 'évolut ion du sys t ème est définie p a r des 

équa t i ons différentiel les . 

') B. Hostinsky : Sur une équation fonctionnelle de la Théorie des probabilités (Publications de la Faculté 
< v s Se. de l'Univ. Masaryk. n° 156). Brno, 1932. 
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S U R LES F O N D E M E N T S DE L ' É C O N O M I Q U E 
R A T I O N N E L L E 

P a r E D O U A R D G U I L L A U M E , Neuchâ te l 

P r é s e n t a t i o n d 'un o u v r a g e in t i tu lé Sur les Fondements de l'Economique ration

nelle, de M . Georges Gui l l aume, avec une T h é o r i e m a t h é m a t i q u e de M. E d o u a r d 

Gui l l aume. D a n s cet o u v r a g e , les a u t e u r s fonden t l 'Economique ra t ionnel le sur deux 

p r inc ipes : 

i ° Le principe de la conservation des masses, de Lavo i s i e r . 

2° U n nouveau p r inc ipe auque l les a u t e u r s donnen t le nom de principe de la con

servation économique de la valeur ou de l'interdépendance universelle des prix de 

revient. 

Ces d e u x p r inc ipes condu i sen t à d e u x sys tèmes d ' équa t ions différentielles de la 

p r o d u c t i o n , qu i p e r m e t t e n t de d é t e r m i n e r t o u s les p r i x de rev ien t en fonction de l 'un 

d ' e u x p r i s comme u n i t é : celui de l 'or. 

O n en dédu i t des r e l a t ions i m p o r t a n t e s . L e s tock d 'o r e t une fonct ion exponent ie l le 

du t e m p s . I l s 'accroî t , su r des moyennes d e longue durée , à ra i son composée de 3 % 

l 'an. P o u r qu ' i l y a i t équi l ibre économique , tou tes les p roduc t i ons devra ien t s 'ac

c ro î t r e s u i v a n t le m ê m e fac teur exponent ie l , ce qui est impossible à la longue, d'où 

des cr i ses p lus ou m o i n s pé r iod iques . P o u r la m a j o r i t é des mines d'or, la q u a n t i t é 

d 'o r e x t r a i t e p a r t ê t e de m i n e u r et pa r j o u r est vo is ine de 4 g r a m m e s . C 'es t le 

« sa la i re b r u t e m o y e n » d 'un m i n e u r , avec lequel non seulement il doi t v iv re , mais 

paye r son ou t i l l age et r é m u n é r e r le capi ta l engagé . (E t a lon de sa la i re b ru te . ) A t r a 

vai l égal , les sa la i res do ivent ê t r e é g a u x , p o u r que l 'équi l ibre subs is te . Dès qu' i l y a 

« d i s p a r i t é », il y a m i g r a t i o n d'« h o m m e s - j o u r » p o u r r é t ab l i r l 'équil ibre. ( P a r 

exemple m i g r a t i o n cycl ique e n t r e les mines d 'or du T r a n s v a a l et les cu l tures du 

M o z a m b i q u e . ) 

M . Georges Gu i l l aume a i n t r o d u i t un sys tème de d i a g r a m m e s qui m e t t e n t en évi

dence t o u t e s les d i spa r i t é s i m p o r t a n t e s , pa r t i cu l i è r emen t en t r e les p r i x de revient 

e t les cour s d ' échange . L ' o u v r a g e cont ien t les d i a g r a m m e s de l 'or, du coton et du 

caou tchouc p o u r un g r a n d n o m b r e d 'années . L a concordance des d i a g r a m m e s avec 

les cr i ses et les cour s cotés en b o u r s e s est r emarquab l e . I ls fo rmen t un sys tème de 

p rév i s ion . 
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ELASTICITÀ L I B E R A ED ELASTICITÀ VINCOLATA. 
A P P L I C A Z I O N I DEL C O N C E T T O DI E L A S T I C I T À 
V I N C O L A T A 

D i E N R I C O V O L T E R R A , R o m a 

Accenno ad un n u o v o m e t o d o a p p r o s s i m a t o di s tud io delle de formaz ion i dei solidi 

e las t ic i , che conduce in m o d o s i s t emat i co e semplice alla soluzione di va r i p roblemi 

d i s t a t i ca elast ica. I l m e t o d o che ch iamo di „elasticita vincolata" si basa su speciali 

ipotesi , f r u t t o dell ' in tu iz ione che in mol t i cas i le deformazioni dei corpi elastici 

a v v e n g a n o a p p r o s s i m a t i v a m e n t e in modo da esc ludere alcune deformazioni , come se 

es i s t e sse ro speciali vincoli i n t e rn i . Sono tal i vincol i i n t e rn i che, togl iendo u n a cer ta 

l ibe r tà a l s i s t ema, p roducono la semplificazione del p u n t o di v i s t a anal i t ico e pe r 

m e t t o n o al calcolo di p rocedere po i nella m a n i e r a la p iù r igorosa . 

Cosi , p e r r i f e r i r c i alle p iù i m p o r t a n t i appl icaz ioni p ra t i che , nel caso di u n a t r a v e 

p r i s m a t i c a o di u n a rco , v ige , con a p p r o s s i m a z i o n e sufficente da po te r lo a s sumere 

come vincolo geome t r i co , un p r inc ip io di conse rvaz ione delle sezioni piane, normal i 

alle gene ra t r i c i . B a s t a a m m e t t e r e tale v incolo , per r i d u r r e il g r a d o di l iber tà del 

s i s t ema e semplificare nello s t e s so t empo la so luz ione anal i t ica del p rob lema. 

R i f e r i a m o il corpo ad u n a d a t t o s i s t ema di co rd ina te o r togona l i , curvi l inee o 

ca r t e s i ane , e p o n i a m o le componen t i u, v, w dello spos t amen to s o t t o la forma : 

( i ) u = a1 + a2x+a3y; v = b 1 + b2 x + b3y; w= c1 + c2 x + c3y 

ove (jj, a2, a3, b v b2, ba, c v c2, c3 sono nove funzioni della va r iab i le z che si t r a t t a 

d i d e t e r m i n a r e . V o l e n d o s t u d i a r e le de fo rmaz ion i del co rpo pe r spos tament i d i una 

delle e s t r e m i t à , a m m e t t i a m o che l 'equi l ibr io i n t e r n o cor r i sponda ad u n a m i n i m o della 

funzione potenz ia le . Q u e s t o d à luogo a nove equazioni differenziali o rd ina r i e 

omogenee a coefficienti cos tan t i d e t e r m i n a t r i c i delle nove funzioni incogni te nella 

va r iab i le z. 

V o l e n d o s t u d i a r e le de fo rmaz ion i del co rpo pe r effetto di forze es te rne agen t i su 

di esso, dopo ave re e sp res so le componen t i dello s p o s t a m e n t o s o t t o la f o r m a ( i ) 

pon i amo , come condiz ioni d i equi l ibr io i n t e rno , quella pe r la qua l e la va r iaz ione 

della funz ione potenz ia le eguag l i a il l avoro delle forze agen t i . S i a r r i v a in ques to 

caso ad equaz ion i differenziali , non più omogenee , m a con secondo membro . 

Nel lo s t u d i o d i r e t t o dell ' a z ione di forze concen t ra t e si cad rebbe in fo rmule con

t enen t i e lement i infiniti d i difficile m a n e g g i o anal i t ico. E poss ibi le r i so lvere anche 
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ZUR S T A T I K U N D D Y N A M I K E L A S T I S C H E R 
P L A T T E N 

V o n H A R R Y S C H M I D T , K o t h e n und L e i p z i g 

U n t e r den b e k a n n t e n e i n s c h r ä n k e n d e n V o r a u s s e t z u n g e n r e d u z i e r t sich die T h e o r i e 

der s t a t i s chen P l a t t e n b i e g u n g auf die B e h a n d l u n g von R a n d w e r t a u f g a b e n für d ie 

l ineare Di f fe ren t i a lg le i chung 

JJw — --~-p (x,f) bzw. -p (r, cp), 

wobei w d ie D u r c h b i e g u n g , N d ie Biegungss te i f igke i t sowie p die L a s t v e r t e i l u n g 

bedeu te t , und wobe i die R a n d b e d i n g u n g e n d u r c h d ie S t ü t z u n g s w e i s e des P l a t t e n 

r a n d e s b e s t i m m t s ind . I s t d ie B e l a s t u n g zeit l ich ve rände r l i ch , so haben w i r es m i t 

der G le i chung 

d* w . N . , i . . , i 

zu t u n , falls die T r ä g h e i t s w i r k u n g der L a s t v e r n a c h l ä s s i g t und m i t Q d ie P l a t t e n 

m a s s e p r o F l ä c h e n e i n h e i t beze ichne t w i r d ; zu den R a n d b e d i n g u n g e n t r e t e n j e t z t 

noch v o r g e s c h r i e b e n e A n f a n g s w e r t e von w u n d h inzu . V o n e in igen w e n i g e n 

e l e m e n t a r lösba ren Spezia l fä l len abgesehen , i s t es b i s h e r übl ich gewesen , d ie S t ö -
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q u e s t o caso r i c o r r e n d o al s eguen t e ar t i f ic io: s u p p o r r e r i p a r t i t o u n ca r ico v a r i a b i l e , 

nu l lo d a p p e r t u t t o , m e n o che in u n c e r t o t r a t t o che si fa d i m i n u i r e indef in i t amente 

f acendo c o n t e m p o r a n e a m e n t e c rescere in quel la r eg ione il car ico . A l l imi te si g i u n g e 

ad u n ca r i co c o n c e n t r a t o . Ne l l a so luz ione h o ce r ca to di e s p r i m e r e l ' i n t eg ra l e in m o d o 

d a f a r e r i s u l t a r e l ' az ione del ca r ico in un p u n t o , q u a l u n q u e fosse la sua pos iz ione . 

I l m e t o d o e spos to , p r e s e n t a qua lche ana log ia con quel lo del D e S a i n t - V e n a n t : in 

u n o s i p a r t e d a ipotes i special i sulle t ens ion i , n e h ' a l t r o da ipotes i special i sugl i 

s p o s t a m e n t i . T a l e u l t i m o m e t o d o non p r e t e n d e di r a g g i u n g e r e il g r a d o di pe r f ez ione 

dell ' a l t r o , ha t u t t a v i a il g r a n d e v a n t a g g i o di m e t t e r e bene in ev idenza fin da p r i n c i p i o 

ciò che è ipotes i e ciò che è calcolo r i go roso . 
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rungs funk t ion p in e ine Re ihe oder Doppe l re ihe zu entwickeln oder doch wen igs t ens 
p a r t i k u l ä r e I n t eg ra l e der homogenen Gle ichung in R e i h e n f o r m zur E r f ü l l u n g der 
N e b e n b e d i n g u n g e n e inzuführen . F ü r die so gefundenen Lösungen muß dann n a t ü r 
lich d ie Mögl ichke i t des A u f t r e t e n s solcher Reihen bzw. Doppcl re ihen d u r c h a u s 
offen bleiben, d ie lediglich auf den gewähl t en L ö s u n g s w e g zurückzuführen , an sich 
abe r v e r m e i d b a r , a l so durch geschlossene A u s d r ü c k e bzw. einfache Reihen e r se tzbar 
sind. I m Ansch luß an f rühere Veröffent l ichungen habe ich nun eine Methode aus 
gearbe i t e t , die bei l inearen R a n d - und A n f a n g s w e r t p r o b l e m e n auf jene sozusagen 
küns t l iche H e r a n z i e h u n g i rgendwelcher Re ihenen twick lungen wei tgehend zu verz ichten 
und insbesondere die Gesamthe i t aller s ta t i schen und dynamischen Biegungsbean
s p r u c h u n g e n von K r e i s - und Rech teckp la t t en auf einheit l iche W e i s e s t r eng zu behan
deln e r laub t . D ie G r u n d l a g e bi ldet e ine sehr umfassende Klas se komplexer K u r v e n 
in tegra le , de ren A u s w e r t u n g sich auf G r u n d e iner a l lgemeinen Bez iehung in jedem 
Einzel fa l l ä u ß e r s t einfach ges ta l t e t . E i n i g e typische Anwendungsbe i sp ie l e (u. a. die 
v i e r se i t ig e ingespann te Rech teckp la t t e m i t rech teck ig beg renz t em Las t fe ld ) werden 
im V o r t r a g k u r z e r l ä u t e r t ; e ine aus führ l i che G e s a m t d a r s t e l l u n g wird in einer im 
V e r l a g v o n Joh . A m b r o s i u s B a r t h in L e i p z i g e rsche inenden M o n o g r a p h i e „Theor ie 
der P l a t t e n b i e g u n g " gegeben werden . 

By P r o f e s s o r J . L . S Y N G E , T o r o n t o , C a n a d a 

In a pape r w r i t t e n recenti) ' , and no t yet publ ished, I have inves t iga ted the equi
l ibr ium of a too th ( h u m a n o r an ima l ) on t he a s s u m p t i o n t h a t the thin per iodontal 
m e m b r a n e , which lies be tween the too th and the bone , m a y be t r ea ted as an isotropic 
elast ic solid, incompress ib le b u t of finite rigidity. I n t h a t paper , I have applied the 
theory t o the two-d imens iona l case and also t o the case w h e r e the root of the tooth 
is a solid of revolu t ion . I n pa r t i cu l a r , I have inves t iga ted in deta i l the case where 
the roo t is a r igh t -c i r cu la r cone, and the m e m b r a n e is of cons tan t th ickness . 

R o o t s w i t h c i rcu lar sect ions a re not , however , usual , for such a tooth would be 
very w e a k w i t h respect t o forces t e n d i n g t o t w i s t it ab o u t i ts a x i s . In the present 
paper t h e r e is first g iven a s u m m a r y of t he resu l t s of the genera l theory, and these 
a r e then applied t o t he case w h e r e the roo t is conical, b u t not of revolu t ion , and the 

T H E E Q U I L I B R I U M OF 
A G E N E R A L C O N I C A L 
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D A S V E R H A L T E N E I N E S R O H R E S MIT U N R E G E L 
M Ä S S I G E M K R E I S Q U E R S C H N I T T BEI E I N 
W I R K U N G E I N E S K O N S T A N T E N D R U C K E S , 
W E L C H E R G L E I C H M Ä S S I G Ü B E R D I E G A N Z E 
O B E R F L Ä C H E D E S R O H R E S V E R T E I L T I S T 

V o n T S C H A P L I G I N und A R S C H A N I K O F F , M o s k a u 

D a s P r o b l e m w i r d in fo lgender W e i s e ges t e l l t : w i r h a b e n ein R o h r , welches mi t 

zwei e x z e n t r i s c h e n Z y l i n d e r n von den H a l b m e s s e r n r u n d rx b e g r e n z t is t . A u f dem 

ä u ß e r e n K r e i s ( r x ) h e r r s c h t ein k o n s t a n t e r D r u c k 

p = C o n s t . 
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m e m b r a n e is of c o n s t a n t t h i cknes s . T h e p r o b l e m cons i s t s in t h e d e t e r m i n a t i o n of (i) 

t h e d i sp l acemen t e x p e r i e n c e d b y t h e t o o t h w h e n g i v e n forces a r e appl ied t o i t , and 

(it) t h e d i s t r i b u t i o n of p r e s s u r e t h r o u g h o u t t h e m e m b r a n e . F o r a gene ra l conical 

roo t , t h e so lu t ion of t h e p r o b l e m is r educed to the d e t e r m i n a t i o n of sequences of 

g e o m e t r i c a l c o n s t a n t s , w h o s e va lues depend on ly on t h e s h a p e of t h e conical root . 

T h e t h e o r y developed for a g e n e r a l conical r o o t is t h e n appl ied t o the case w h e r e 

t he sec t ion of t h e r o o t is a n equ i l a t e ra l t r i a n g l e — a n idea l i sa t ion of t h e ac tua l sect ion 

of t h e r o o t of t he h u m a n u p p e r cen t ra l t oo th . T h e g e o m e t r i c a l c o n s t a n t s a r e eva lua ted 

expl ic i t ly , a n d hence , for t h i s f o r m of sec t ion, t h e p r o b l e m m a y b e r e g a r d e d a s com

pletely solved. 

F o r a r o o t of a n y shape , w i t h a m e m b r a n e of u n i f o r m t h i c k n e s s , t h e p r e s s u r e p in 

t he m e m b r a n e satisfies A p— 12 fiß/h3, w h e r e A is t h e gene ra l i s ed t w o - d i m e n s i o n a l 

Lap lac i an o p e r a t o r on t he c u r v e d su r face of t he roo t , ¡j, is t h e r i g i d i t y of t he 

m e m b r a n e , ß is t h e n o r m a l c o m p o n e n t of t h e d i sp l acemen t of t he t o o t h , a n d h is t he 

th ickness of t he m e m b r a n e . T h e b o u n d a r y condi t ion is t h a t p shall be equal t o t he 

a t m o s p h e r i c p r e s s u r e a t t he edge of t h e m e m b r a n e . W h e n t h e r o o t is conical , a n d i ts 

su r face t h e r e f o r e developable , t h e so lu t ion of t h i s e q u a t i o n becomes s imple w h e n i t is 

a s s u m e d t h a t the d i s t ance of t h e edge of t h e m e m b r a n e f rom t h e a p e x is cons t an t . 
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E s w i r d ve r l ang t , die dabe i en t s t ehenden Defo rma t ionen zu s tud ie ren , welche 

fo lgendermaßen l a u t e n : 

y tfzv y ò ' w v _ ò'jw 

* * - ò f * ~ òxòy' ""òx* ( 1 ) 

wobei w die b i h a r m o n i s c h e Gle ichung be f r i ed ig t 

A A w = o (2) 

D i e A u f g a b e w i r d gelöst u n t e r Z u g r u n d e l e g u n g der N e u m a n n s c h e n b ipolaren 

K o o r d i n a t e n , welche d u r c h folgende Gle ichung e ingeführ t w e r d e n : 

z = x 4- i y = C - t g y , u — \ A r i n . (3) 

Grenzbedingungen. E s seien Xn , F„ die K o m p o n e n t e n des Druckes , welcher auf 

d a s F lächene lemen t in R i c h t u n g cj, d. h. n o r m a l z u m äuße ren K r e i s e w i rk t , 

r . A u f der i n n e r e n Grenze (r¡ = a) 

XH = o, Y„ = 0. 

2. A u f de r ä u ß e r e n Grenze (r¡ = ß) 

Diese G r e n z b e d i n g u n g e n k ö n n e n fo lgendermaßen darges te l l t w e r d e n : 

òw . . 
I . w = o , = 0 (7j = a .) 

p à cos hß , , sin aß . 
2 ZV zzzzz 4- k -4- n 

cos E 4- cos h ß ^ cos \-\-coshß ' (4) 

òw _ p<?s\nhß , cos Aß 
dr¡ COSE + COSÄ / ? cos £ 4 - c o s A/? 

A ( 1 

o / ? \ c o s Ç 4 - c o s ^ / î , 
(c 8 * cos h ß — k sin h ß) • —g—7^ ¿-¿), 
y r ^ ' ò # \ cos E 4 - cos h ß ! 

w o k u n d n g a n z wi l lkür l iche G r ö ß e n s ind. 
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E s b le ib t solch e ine F u n k t i o n w zu wäh len , welche de r G le i chung A Ava —o 

u n d d e n B e d i n g u n g e n (4) g e n ü g e n k a n n . D iese F u n k t i o n l äß t sich w i e folgt 

a u s d r ü c k e n : 

w sin h («—rj) {cos // a • cos (a—ß) — cos / / 1 ¡ • cos h (i¡—ß)} 
L c o s Ç + c o s ^ ^ (S) 

f sin k (a—r¡) cos h (7;- -/?) — (a—r¡) cos h ( a — ß ) . 

D a b e i i s t d ie k o n s t a n t e G r ö ß e L zu b e s t i m m e n . 

Der Ausdruck für die Spannung. 

E s seien S u n d Z e n t s p r e c h e n d d ie S p a n n u n g s k o m p o n e n t e n in n o r m a l e r und 

t a n g e n t i a l e r R i c h t u n g zu den K r e i s e n r¡ = Cons t , u n d / / — n o r m a l zu den K r e i s e n 

\ = Cons t . 

D a n n h a b e n w i r : 

I . A u f d e r i n n e r e n G r e n z e (tj — a) 

S z=o,Z=zo, 

H ( r 2 - j - r\ - d2 — 2 dr cos £) (r\ — r'! — d2 -f - 2 dr cos £) r\ 

J '"' 2 V+riò[{r-yrìy-d*ì[(r--riy-d*ì ' ' ' 
(6) 

w e n n d=o, d. h. im Fa l l e , w e n n d a s R o h r d u r c h zwei k o n z e n t r i s c h e Zy l inde r be

g r e n z t i s t , e rha l t en w i r d ie F o r m e l v o n L a m é 

H 2r\_ 

p r\ — r r { 7 ) 

2. A u f de r ä u ß e r n Grenze (r¡ = ß.) 

E -- —p, Z—o, 

I - (rj r r 2 — d*+2 dr, cos g) (r\ — r* + d2 + 2 dr, cos g) r2 

* ' " (rx+-rï)[(r~4-riy — d*].{(r — riy — ir] " " W 

2 5 2 
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N E U E R E P R O B L E M E DER T R A G F L Ü G E L 
T H E O R I E 
V o n I. L Ö T Z , G ö t t i n g e n 

Die A u f t r i e b s v e r t e i l u n g für F lüge l m i t bel iebigem U m r i ß und vorgegebener Ver-
w i n d u n g zu be rechnen , is t eine A u f g a b e , d ie wieder e rhöhtes In te res se gewonnen hat . 
N a c h d e m näml ich die U n t e r s u c h u n g der an l iegenden S t r ö m u n g u m den Tragflügel 
für die P r a x i s h in re ichend w e i t ge fö rde r t ist , b e m ü h t m a n sich festzustel len, wann 
und w o z u e r s t ein A b r e i ß e n der S t r ö m u n g a m Tragf lüge l zu e r w a r t e n ist. Zu diesem 
Zweck m u ß m a n den Ver l au f des effektiven Anste l lwinkels längs der Spannwe i t e 
e rmi t t e ln . 

D i e A u f t r i e b s v e r t e i l u n g ist bekann t l i ch d u r c h eine In t eg ra lg le i chung bes t immt . Zu 
ih re r L ö s u n g s ind ve r sch iedene R e i h e n a n s ä t z e gemach t , die immer auf ein l ineares 
Gle i chungssys t em führ ten , dessen L ö s u n g reichlich viel Zei t e r fo rder te . Sobald man 
abe r n ich t die v o r g e g e b e n e l ängs der S p a n n w e i t e ve ränder l i che Tiefe bezw. den 
geome t r i s chen Ans te l lwinke l selber , s o n d e r n eine geeignete F u n k t i o n der Tiefe bezw. 
des Ans te l lwinke l s en twicke l t , e rhä l t m a n nach e in igen U m f o r m u n g e n ein i t e ra t ions
fähiges Sys t em. D i e R e c h n u n g e r l aub t auch ohne wesent l iche Mehra rbe i t , F lüge l mi t 
e iner l ängs der S p a n n w e i t e ve rände r l i chen Prof i lkons tan te zu behandeln. Bei der 
E n t w i c k l u n g der T ie fenfunk t ion in eine F o u r i e r r e i h e m u ß m a n meis t auf eine ge
schlossene L ö s u n g der I n t e g r a l e ve rz ich ten . Die p rak t i s ch vo rkommenden Flügel
fo rmen g e s t a t t e n abe r oft, d ie T i e f en funk t ion du rch N ä h e r u n g s a u s d r ü c k e zu ersetzen, 
die e ine bequeme B e s t i m m u n g der Koeff izienten er lauben. 

D i e v o r s t e h e n d e n U n t e r s u c h u n g e n e rmögl ichen aber n u r festzustel len, wo das ers te 
A b r e i ß e n zu e r w a r t e n ist . D i e b i she r igen E r g e b n i s s e zeigen übr igens e ine gu te 
U e b e r e i n s t i m m u n g von T h e o r i e und M e s s u n g . E i n wesent l ich schwier igeres P r o 
b lem ist d ie B e r e c h n u n g der A u f t r i e b s v e r t e i l u n g , w e n n schon ein bes t immte r Teil 
des F lüge l s abge r i s s ene S t r ö m u n g ha t . E i n e r s t e r Ve r such , d e r a r t i g e Aufgaben zu 
behande ln , is t von m i r für den Fa l l v o n F lüge ln mi t Ausschn i t t en durchgeführ t . 
D u r c h einen v o r d e r e n A u s s c h n i t t in F l ü g e l m i t t e z. B . wi rd die Tiefe des Flügels 
in d iesem Bere ich (der F l ü g e l b r ü c k e ) erhebl ich g e r i n g e r als in den Nachbar te i len . 
D i e B r ü c k e s t eh t d a n n in d e m A u f w i n d der ä u ß e r e n Flügel te i le , hat im Verhä l tn i s 
zu den N a c h b a r t e i l e n g roße w i r k s a m e Ans te l lwinke l und re iß t früh und dann gleich 
s t a r k ab . Z u n ä c h s t w u r d e d a v o n abgesehen , d ie g e n a u e Auf t r i ebsve r t e i lung , welche 
zu der gegebenen F lüge l fo rm gehör t , zu e rmi t t e ln . E s w u r d e v ie lmehr ähnlich wie 
bei den ä l t e r en P r o b l e m e n de r Tragf lüge l theor ie d ie wesent l ich e infachere F r a g e nach 
den V e r h ä l t n i s s e n behande l t , welche den g e r i n g s t e n induz ie r t en W i d e r s t a n d ergeben. 
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ZUR T H E O R I E DER W E C H S E L S T R O M 
S C H A L T U N G E N 

V o n W . C A U E R , G ö t t i n g e n 

E i n e für die E l ek t ro t echn ik , be sonde r s die F e r n m e l d e t e c h n i k wich t ige F r a g e l a u t e t : 

W i e k a n n m a n zu einer gegebenen „ ¿ > M - P o / " - S c h a l t u n g a u s „ t o t e n " Scha l t e l emen ten 

( I n d u k t i v i t ä t e n , O h m s c h e n W i d e r s t ä n d e n und K a p a z i t ä t e n ) alle äquivalenten Schal

tungen finden? Zwei 2n-Pole heißen äqu iva len t , w e n n sie bezügl ich der n z u g ä n g 

l ichen K l e m m e n p a a r e für alle F r e q u e n z e n co = — iX gleiches e lek t r i sches V e r h a l t e n 

zeigen (gleiche c h a r a k t e r i s t i s c h e M a t r i x Z (X) bes i tzen , s. u . ) . S ind O h m s c h e W i d e r 

s t ä n d e n ich t v o r h a n d e n , kennze ichne t m a n den A u f b a u der S c h a l t u n g ledigl ich d u r c h 

die I n d u k t i v i t ä t e n Lst und r ez ip roken K a p a z i t ä t e n Dst der m u n a b h ä n g i g e n S t r o m 

kre i se ( M a s c h e n ) und bese i t i g t d u r c h Z u l a s s u n g idealer T r a n s f o r m a t o r e n die zwi 

schen der phys ika l i schen R e a l i s i e r b a r k e i t de r D,t und Lst bes tehende U n s y m m e t r i e , 

so he iß t d ie A n t w o r t auf ob ige F r a g e : R e p r ä s e n t i e r e n die M a t r i z e n L = (Lsi) und 

D — (Usi) d ie K o n s t a n t e n der m S t r o m k r e i s e e ines 2n-Pols, dessen n zugäng l i che 

K l e m m e n mi t i , 2,. . . , n n u m e r i e r t sein mögen , und dessen m den k le ins ten m i t Z (X) 
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U n t e r B e r ü c k s i c h t i g u n g , d a ß die S t r ö m u n g u m die B r ü c k e und die S t r ö m u n g u m 

die ä u ß e r e n F lüge l t e i l e ve r sch iedenen Gese tzen gehorchen , k a n n m a n e ine A u f t e i l u n g 

des G e s a m t a u f t r i e b e s vo rnehmen . D i e A u f g a b e w i r d d a d u r c h r e d u z i e r t auf die Be

r e c h n u n g des A u f t r i e b s e ines F lüge l s I , dessen S t r ö m u n g abge r i s sen is t , und eines 

F l ü g e l s I I , e ines F lüge l s m i t L ü c k e , der in dem k o n s t a n t e n A b w i n d von I s teh t . 

F ü r d ie w e i t e r e n F o r t s c h r i t t e auf d iesem Gebie te i s t v o r al lem ein e ingehendes 

S t u d i u m des U e b e r g a n g s g e b i e t e s , w o abge r i s sene u n d n i c h t abge r i s sene S t r ö m u n g 

a n e i n a n d e r g r e n z e n , e r forder l ich . E i n i g e theo re t i s che u n d expe r imen te l l e A r b e i t e n 

z u r A u f k l ä r u n g der V o r g ä n g e an d ieser Stel le s ind im K a i s e r W i l h e l m - I n s t i t u t für 

S t r ö m u n g s f o r s c h u n g in G ö t t i n g e n im G a n g e . 

Ausführliche Veröffentlichungen : 

I. Lötz, Berechnung der Auftriebsverteilung beliebig geformter Flügel. 

Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftschiffahrt, 1931, S. 189. 
/. Lötz, Theorie von Flügeln mit Ausschnitten. 

Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftschiffahrt, 1932, S. 410. 
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o . . . o I o . . . o 

1 ••• + ••• + 
a «+2,1 • «„ + 2, m+k 

y &m+k,l <*-m\k, m+k ) 

is t . I s t Z(k) d ie c h a r a k t e r i s t i s c h e M a t r i x des 2n -Po le s , d. h. Zr1 die « - te A b s c h n i t t s 

m a t r i x von (L\-\- Dl*1)-1, so l iefer t die P a r t i a l b r u c h e n t w i c k l u n g von Z(X) in der 

F o r m 

À -f- u>¡ 

w o r i n die Ay M a t r i z e n n i ch t n e g a t i v e r q u a d r a t i s c h e r F o r m e n in n V a r i a b e i n bedeu

ten, ein Beispie l e iner S c h a l t u n g mi t k le ins tem m. Spezielle äqu iva len te Scha l tungen 

e rgeben sich d u r c h A n w e n d u n g des S t ie l t j e sschen K e t t e n b r u c h a l g o r i t h m u s auf die 

M a t r i x Z(X). 
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v e r t r ä g l i c h e n W e r t ha t , so e rhä l t m a n die L'st, D'¡t äqu iva len te r S c h a l t u n g e n und 

z w a r aller äqu iva len ten Scha l t ungen in der F o r m 

V •=. TL* T, D' — T'D* T mi t Z * = ° ) , ¿>* = ( ^ ¿ ) > 

w o r i n L17 Dx M a t r i z e n bel iebiger n i ch t nega t ive r k - re ih iger q u a d r a t i s c h e r F o r m e n 

b e d e u t e n (k ^ o) und T d ie M a t r i x e iner reellen l inearen S u b s t i t u t i o n der Ges ta l t 

I i o o . . . o J 

o i o . . . o 



Mathematisch-technische Wissenschaften und Astronomie 

N O T E S U R LA R E P A R T I T I O N D E S V I T E S S E S D E S 
C O R P S C O M É T A I R E S L O I N T A I N S 

P a r G E O R G E S T I E R C Y , Genève 

So i en t Q la d i s t ance pér ihé l ie , r la d is tance qu i sépare le soleil du p o i n t d ' émer -
f 

gence E de la comète , A = le r a p p o r t de ces d e u x d i s tances . 

L e n o m b r e r é t an t t r è s g r a n d (pa r e x e m p l e 40.000 un i t é s a s t r o n o m i q u e s ) , e t Q 

r e s t a n t in fé r ieure à 4 p o u r les corps cométa i r e s visibles, on a la condi t ion a > « , où 

« = 10.000 ; c 'est là ce qu 'on p e u t appeler la condition de visibilité. 

Si a est l 'angle que fai t la v i t e s se v avec le r a y o n r, on m o n t r e que , p o u r une 

valeur de Q (OU de a) donnée , le d o m a i n e des va leu r s poss ib les de a es t compr i s 

e n t r e a — 90o e t a = « tel que tg* a = j • 

I l s ' ag i t ici des a rcs lo in ta ins des t r a j e c t o i r e s , a b s t r a c t i o n fa i te des p e r t u r b a t i o n s 

u l t é r i eu re s . O n a d m e t t r a que tous les angles a poss ib les sont éga lemen t v r a i s e m 

blables . 

Q u a n t à v, au lieu de fa i re l ' hypothèse de Lap l ace , on a d m e t t r a u n e ce r t a ine v i tesse 

re la t ive v = U, qu ' on p o u r r a appeler vitesse relative „normale", e t don t la fréquence 

se ra i t m a x i m u m ( p a r exemple , U = k m 0,2 ; ce t te va leu r es t s u g g é r é e p a r les ob

se rva t i ons ) ; une a u t r e v i t e s se re la t ive v a u r a i t a lo r s d ' a u t a n t mo ins de p robab i l i t é 

qu 'el le s ' éca r t e ra i t d a v a n t a g e de U. L a loi de p robab i l i t é d 'une v i tesse v p o u r r a i t 

ê t r e r ep résen tée p a r une formule du g e n r e de 

cp (v) dv — e-eb-uï1 dv, 

avec g = 25 p a r exemple ; u n e telle fo rmule donne une courbe de p robab i l i t é en fo rme 

de cloche. 

L a conséquence d i rec te de ces hypo thèses su r a e t v es t que le r a p p o r t des fré

quences re la t ives des o rb i t e s e l l ip t iques e t hyperbo l iques des comètes visibles es t égal 

à 1775, avec U = k m . 0,2. I l f au t r e m a r q u e r qu ' avec r =40.000, les v i t esses v cor

r e s p o n d a n t à des ellipses son t < km. 0,22 a ) . 

Si l 'on a v a i t a d m i s la va leu r U = 10 k m . p a r exemple pour la v i t e s se d i t e „no r 

ma le" , ce t te valeui a p p a r t e n a n t au d o m a i n e des hyperboles , la p robab i l i t é de vo i r 

se réa l i ser des o rb i t e s e l l ipt iques eut é té e x t r ê m e m e n t m i n i m e . 

!) Voir G. Tiercy, Quelques remarques sur le problème des comètes; Commentarii Mathematici Helvetici, 
Vol. IV, p . 202. 
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R O T A T I O N S P E R M A N E N T E S D A N S UN A S T R E 
F L U I D E H É T É R O G È N E EN A N N E A U 

P a r P I E R R E D I V E , C l e r m o n t - F e r r a n d 

N o u s cherchons , d a n s cet te é tude , à géné ra l i se r les t r a v a u x de Laplace, de M m e de 

Kowaleskaya, de Maxwell, et de Poincaré, su r l ' anneau de S a t u r n e . 

Ces s avan t s on t ass imi lé cet a s t r e à u n fluide homogène , a n i m é d 'une ro ta t ion 

d 'ensemble , e t on t pu , dans ces hypo thèses , é tab l i r l ' exis tence d 'une figure d 'équi l ibre 

annu la i r e . 

M a i s on sai t que , p o u r s a t i s f a i r e à u n d e s i d e r a t u m de s tab i l i té , Maxwell a é té 

condu i t à r e p r e n d r e l ' idée de Cassini e t à cons idére r l ' anneau d e S a t u r n e comme 

formé d 'une m u l t i t u d e de g r a i n s de pouss i è re cosmique doués chacun d'une rotation 

propre. 

S a n s nous placer t o u t d ' abord dans le cas spécial de l ' anneau de S a t u r n e , nous 

avons i n t r o d u i t l 'hypothèse de l ' hé té rogéné i t é e t celle de la poss ib i l i té de m o u v e m e n t s 

re la t i fs des é léments ; t o u t en conse rvan t la condi t ion de fluidité, nous nous sommes 

a ins i r approchés de la concept ion de Maxwell. 

N o u s env i sageons u n fluide strat if ié en couches de dens i t é cons tan te , infiniment 

minces , su ivan t des to res d o n t les sec t ions mér id i ennes fo rmen t u n e famil le de 

cercles concen t r iques . N o u s supposons , d e p lus , que la dens i té de cet te m a s s e décroi t 

d 'une m a n i è r e con t inue du cen t r e d 'une sect ion m é r i d i e n n e j u s q u ' à sa pé r iphé r i e . 

Dans ces hypothèses, nous établissons l'existence d'un régime permanent de rota

tions internes capable de maintenir l'anneau fluide dans sa stratification. 

17 Mathematiker-Kongreß 
2 5 7 

L e cho ix de U es t donc d é t e r m i n a n t d a n s l 'hypothèse 

tp(v) = e-eto-W. 

I l fau t cependan t re lever qu ' en réal i té , p a r m i les comètes vis ibles obse rvées , les 

hyperboles son t t r è s r a r e s ; et l 'on est fondé à choisir U = k m . 0 , 2 . M a i s il es t évi

den t q u e le choix de la fonct ion <p (v) r e s t e t r è s a r b i t r a i r e . 
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É T A T L I M I T E , R É S U L T A N T D E S M A R É E S , DU 
M O U V E M E N T D ' U N S Y S T È M E P L A N É T A I R E 

P a r G. K R A L L , R o m a 

D ' a p r è s S i r G. D a r w i n , d a n s le pa s sé e t d a n s l ' avenir des m o n d e s , du sys tème 

sola i re en pa r t i cu l i e r , les marée* on t eu e t a u r o n t u n e influence p e u t - ê t r e essentiel le . 

L e p r e m i e r , il en re leva les effets les p lus i m p o r t a n t s , e t t i r a de leur é tude sys té

m a t i q u e d ' i n t é r e s san t e s conséquences cosmogoniques . 

D a n s p lus i eu r s recherches qui sont devenues c lass iques , non seu lement il fo rmula 

des p rév i s ions s u r le p lus lo in ta in fu tu r , m a i s il fit l ' h i s to i re , depuis la genèse , de 

ce r t a ines p l anè te s , avec d ' i n t é r e s san t e s ré fé rences à la T e r r e e t à la L u n e . 

I l se l imi ta t o u j o u r s , et p o u r ses b u t s cela suffisait , a u cas de d e u x corps . I l 

supposa la m a s s e de l 'un, d é p a s s a n t de beaucoup celle de l ' au t re , de s o r t e que l 'on 

p o u v a i t nég l ige r le m o u v e m e n t du p r e m i e r corps . 

I l p a r v i n t a ins i à r econna î t r e la t endance des o rb i t e s e l l ip t iques à deven i r des 

o rb i t e s c i rcu la i res , e t il r e c o n n u t q u e les du rées des r évo lu t ions t enden t à égaler 

celles de r o t a t i o n . 

I l p a r v i n t ensu i t e à ce t te de rn i è r e conséquence , d ' ap rès u n e sugges t ion de L o r d 

K e l v i n , en t e n a n t compte du fai t éne rgé t i que que les marée s son t accompagnées d 'une 

lente e t incessan te act ion d i s s ipa t ive . E n v e r t u de celle-ci, l ' énerg ie to ta le du sys tème 

se d é g r a d e en s a t i s f a i s an t t o u j o u r s (pu isqu ' i l s ' ag i t de seules ac t ions in t e rnes ) à 

l ' in tégra le des m o m e n t s , j u s q u ' à u n e va leur m i n i m u m qui sa t i s fa i t à la condi t ion 

d ' éga l i t é sus- ind iquée . C 'es t ce qu ' i l eu t à vérifier, en s u p p o s a n t in i t i a l ement et 

d u r a n t t ou t e l 'act ion d i s s ipa t ive , que l 'orbi te é t a i t c i rcula i re . I l posa m ê m e le p r o 

b lème de telle façon que ce t t e hypo thèse p a r a i s s a i t essentiel le . 

P o u r s u i v a n t d a n s ce t t e d i rec t ion il m e fut possible , p a r des e x t e n s i o n s faciles, 

de r e c o n n a î t r e que , d a n s le m o u v e m e n t képlér ien de d e u x corps célestes g r a v i t a n t , 

d o n t le r a p p o r t des masse s est quelconque, et doués chacun de m o u v e m e n t p réces -

s ionnel , o u t r e la t e n d a n c e a s y m p t o t i q u e de la t r a j e c t o i r e à deven i r c i rcu la i re , il a r r i v e 

que les p récess ions t e n d e n t à deven i r des r o t a t i o n s , leurs a x e s de r o t a t i o n t enden t 

à se d isposer n o r m a l e m e n t au p lan du m o u v e m e n t . E n m ê m e t e m p s les v i tesses 

a n g u l a i r e s t enden t à égaler les v i tesses de révo lu t ion . 

U n e a l lure si s imple du m o u v e m e n t l imi te et la facil i té avec laquelle il fut pos 

sible de la p r évo i r , f a i sa ien t p r e s sen t i r que , d a n s le cas des t r o i s corps , on a u r a i t 

pu p a r v e n i r à des r é s u l t a t s éga l emen t s imples . 

11 suffit en effet de r e c o n n a î t r e d a n s l 'a l lure finale du m o u v e m e n t les t r a i t s t yp i 

ques de ce r t a ines so lu t ions d i tes s t a t i o n n a i r e s ou de R o u t h et L e v i - C i v i t a . O n peu t 

258 



Mathematisch-technische Wissenschaften und Astronomie 

2 5 9 

a lors en conclure , sans effectuer de t r op longs calculs, que , d a n s le cas de t r o i s corps 

g r a v i t a n t s doués chacun de m o u v e m e n t précess ionnel , l'effet des marées tend à o r ien

te r le p lan du m o u v e m e n t n o r m a l e m e n t au m o m e n t i n v a r i a n t to ta l de la q u a n t i t é 

de m o u v e m e n t . 

L e m o u v e m e n t o rb i t a l tend ve r s un m o u v e m e n t L a g r a n g i e n , c 'es t -à-di re , les corps 

t enden t à se d i sposer a u x s o m m e t s d ' un t r i ang le equ i la te re , à côtés inva r i ab le s , 

t o u r n a n t avec u n e v i tesse un i fo rme , a u t o u r du cen t re des masses . Les p récess ions 

à leur t o u r t e n d e n t à deveni r des r o t a t i o n s , a y a n t la m ê m e v i t e s se angu la i r e , et les 

a x e s t e n d e n t à se d i sposer n o r m a l e m e n t au p lan du m o u v e m e n t . 

Success ivement , en pa s san t a u p rob lème généra l d 'un sys tème avec un n o m b r e 

quelconque de co rps , je su is a r r i v é à r e c o n n a î t r e 1 ) q u e les o rb i t e s des co rps d ' un sys

t ème p l ané t a i r e su je t à des m a r é e s ou à t o u t e ac t ion d i s s ipa t ive in t e rne , t enden t 

vers des c i rconférences ayan t un cen t re commun , et s i tuées d a n s u n même p lan , b ien 

d é t e r m i n é p a r les données in i t ia les . L e s a x e s des p récess ions d é g é n é r a n t e s ( r o t a 

t ions) t enden t à deven i r no rma le s à ce p lan . Les du rées de ces r o t a t i o n s t enden t 

à éga le r la du rée de la r évo lu t ion . 

*) G. Krall: Mete lontane del moto di un sistema planetario. Rendiconti della R. Accademia dei Lincei 

vol. XV serie 6" fase. 8. Roma 1932. 
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A B S O L U T E FORM DER F U N D A M E N T A L 
G L E I C H U N G E N DER M E C H A N I K U N V O L L 
KOMMEN B I E G S A M E R K O N T I N U A 

V o n B R U N O F I N Z I , M i l a n o 

Die vo l lkommene B i e g s a m k e i t eines K o n t i n u u m s is t d a d u r c h gekennzeichnet , daß 
alle in ihm zu b e t r a c h t e n d e n mechan i schen Angr i f fe sich auf e inen einzigen T e n s o r 
der v o m K o n t i n u u m darges te l l t en M a n n i g f a l t i g k e i t V„ zu rück füh ren lassen ; in e inem 
unvo l lkommen b i e g s a m e n K o n t i n u u m ist d ies n ich t mögl ich, da d ie in ihm au f t r e t en 
den K r ä f t e a u s e inem T e n s o r p a a r b e s t i m m t w e r d e n müssen , das e iner M a n n i g f a l t i g 
kei t Vm a n g e h ö r t , in der die Vn e ingebe t t e t ist , und wovon ein T e n s o r die ör t l iche 
K r a f t d i c h t e und der a n d e r e die ör t l iche M o m e n t d i c h t e cha rak t e r i s i e r t . Dies g i l t in 
e r s t e r H i n s i c h t für e ind imens iona le oder zwe id imens iona le K o n t i n u a , die im Fal le 
vo l lkommener B i e g s a m k e i t als Sa i t en , b z w . als M e m b r a n e n , und im a n d e r e n Fa l l e 
als S t ä b e , b z w . als Schalen angesp rochen w e r d e n . D i e d re id imens iona len K o n t i n u a 
sind in der k lass i schen M e c h a n i k als vo l lkommen b i egsam be t r ach t e t . D a die voll
k o m m e n b i e g s a m e n K o n t i n u a gegenübe r den unvo l lkommen b i e g s a m e n d a d u r c h aus 
geze ichnet e rsche inen , daß sie in mechan i sche r H i n s i c h t d u r c h T e n s o r e n de r von 
ihnen allein da rges te l l t en M a n n i g f a l t i g k e i t V„ c h a r a k t e r i s i e r t w e r d e n können , ge
nießen sie gegenübe r den a n d e r e n auch d ie B e v o r z u g u n g , daß die mechanischen Ge
setze, denen sie u n t e r w o r f e n s ind, in abso lu te r F o r m darges te l l t w e r d e n können , 
d. h. in e iner F o r m , die v o n d e m im K o n t i n u u m gewäh l t en Bezugssys t em u n a b 
h ä n g i g ist . 

D iese r Ber i ch t h a t z u m Ziel, zu zeigen, d a ß die e r w ä h n t e B e v o r z u g u n g aufgehoben 
w e r d e n k a n n u n d w i e auch die Gesetze , denen die u n v o l l k o m m e n b i egsamen K o n 
t i nua un te r l i egen , in abso lu te r F o r m a u s g e d r ü c k t w e r d e n können . M a n e r re ich t dies 
d a d u r c h , d a ß m a n j eden T e n s o r w-ter S t u f e e iner Vm, welcher e ine O r t s f u n k t i o n der 
in der Vm e ingebe t t e t en V„ ist , d u r c h eine G r u p p e von T e n s o r e n c h a r a k t e r i s i e r t , deren 
S t u f e < r ist. S e t z t m a n z. B . m = n 4- i , so i s t ein V e k t o r vP de r Vm du rch einen 
V e k t o r ur de r V« z u s a m m e n m i t e inem S k a l a r X b e s t i m m t : vp = [ur, X) ; für einen 
T e n s o r zwe i t e r S t u f e T P o de r Vm i s t d ie in B e t r a c h t k o m m e n d e G r u p p e a u s e inem 
T e n s o r zwe i t e r S t u f e ur, de r V„ , aus zwei V e k t o r e n Xr und [x^ de r V„ und aus e inem 
S k a l a r v geb i lde t : 7 \ a = (urs, ~Xr, n „ v ) ; u sw. M a n k a n n abe r a u ß e r d e m noch 
Wesenbegr i f fe e in führen , d ie auf die B e t r a c h t u n g der du rch Tps = (urs, Xs) d a r 
ges te l l ten G r ö ß e n a u f g e b a u t s ind . F ü r solche, als z u s a m m e n g e h ö r i g zu b e t r a c h t e n d e , 
T e n s o r g r u p p e n der V„ läßt sich auch die O p e r a t i o n de r A b l e i t u n g definieren, w e n n 
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zwe i q u a d r a t i s c h e Di f fe ren t ia l fo rmen vo rgegeben w e r d e n , d ie sich g e g e n ü b e r j e d e r 

be l ieb igen K o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n i n v a r i a n t e rha l t en . S o i s t z. B . , w e n n m i t ars 

de r F u n d a m e n t a l t e n s o r d e r e r s t en F o r m und m i t brs j ener d e r zwei ten F o r m be

ze ichne t w i r d , d i e A b l e i t u n g von vp = (ur, X) d u r c h vpi¡~(urn— X bri, X/,- + u' bti) 

gegeben . A u f a n a l o g e W e i s e w i r d ein abso lu te r Dif ferent ia lka lkül im Fa l l e m > n 4- i 

he rges te l l t . 

M i t t e l s d ieses A l g o r i t h m u s ge l ing t es leicht, d ie F u n d a m e n t a l g l e i c h u n g e n der M e 

chan ik d e r S a i t e n , sowie de r S t ä b e , de r M e m b r a n e n , sowie de r Scha len in abso lu t e r 

F o r m zu schre iben. Z. B . die G le i chgewich t sbed ingungen e iner Scha le , d ie v o n 

K r ä f t e n angegr i f fen is t , d e r e n ör t l i che D i c h t e Fp ist , w e r d e n fo lgendermaßen ge 

schr i eben : 

7 f p + Fp = o, i f + Ep f „ T* = o. 

D i e K r ä f t e s ind hiebei d u r c h T/p u n d d ie M o m e n t e d u r c h r{p v e r t r e t e n . S e t z t m a n 

in d iesen Gle ichungen rif> = o, so e r h ä l t m a n d a r a u s die G le i chgewich t sbed ingungen 

e iner M e m b r a n . 

A B S O L U T E B E W E G U N G S G L E I C H U N G E N DER 
M E C H A N I K 

V o n A L E X A N D E R W U N D H E I L E R , W a r s c h a u 

I . E s e x i s t i e r t b i she r e igent l ich ke ine T h e o r i e der r heonomen S y s t e m e . F ü r ein 

solches s ind zwei du rch 

(1) q* — ïf (qk,t) , i, k = I , 2, . . . , n , 

v e r b u n d e n e P a r a m e t e r s y s t e m e q', q* d u r c h a u s g le ichberech t ig t , e ine i n t r i n seke m e 

chan i sche B e d e u t u n g k ö n n e n a lso n u r die I n v a r i a n t e n der G r u p p e ( i ) haben . D a s 

selbe g i l t m. m. v o n den n ich tho lonomen S y s t e m e n . F ü r ein solches haben e inen 

mechan i schen S i n n n u r die B i ldungen , d ie sich de r G r u p p e 

(2) dq' — a'k dqk 

g e g e n ü b e r i n v a r i a n t ve rha l t en . V e r e i n i g u n g der be iden S t a n d p u n k t e füh r t z u r E r 

k e n n t n i s , d a ß als absolute mechanische Größen T e n s o r e n zu beze ichnen s ind, d ie 

sich auch u n t e r 

(3) • dx' = a\ dxk - j - IÍ,'dt 
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i m m e r noch so t r a n s f o r m i e r e n , wie bei co' = o. W i r nennen sie s t a rke T e n s o r e n 

(z. B . ~ . ; dagegen ist dx' ke in s t a r k e r V e k t o r ) . Als absolute Mechanik beze ichnen 

w i r die in der S p r a c h e der abso lu ten mechanischen Größen fo rmul ie r te Mechan ik . 

2. D ie absoluten Beivegungsgleichungen für ein beliebiges rheo-nichtholonomes 

System s ind 

(4) ¡^+W¡kv* + Sl = Qi. 

E r k l ä r u n g de r B e z e i c h n u n g e n : 2 T — aik x' xk -} - a¡ x' — A ist die lebendige 

K r a f t des S y s t e m s . Die B i ldungen 

dT 
(5) ïV = r^7 , "tt, ffì = A — a" a¡ak, (a'J aJk = & = >), 

dx' 

e rwe i sen sich als s t a r k e T e n s o r e n , w i r nennen sie bzw. „ L ä n g s g e s c h w i n d i g k e i t " , 

. . F u n d a m e n t a l t e n s o r " und „ Q u e r e n e r g i e " . W i r führen noch die Größen 

°) Wik =- —r~ \ s ,- 2 a , li-/*)!, SÍ = -.—-
2 L di dx* dx' 7 1 J 2 d.r ' 

ein, d ie w i r „ D e h n u n g s t e n s o r " und „abso lu t e Z e n t r i f u g a l k r a f t " nennen. Q{ s ind die 

ve ra l lgemeine r t en K r a f t k o m p o n e n t e n . E n d l i c h ist das s t a r k e kova r i an te Differen

tial <5 du rch 

(7) ' Sv = dvi — vjdx" — y (-
da, -* , da , - ò a * \ ^ 

o í 1 ò d 

definiert . F ü r n ich tho lonome Sys t eme s ind en t sp rechende E r g ä n z u n g e n vo rzuneh 

men, die w i r wegen R a u m m a n g e l n ich t an füh ren können . Al le e ingeführ ten Größen 

lassen sich anschaul ich deu ten und spielen a u ß e r d e m eine fundamen ta l e Rol le in der 

„ r h e o n o m e n " Geome t r i e sich de fo rmie rende r R ä u m e . 

3. S k l e r o n o m i t ä t s b e d i n g u n g m u ß (3) g egenübe r i n v a r i a n t sein ( U n a b h ä n g i g k e i t 

von der Zei t zu fo rdern ist offenbar zu v ie l ) . E s zeigt sich, d a ß sie fo lgendermaßen 

lau te t : 

8) Whl = o ; m = O 

W i r e rha l t en in denselben T e r m i n i die abso lu ten H o l o n o m i t ä t s b e d i n g u n g e n , die 

Bed ingungen für die E x i s t e n z eines „ E n e r g i e i n t e g r a l s " für rheonome S y s t e m e ( im 

wesen t l i chen W = o ) . Glch. (4) führen a u ß e r d e m zu e iner ve rnün f t i gen Klassif ika

t ion der dynamischen S y s t e m e (W = o, ô — o ) . 
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B E G R Ü N D U N G DER D Y N A M I K O H N E V I R T U E L L E 
V E R S C H I E B U N G E N 

V o n E D G A R B . S C H I E L D R O P , O s l o 

E s seien 

\k=i,2, ...,/? 

die h n i ch t -homogene Gle ichungen , d ie zwischen den B e s c h l e u n i g u n g e n eines m a t e 

riellen S y s t e m s von n P u n k t e n bes tehen . B e w e g t sich das S y s t e m in e inem k ra f t 

f re ien Fe ld , so s ind n ö t i g e r w e i s e gewis se B e s c h l e u n i g u n g e n v o r h a n d e n , d ie ( i ) er

füllen. A e u ß e r e K r ä f t e füh ren Aenderungen der Besch l eun igungen he rbe i , und diese 

m ü s s e n 

(2) ]£ "a, y i = o 

erfül len. Zu diesen Gle ichungen , d ie auch die der v i r tue l l en V e r s c h i e b u n g e n s ind, ge 

l ang t m a n hier in sehr na tü r l i che r W e i s e auch im a l lgemeins ten , r h e o n o m e n Fa l l . 

L i e g t n u n ein K r a f t s y s t e m , Y¿, vo r , w o die Besch l eun igungen 

' m i 

von v o r n h e r e i n die Gle ichungen (2) erfül len, so w i r d es s icher als e ine sehr n a t ü r 

liche A n n a h m e gefühl t , w e n n m a n b e h a u p t e t , daß in d iesem Fa l l diese Besch leuni 

g u n g e n auch ta t säch l ich h e r v o r g e r u f e n we rden . D u r c h die A n n a h m e , d a ß solche 

tangierende K r a f t s y s t e m e ih re W i r k u n g g a n z u n g e s t ö r t h e r v o r r u f e n , g e l a n g t die 

R e i b u n g s l o s i g k e i t der F ü h r u n g e n z u m A u s d r u c k . D u r c h W e i t e r v e r f o l g u n g dieses 

G e d a n k e n g a n g e s w i r d m a n b e i n a h e z w a n g m ä ß i g zu fo lgender Erweiterung des Träg-

heitsprinsipes g e f ü h r t : B e i m Feh len ä u ß e r e r K r ä f t e is t d ie B e w e g u n g tangential 

unbesch leun ig t . D a s he iß t : d ie Besch l eun igungen , ¿V, gehören im k r a f t f r e i e n Fa l l 

keinem de r T a n g e n t i a l s y s t e m e (2). D ie n o t w e n d i g e O r t h o g o n a l i t ä t s b e d i n g u n g m u ß 

ina s sengeome t r i s ch h ingesch r i eben w e r d e n , u n d es m u ß desha lb 

2Jm¡ s,-y,-—o 

v e r l a n g t w e r d e n für sämt l i che y{ d ie ( 2 ) erfül len. D a die auch ( 1 ) er fül len m ü s -
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sen, s ind sie e i n d e u t i g festgelegt . W e n n n u n ein wi l lkür l iches , äuße re s K r a f t s y s t e m 

h i n z u k o m m t , k a n n an diesen o r t h o g o n a l e n Besch leun igungen n ich ts geände r t w e rd en . 

E s m u ß desha lb das K r a f t s y s t e m , X¡, in e inen o r thogona len , u n w i r k s a m e n B e s t a n d 

teil , Z,-, und in ein T a n g e n t i a l s y s t e m , Y¿, zer legt werden . Diese Zer legung geschieht 

e indeu t ig , und d a d u r c h w e r d e n die Tangen t i a lbe sch l eun igungen 

und w e i t e r d ie G e s a m t b e s c h l e u n i g u n g e n 

x, — y¡ + l; 

b e s t i m m t . 

D u r c h den sk izz ie r t en A u f b a u ge lang t m a n , wie ich meine , zu e iner D y n a m i k der 

a l lgemeins ten P u n k t s y s t e m e , die als e ine sehr na tü r l i che V e r a l l g e m e i n e r u n g der 

M e c h a n i k des f re ien P u n k t e s und de r e infachen S y s t e m e h e r v o r t r i t t , und die nu r 

m i t den e l emen ta r en V o r s t e l l u n g e n der k lass i schen K r a f t m e c h a n i k a rbe i te t . 

I M P O R T A N C E DE LA G É O M É T R I E D I F F É R E N 
TIELLE P O U R LA D É D U C T I O N D E S É Q U A T I O N S 
F O N D A M E N T A L E S DE LA M É C A N I Q U E 

P a r G O D O F R E D O G A R C I A , L i m a 

L ' é q u a t i o n qui r e p r é s e n t e l 'aire e t la f igure du p a r a l l é l o g r a m m e es t 

(1) C = 2 X -f 2 A <v 

d a n s laque l le y es t le v e c t e u r uni ta i re (versor ) fondamenta l , er le n o m b r e qui m e s u r e 

l ' e space relatif, C es t u n e exp re s s ion a n a l o g u e au qua t e rn ion d e W . Hami l ton . 

L ' é q u a t i o n vec tor ia l définie p a r 

(2) e — o=%/\et 
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p a r dé r iva t ions success ives , c o m m e n o u s l ' avons fait conna î t r e , n o u s condu i t à 

l ' é qua t i on su ivan t la no t a t i on s y m b o l i q u e d e Le ibn i t z , 

(«) 

(3) . uw=2?iz;r[z+Vif,+u: 
qui e s t l ' équa t ion fondamenta le de la M é c a n i q u e Ra t ionne l l e . 

D a n s la a n t é r i e u r 

f / . = : < 0 A jur 

dt 

U p e u t r e p r é s e n t e r la q u a n t i t é d e m o u v e m e n t , ou le m o m e n t d e quan t i t é d e m o u v e 

m e n t , dédu i san t les d e u x équa t i ons card ina les . 

L e s équa t ions universe l les son t 

(4) ^=Ziz:i^+UixJ'»+U^ , = 1,2,3 
Si er e s t fonct ion du t e m p s t, p a r in te rmédia i re d e (e — o) 

de^ der d(e — o) 
( 5 j dt d (e — O) dt 

Mul t ip l i an t p a r la masse 

( 6 ) ~ d r ~ d{e-o) dt + m ^ f ^ U ~ L ^ ^ V - v ) 

V e s t la vé loc i t é du point o . 

D a n s l ' équat ion 

(7) er = x A (e — O) 

(8) z = 2*x 
% t e s t le v e c t e u r uni ta i re (versor) se lon la t a n g e n t e e t le v e r s o r selon la b inor 

m a l e à la c o u r b e g a u c h e . 

L e t h é o r è m e d e Poisson 

(9) t Am h=i,2 

w/, r e p r é s e n t e les véloci tés angu l a i r e s . 
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E n plus n o u s s avons que 

( i o ) sen ßhd(eh— o) = erdah h = i , 2 

ßt e s t l ' ang le du r a y o n v e c t e u r a v e c la t a n g e n t e ; ßt es t l ' angle du r a y o n v e c t e u r 

a v e c la b i n o r m a l e ; 

dah p o u r h = 1 . 2 sont les ang le s qui forment les d e u x t angen t e s e t les d e u x 

b i n o r m a l e s inf îni tement p roches . 

D é r i v a n t l ' équa t ion (7) e t t e n a n t p r é s e n t les équa t i ons (9) e t (10) elle se rédui t à 

P a s s o n s à d é t e r m i n e r les c o u r b u r e s p a r flexion e t p a r tors ion. 

L e s c o u r b e s ind ica t r i ces qui c o r r e s p o n d e n t a u x ve r so r s . 

yh p o u r // = 1 .2 nous c o n d u i s e n t a u x équat ions 

( " ) Zi = i** a ( a u - o,) / / h 2 

d a n s lesquel les u,̂  son t d e n o u v e a u x versors se lon la t a n g e n t e e t la n o r m a l e pr in

c ipale , on d é d u i t q u e 

(13) - 7 7 — — - — - v = | i , A = 1 , 2 . 

A p p e l a n t au v e r s o r d é t e r m i n é p a r 

(H) fti MXrk— + l A =1,2. 
on ob t i en t 

d* e sen ß 

Q u a n d /? — 90 0 p o u r A = 1 ¿y = p , = r a y o n d e c o u r b u r e pa r flexion, p o u r h - 2 

r%. = p . = r a y o n d e c o u r b u r e p a r tors ion. 

2 6 9 



Mechanik und Mathematische Physik 

P o u r t a n t les c o u r b u r e s s e r o n t 

( -6) ^ W = *7T- h = 1>2 

la c o u r b u r e to ta le sera 2 t — r e m p l a ç a n t d a n s la (6) 
• * P* 

/ \ V * -V d(U i/o) , V 2 ^* + > 7 7 f 7 , ^ 11/ „,\ 

Si o e s t fixe V= o £/„ = o . 

Ceci e s t n o t r e t h é o r è m e g é n é r a l qu i t e r m i n e la force to ta le ou le m o m e n t résul 

t a n t d a n s la t héo r i e du m o u v e m e n t curv i l igne . 

Si n o u s faisons %} = o V—O [ 7 0 = o 

d U d U ya 

<l8> — n r - = * > J i B - + - J t U v 

é l e v a n t au c a r r é e t t e n a n t p r é s e n t q u e %\ = i X>= 1 2* ^ 7j ~ ° 

/ x l d U ' \ * i d U \ 2 i i U v \ 2 

Q u a n d 17r e t U r e p r é s e n t e n t les q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t Ur = mvr, U mv 

( 2 0 ) . h r ) = h r ) + ( t t ) 
qui e s t le f a m e u x t h é o r è m e d e H u y g e n s . 

FUNDAMENTAL PROBLEMS OF THE NON LINEAR 
MECHANICS 

By N I C O L A S K R Y L O F F and N I C O L A S B O G O L I Ù B O F F , Kieff ( U k r a i n e ) 

I n t h e t r e a t m e n t of t he different types of v i b r a t i o n s p h y s i c i s t s and eng inee r s 

o r d i n a r i l y reduce the p rob lem to t he s t u d y of so-called L i n e a r V i b r a t i o n s , t h a t is 

of t he v i b r a t i o n s gove rned b y t h e l inear different ial e q u a t i o n s . T h i s fact is d u e 

especial ly t o a g r e a t deve lopmen t of t h e theo ry of l inear d i f ferent ia l e q u a t i o n s which 
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not only possess an a d e q u a t e m a t h e m a t i c a l a p p a r a t u s (Heav i s ide ' s O p e r a t i o n a l Cal

culus) , b u t a l so furn ishes some genera l qua l i t a t ive p rope r t i e s of in tegra l s g i v i n g r i se 

to t he usual no t ions (p roper and forced osci l lat ions, p rope r frequency, resonance etc.) 

of t he l inear theory . 

T h e detai led s t u d y of t he really e x i s t i n g v i b r a t i n g sys tems clearly shows never

theless t h a t t h e mos t p a r t of t hem a r e in fact non linear and the re fo re the j u s t e 

men t ioned no t i ons o u g h t t o be complete ly revised and cor responding ly modified. 

T h i s w o r k w a s u n d e r t a k e n by the a u t h o r s of t h e p re sen t paper w h o have s tudied 

t he p rob lem both f rom qua l i t a t i ve and q u a n t i t a t i v e aspec ts and con t r i bu t ed the re 

fore t o the founda t ion of the Non Linear Mechanics conceived as the Science of 

the genera l p r o p e r t i e s of t he non l inear v i b r a t i o n s ( independent ly of the i r special 

significance in different b r anches of Phys ics and E n g i n e e r i n g ) . O n e p a r t of t he 

r e su l t s of the a u t h o r s conce rn ing the some p rob l ems of R a d i o - E n g i n e e r i n g was 

s u m m a r i s e d in t h r e e success ive communica t i ons t o t h e F r e n c h A c a d e m y of S c i e n c e s 1 ) 

and in one recen t p a p e r : " L e s p rob lèmes f o n d a m e n t a u x de la Mécan ique non l iné

a i r e " ( R e v u e géné ra l e des Sciences p u r e s et appl iquées , 1932). 

T h e resea rches of t h e a u t h o r s a r e concerned pr inc ipa l ly wi th the so-called (in 

R a d i o - E n g i n e e r i n g ) v i b r a t i n g sys tems of T h o m s o n ' s type . 

O n e of t he m o s t d i s t ingu i shed cha rac t e r i s t i c p r o p e r t i e s of such a sys tem is t he 

r e m a r k a b l e cons tancy of t he f requencies of t h e v i b r a t i o n s in these sys t ems which 

is h a r d l y influenced wi th t he e x t e r n a l agencies . 

T h e sys t ems of T h o m s o n ' s type a r e of f r equen t u s e in different b ranches of 

P h y s i c s and R a d i o - E n g i n e e r i n g . T h e wel l -known t r iode osci l la tor (whose pr incipal 

funct ion is t h e t r a n s f o r m a t i o n of t he energy of cons t an t c u r r e n t in to the energy 

of t he a l t e r n a t i n g c u r r e n t of a g iven cons tan t f requency) g ives a typical example 

of such a sy s t em in R a d i o - E n g i n e e r i n g . 

Genera l ly speak ing , t he v i b r a t i o n s exci ted in these T h o m s o n ' s sys t ems a r e a lso 

connected o r d i n a r i l y w i t h the t r a n s i t i o n of the e n e r g y f rom one s t a t e t o the other . 

I t is t o b e no ted t h a t the a m p l i t u d e s of the " p r o p e r " v i b r a t i o n s of t he T h o m s o n ' s 

sys t ems in a free s t a t e ( w i t h o u t e x t e r n a l pe r iod ic forces) a re no t t he a r b i t r a r y 

c o n s t a n t s of i n t e g r a t i o n (as in the " l inea r case" ) b u t can t ake only ce r ta in d iscre t 

" q u a n t i s e d " va lues de t e rmined f rom a cer ta in well defined equa t ion and u n d e r ce r ta in 

cond i t ions these spon taneous " q u a s i - d i s c o n t i n o u s " j u m p s f rom one quan t i sed va lue 

t o t h e o the r a r e al lowed. 

P a r t i c u l a r l y i n t e r e s t i n g and in s t ruc t i ve is t h e behav iou r of T h o m s o n ' s sys t ems 

w h e n the e x t e r n a l per iodic forces a r e applied. 

1 ) Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris, 1932. 
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I n t h i s " f o r c e d " s t a t e bes ides t h e heteroperiodic r eg imes (only w i t h t h e f requen
cies of t h e e x t e r n a l forces) wh ich a r e ana logous t o t he forced v i b r a t i o n s of t h e 
" l i nea r t h e o r y " m a y e x i s t e t he r e g i m e s which can be called autoperiodic r eg imes 
a n d w h e r e appea r a l so t he " p r o p e r " f requencies . 

T h e " p r o p e r " f requency p re sen t s itself as a s u m of a f u n d a m e n t a l t e r m , — l i n e a r 
f requency (depend ing only f rom p r o p e r p a r a m e t e r s of the sys t em) and a t e r m of a 
"fine s t r u c t u r e " influenced by the e x t e r n a l forces. 

T h i s las t t e r m g ives r i s e t o some i n t e r e s t i n g phys ica l p h e n o m e n a , as for e x a m p l e 
t he p h e n o m e n o n of démul t i p l i ca t i on : when the linear frequency varies in the interval 

( w h e r e a the f requency of t he e x t e r n a l force, n and m pos i t i ve i n t ege r s and lXl,„ 
a re re la t ive smal l quan t i t i e s calculated for t he t r i o d e osc i l la tor by t h e a u t h o r s in 
t h e a b o v e men t ioned p a p e r s by t he m e a n s of t h e ana lys i s sufficiently co mp l i ca t ed ) , 

n 
then the total proper frequency is'kept constant and equal to —— a. 

T h i s p h e n o m e n o n is especial ly i m p o r t a n t for n = I , m = 2, 3 . . . 
U n d e r ce r t a in cond i t ions t h e he te rope r iod ic r eg imes a r e g o i n g ins tab le and t h e n 

t h e a u t o p e r i o d i c r e g i m e es tab l i shes itself au tomat ica l ly . 
T h e a u t h o r s h a v e s tud ied in de ta i l these cond i t ions of " s e l f - e x c i t a t i o n " and they 

h a v e s h o w n t h a t , w h e n the l inear f requency is in t he ne ighbou rhood of ( A 4 - Vi)a, 
t h e n the sys tem p r e s e n t e x t r e m e l y favourab le cond i t ions for the a p p e a r a n c e of t he 
p r o p e r v i b r a t i o n s and even in t he sys t ems , w h e r e in t he free s t a t e t h e p r o p e r 
v i b r a t i o n s w e r e a m o r t i s e d , m a y subs i s t e never the less t he s t ab l e a u t o p e r i o d i c r eg ime . 
T h i s fact of t he e x t r e m e favourab leness for t he a p p e a r a n c e of a u t o p e r i o d i c r eg imes 
( r eg imes of t he p r o p e r v i b r a t i o n s ) can be convenien t ly u t i l i sed for m a n y technical 
p u r p o s e s , as for e x a m p l e for t he démul t ip l i ca t ion of t he f requency of an a l t e r n a t i n g 
c u r r e n t and even for t h e e s t ab l i sh ing of a new k ind of electr ical g e n e r a t o r s , a 
des ign of wh ich w e r e calculated by t h e a u t h o r s . All these r e su l t s , he re s u m m a r i s e d 
w e r e ob ta ined by the a u t h o r s by t h e m e a n s of some a d e q u a t e symbolic new methods 
of Non Linear Mechanics wh ich conven ien t ly genera l i se t he H e a v i s i d e ' s O p e r a t i o n a l 
Calcu lus for t he non l inear p rob lems . T h e r e sea rches of t he a u t h o r s a r e detai led in 
one m o n o g r o p h (consecra ted t o t he n e w m e t h o d s in the d o m a i n of the N o n L i n e a r 
M e c h a n i c s ) which will be pub l i shed in t h e n e a r fu tu re . 
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S U R UNE FORME N O U V E L L E D E S E Q U A T I O N S 
D I F F É R E N T I E L L E S DU M O U V E M E N T D ' U N S Y S 
T È M E M A T É R I E L A R B I T R A I R E . A P P L I C A T I O N S 

P a r A N T O I N E B I L I M O V I T C H , B e l g r a d e 

A chaque sys tème maté r i e l -S" de masse s m,-(i=i, 2,..., n) a u x v i tesse v., au 

m o m e n t donné , on peu t fa i re co r r e spondre un espace aux i l i a i r e 5"* de l 'é ta t c inéma

t ique su ivan t . So i t à chaque m o m e n t donné l 'espace S * inva r i ab lement lié avec un 

sys t ème maté r ie l fictif que nous al lons dés igner aus s i p a r S*. Ce sys tème matér ie l 

fictif cons is te en mêmes po in t s ma té r i e l s m a u x mêmes pos i t ions que dans le sys tème 

donné , ma i s les v i tesses v* de ces po in t s maté r ie l s co r r e sponden t à la d i s t r ibu t ion 

des v i tesses d 'un corps solide et r empl i s sen t les condi t ions su ivan tes : 

( 0 

P o u r le corps solide nous posons 

où v* es t la v i t e s se du cen t re d ' i ne r t i e du sys tème fictif, Ù la v i tesse angu la i re 

du corps solide, p. r a d i u s vec teu r du p o i n t m,- p a r r a p p o r t au cen t re d ' iner t ie . 

Ceci posé, nous ob tenons de la condi t ion de l ' e x t r e m u m (1) d eux équa t ions pour 

la d é t e r m i n a t i o n des vec t eu r s v et Q sous la fo rme su ivan t e : 

c c 7 

où v es t la v i tesse du cen t re d ' iner t i e du sys tème 5" et G M et ( J M * les m o m e n t s 

des q u a n t i t é s du m o u v e m e n t du sys tème donné et fictif p a r r a p p o r t à leur centre 

d ' i ne r t i e c o m m u n . L a d e u x i è m e équa t ion donne la poss ib i l i té de dé t e rmine r à chaque 

m o m e n t donné la v i tesse a n g u l a i r e de l 'espace a u x i l i a i r e S*. 

A p r è s cela nous pouvons décomposer le m o u v e m e n t de chaque sys tème matér ie l 

en d e u x m o u v e m e n t s : m o u v e m e n t de l 'espace S* p a r r a p p o r t à l 'espace immobi le 

et m o u v e m e n t des po in t s du sys tème à" p a r r a p p o r t à l 'espace S*. 

P o u r d é t e r m i n e r la t r ans l a t i on et la ro t a t i on de l 'espace S* de même que le mou-
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v e m e n t re la t i f des p o i n t s du sys t ème S p a r r a p p o r t a u S* n o u s p o u v o n s éc r i re les 

é q u a t i o n s différentiel les su ivan t e s : 

Mv'* = ~R, 
C ' 

m. u. + m.[ù, ç] + 2 m. [ÏÏ, 7 ] + m.\~Q [ ~Q, ¿]]=T ( ¿ = 1 , 2 , . . . , » ) . 

où M dés igne la m a s s e to t a l e du sys tème , R la r é s u l t a n t e de forces e x t é r i e u r e s , t le 

t emps , T le t enseu r d ' i ne r t i e du sy s t ème , L le m o m e n t r é s u l t a n t de forces e x t é r i e u r e s , 

u. la v i tesse r e l a t ive de ce po in t p a r r a p p o r t à l 'espace 6"*, R. la force p o u r le 

p o i n t m.. L e p o i n t a u - d e s s u s d ' une l e t t r e dés igne la d é r i v a t i o n vector iel le p a r r a p 

p o r t a u t e m p s . 

N o u s avons d o n n é 1 ) quelques app l i ca t ions de l 'analyse exposée du m o u v e m e n t d 'un 

s y s t è m e ma té r i e l . O n p e u t u t i l i se r les r é s u l t a t s de ce t te m é t h o d e avec succès p o u r 

t r a i t e r le m o u v e m e n t des sys t èmes peu di f férents d 'un sys t ème invar iab le . 

I c i , j e m e p e r m e t t r a i d ' i nd ique r u n e nouvel le appl ica t ion de m é t h o d e exposée . 

N o u s p r e n o n s un sys tème ma té r i e l t o u t à fa i t a r b i t r a i r e et t r a i t o n s les cond i t ions 

nécessa i res p o u r que le sys t ème a i t le m o u v e m e n t de r o t a t i o n en bloc. E n d ' a u t r e s 

t e r m e s , n o u s t r a i t o n s les cond i t ions des r é so lu t ions pa r t i cu l i è r e s Q. = Cons t , d a n s 

l eu r s m o u v e m e n t s re la t i f s . C o m m e d a n s ce cas u = o, u. = o, les équa t i ons diffé

rent ie l les du m o u v e m e n t p a r r a p p o r t au cen t r e d ' ine r t i e p r e n n e n t la fo rme : 

m. [Ó,~p*.} 4- m{ ] = R . ; ( 2 = I , 2, . . 

N o u s nous b o r n o n s au cas où la force n e dépend que de la pos i t ion re la t ive des po in t s . 

L e vec teur Ù é t a n t é l iminé des é q u a t i o n s écr i t es , n o u s ob t enons le sys t ème des 

é q u a t i o n s ne con t enan t que le vec teu r Q et les cons t an t e s . 
— 

L ' a n a l y s e en déta i l d o n n e p o u r r é s u l t a t que le vec teu r Í2 doi t ê t r e c o n s t a n t d a n s 

l 'espace du sys tème a ins i que d a n s l 'espace immobi le . 
!) I. Über den Begriff der Erdachse. Gerlands Beiträge (Köppenheft) 1931. 

II. Sur le mouvement d'un système matériel peu différent d'un corps solide. Belgrade 1931. 
III . Sur la possibilité du mouvement séculaire du pôle terrestre. Belgrade 1932. 

274 



Mechanik und Mathematische Physik 

Ce r é su l t a t ob t enu , s u i v a n t les d i scuss ions de P . Appel l , dans no t re cas généra l , 

d ' un sys tème ma té r i e l t o u t à fa i t a r b i t r a i r e , nous r e t r o u v o n s la condi t ion nécessa i re 

b ien connue p o u r les sys tèmes solides et ayan t des p a r t i e s fluides pour la ro t a t i on en 

bloc de ces sys t èmes . 

S U L P O S T U L A T O F O N D A M E N T A L E DELLA 
S T A T I C A 
D i G I O V A N N I G I O R G I , R o m a 

P e r da r e un f o n d a m e n t o fisico r i g o r o s o alla D i n a m i c a , e affinchè la legge sper i 

men ta l e F = mj non si r i duca a u n a definizione, r i t e n g o necessar io che la t eo r ia ma t e 

m a t i c a delle forze venga sv i luppa ta p r e v i a m e n t e , senza r i f e r imen to a fenomeni di 

mo to . 

A s s u m o come noz ione p r i m i t i v a il filo teso, identificabile per mezzo di un campione 

che si p u ò s u p p o r r e conse rva to negl i Arch iv i , e definisco come filo aven t e la ten

s ione N, u n o che equ iva lga a N fili ident ic i al campione , agen t i in p a r a l l e l o 1 ) . I n d i 

definisco: Forza singola agente su un corpo è qualunque azione fisica i cui effetti 

meccanici (cioè sulla quiete e sul moto del corpo r e l a t i vamen te a qua lunque p ia t t a 

f o r m a e s t r a n e a ; o sullo s t a t o fisico i n t e r n o del co rpo) equivalgano a quelli di un filo 

teso applicato a un certo punto del corpo.11 N e segue l ' identif icazione degli e lementi 

m a t e m a t i c i di u n a forza. E n u n c i o a l lo ra ques to postulato fondamentale: ,,0gni pos

sibile variazione di condizioni fisiche in un sistema di corpi equivale sempre a un 

sistema di forse singole, definibili e misurabili per confronto col filo teso campione." 

P e r ques t a v ia si definiscono le fo rze s ingole A F p roven ien t i da s ingole az ioni 

tìsiche, non ma i la forza to ta le agen t e su un co rpo ; r i t e n g o che la definizione di ques ta 

u l t ima sia, in t u t t o o in p a r t e , convenzionale , pe rchè d ipende da convenzioni a r b i t r a r i e 

c a r a t t e r i z z a r e lo s t a t o nu l lo delle forze . M a la noz ione è sufficiente pe r edificare la 

D i n a m i c a , sulla b a s e della seconda legge di N e w t o n nella f o r m a A F = m A j , la

sc i ando alla legge d ' ine rz ia il suo c a r a t t e r e convenzionale . 

C o m e f o n d a m e n t i della S t a t i c a faccio segu i re la definizione di equi l ibr io delle forze 

( comple t amen te ind ipenden te da quella di qu i e t e ) , e i pos tu la t i su l l ' equ i l ib r io . L o 

sv i luppo u l t e r io re della S t a t i c a si o t t i ene a g g i u n g e n d o i pos tu la t i speciali p r o p r i agli 

en t i che si cons ide rano nei s ingoli capitoli ( p u n t i ma te r i a l i l iberi , solidi r ig id i 

l iber i , vincoli t ip ic i , solidi de formabi l i , etc.) ; g r a n p a r t e di ques t i si possono con

g loba re , come è n o t o , nel p r inc ip io dei lavor i v i r t ua l i . 

*) Questo sviluppo è diverso da quello della „scuola del filo" die Reech e Andrade. 
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L E S T H É O R I E S DE LA M É C A N I Q U E A LA 
L U M I È R E DE LA C R I T I Q U E 

P a r G. C A S A Z Z A , M i l a n 

O n conna î t la con t rove r se qu i eu t lieu a u c o m m e n c e m e n t du siècle p a s s é au su je t 

d u t r a v a i l (W) d ' une m a s s e (m) en m o u v e m e n t , susc i tée p a r L e i b n i t z lequel t r o u v a 

son p r inc ipa l oppos i t eu r en D e s c a r t e s . 

L a d i spu t e p a r a i s s a i t ê t r e i n t e r m i n a b l e , lo rsque d ' A l e m b e r t y i n t e r v i n t p o u r a r r ê t e r 

que les d e u x p a r t i s a v a i e n t t ous d e u x r a i son , sauf que les u n s cons idé ra i en t les 

forces (F) a g i s s a n t comme les espaces ( L ) , les a u t r e s co mme les t e m p s (T). C 'es t 

év iden t qu ' i l y a là u n e m é p r i s e , p u i s q u e la d i spu t e cons i s ta i t p r é c i s é m e n t à décider 

si les forces (F) na tu re l l e s a g i s s e n t c o m m e les t emps (T) ou co mme les espaces (L). 

D a n s le p r e m i e r cas c 'é ta ien t les ca r t é s iens qu i ava i en t r a i son ; t a n d i s que dans 

le d e u x i è m e les p a r t i s a n s de L e i b n i t z l ' empor t a i en t e t les d e u x p a r t i s ne pouva i en t 

a v o i r r a i son t ous les d e u x à la fois . E n effet, seu lement les ca r t é s i ens ava i en t év i 

d e m m e n t r a i son . Cela est d ' a u t a n t p lus v r a i que , même de nos j o u r s , la phys ique 

affirme que la g r a v i t é d a n s la chu t e a g i t c o m m e les t emps (T) [ d a n s l ' a c s e n s i o n . . . 

co mme les espaces ( L ) ] . — Il s 'en su iv i t un t a s d ' a b s u r d i t é s et de v a l e u r s hé t é ro 

gènes con t r ad i c to i r e s ; c ' es t -à -d i re les va l eu r s qu i son t les fonc t ions de l 'espace ( L ) 

et , p a r conséquent , l ' a b s u r d i t é scanda leuse de conse rve r la q u a n t i t é de m o u v e m e n t 

a u t a n t que la force v ive . P r e m i è r e conséquence : 

a ) J e t r a n s c r i s : « U n pro jec t i le , p e s a n t u n e tonne , lancé à la v i t e s se de m. 500, 

quel t r ava i l possède- t - i l ? . . . » — « P r e s q u e de 13 mil l ions de k g m . » répond l 'au

t e u r ( P o l a g i ) . U n susd i t p ro jec t i l e , r é d u i t au po ids de u n kg . de la m ê m e impul 

s ion, a t t e i n d r a u n e v i t e s se 1000 fois p lus g r a n d e , et u n e éne rg i e s é l evan t à 13 b i l 

l ions de k g m . 

b ) D e n ' i m p o r t e quelle force (F) on peu t o b t e n i r un t r ava i l (W) indéfini, en b a i s 

san t indéf iniment la m a s s e 

c) Q u e l 'on suppose q u e la m a s s e ( M ) t o m b e d ' un m è t r e pa r seconde ; la force 

a b s o r b é e es t donc d 'un m è t r e , t a n d i s que celle qui p a r a î t d a n s le sy s t ème es t de 

m. 4,90 ! I l fa l la i t r emplace r l 'un i té de t e m p s (T) p a r l ' un i té d 'espace ( m è t r e ) . C 'es t 

m V2 m' V'2 = t r a v a i l (W) 

(2 V')2 = 2W 

-i(3 Vy = 3W e tc . 

m V2 

m V2 
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t ou t e la phys ique des forces que l 'on a u r a i t dû ré fo rmer , t a n d i s que r i en n ' a é té 

changé . 

d ) E n effet, on ose éc r i r e : ( je t r a n s c r i s ) « Que l est l'effet du cou ran t d 'un 

fleuve la rge de m. 90 et p ro fond de m. 1,80 à la v i tesse d e 1 m. ? » Solu t ion : 

P V2 

— — ==9194 k g m . 
* S 

PV2 

M a i s , de g r â c e , n ' e s t - e l l e pas la même de PH — PL, c ' es t -à -d i re n ' i nd ique -

t-elle po in t le po ids élevé ve r t i ca l emen t à la h a u t e u r H ? M a i s la ques t ion es t posée 

p o u r P se m o u v a n t dans la d i rec t ion hor izonta le . 

LE M O U V E M E N T G Y R O S C O P I Q U E D E S P R O J E C 
T I L E S S T A B L E S 

P a r R O B E R T D ' A D H É M A R , L a m b e r s a r t 

L a not ion d ' a x e d y n a m i q u e d 'équi l ibre , i n t r o d u i t e p a r M . E s c l a n g o n , est inspirée 

p a r une i n tu i t i on p u i s s a n t e , e t elle cons t i tue , j e c ro is , le t e r m e de la théor i e don t 

M . de S p a r r e a posé les fondement s d a n s son m é m o i r e publ ié en 1904. Ce mémoire 

de 1904 es t fondamen ta l , p a r le fa i t que M . de S p a r r e a mis la so lu t ion de l 'équa

t ion différentiel le d u m o u v e m e n t gy roscop ique sous la forme d ' une somme, le p remie r 

t e r m e é t a n t u n e solut ion pa r t i cu l i è r e approchée , e t le second t e r m e con tenan t des 

exponent ie l l es ¿ »?('). 

Ce m é m o i r e a é té r e p r i s et complé té p a r M . de S p a r r e , en 1923 et en 1927, et p a r 

M . C h a r b o n n i e r , en 1927, p a r I n t r o d u c t i o n de ce que l 'on n o m m e l'effet Garn ie r . Ce 

n ' es t pas u n effet phys ique . M . M a u r i c e Ga rn i e r a s implement d e m a n d é une plus 

g r a n d e p réc i s ion dans l ' é tab l i s sement de l ' équat ion. 

C 'es t , au con t r a i r e , u n effet phys ique qu ' a i n t r o d u i t M . E s c l a n g o n lorsqu' i l a 

a t t a c h é une i m p o r t a n c e p r i m o r d i a l e a u x f r o t t e m e n t s l a t é r a u x . I l es t ut i le de com

plé ter les équa t ions de M . E s c l a n g o n , en i n t r o d u i s a n t l'effet G a r n i e r , e t M. S u g o t 

l'a fai t avec hab i le té . 

M a i s cela n ' a pas g r a n d e impor t ance , au po in t de vue des idées fondamenta les 

que M . E s c l a n g o n a voulu m e t t r e en relief. L a no t ion d ' a x e d y n a m i q u e d 'équi l ibre , 

qu ' i l a i n t r o d u i t e , conserve tou t e sa va leu r a b s t r a i t e , quels que soient les effets 
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p h y s i q u e s qu i p e u v e n t se p r o d u i r e , e t ce t t e n o t i o n es t m ê m e i n d é p e n d a n t e , comme 

m é t h o d e , de l'effet G a r n i e r . 

L ' a x e i n s t a n t a n é d e précess ion e t l ' a x e d y n a m i q u e d ' équ i l ib re son t des d ro i t e s 

p a s s a n t p a r le c e n t r e de g r a v i t é , e t je n o m m e c e n t r e i n s t a n t a n é de précess ion et 

c en t r e d y n a m i q u e d ' équ i l ib re les t r aces de ces d ro i t e s su r u n p lan qu i es t p e r p e n d i 

cu la i re s u r la t a n g e n t e , à u n e d i s t ance d u cen t r e de g r a v i t é éga le à un . So i t a la 

t r a c e de l ' axe d u p ro jec t i l e s u r ce plan ; r e p r é s e n t o n s a p a r la v a r i a b l e complexe z. 

L ' é q u a t i o n du m o u v e m e n t gy roscop ique sera , avec des a p p r o x i m a t i o n s valables 

si I s \ es t assez p e t i t : 

L e cen t r e i n s t a n t a n é de p récess ion P es t u n p o i n t défini p a r la va r i ab l e complexe u 

donnée p a r l ' équa t ion finie : 

L e t e r m e d ' a m o r t i s s e m e n t es t A ; P r e p r é s e n t e u n e v i tesse a n g u l a i r e de précess ion , 

et j T ' \ r e p r é s e n t e la v i t e s se a n g u l a i r e d ' aba i s s emen t de la t a n g e n t e . 

L a conna i s sance du po in t P donne des ind ica t ions su r le m o u v e m e n t gyroscopique , 

ma i s l ' é tude n 'es t p a s achevée ; il f a u t i n t r o d u i r e le cen t re d y n a m i q u e d 'équi l ibre , 

qu i est une so lu t ion pa r t i cu l i è r e de ( i ) . 

J e modifie u n peu la concept ion de M . E s c l a n g o n , qu i r epose su r le prolongement 

à l'infini de la t r a j e c t o i r e , e t qu i , p a r su i t e , d e m a n d e u n e d i scuss ion dél icate . J e 

s u b s t i t u e , au cen t r e d y n a m i q u e d ' équ i l ib re , un po in t vois in défini p a r u n e solut ion 

p a r t i c u l i è r e de ( i ) , p a s s a n t p a r celui des po in t s p qu i es t le plus éloigné de l'origine. 

Cet t e so lu t ion pa r t i cu l i è r e £ joue , à peu p rè s , le m ê m e rôle que la so lu t ion p a r t i c u 

l ière de M . E s c l a n g o n , m a i s elle p a r a î t p lus man iab le . L a d i scuss ion du vo i s inage 

des po in t s P et P est i n t é r e s san t e . 

Grâce à l 'emploi de ce t te so lu t ion £, on peu t o b t e n i r une plus g r a n d e préc is ion . 

E t cela me p e r m e t de r e t r o u v e r e t de complé te r ce que j ' a i d i t a n t é r i e u r e m e n t , 

r e l a t i v e m e n t a u p a s s a g e , p o u r le m o u v e m e n t p e n d u l a i r e , de la fo rme oscillatoire à la 

fo rme révolutive a u t o u r de la t a n g e n t e de la t r a j e c t o i r e . 

dz 
— (A — iP)s-\r\z 

( i ) dt 

o — (A — iP)u-\-\x'\. 
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DAS H A U P T P R O B L E M DER Ä U S S E R E N BALLISTIK 
IM L I C H T E DER M O D E R N E N M A T H E M A T I K 

P a r K Y R I L L E P O P O F F , Sofia 

J e p r é s e n t e a u Congrè s l 'ouvrage que je v iens de publ ie r à Le ipz ig sous le t i t r e 

c i -dessus . Bernoulli, d'Alambert, Legendre et Gauss on t posé les problèmes de la 

Ba l i s t i que e t t âché de les r é soudre p a r les moyens de l 'époque. O n a d ' abord recher

ché des fo rmes ana ly t iques de la fonct ion de rés i s t ance qui conduisen t à l ' in tégra t ion 

des équa t i ons du m o u v e m e n t d 'un po in t dans u n mil ieu r é s i s t an t p a r un n o m b r e fini 

de q u a d r a t u r e s . Ce t t e ques t ion a t r o u v é r écemmen t sa solut ion définitive dans les 

t r a v a u x de Jules Brach qu i , en géné ra l i s an t les idées de Galois , fo rme tou tes les 

fonc t ions de r é s i s t ance condu i san t à la solut ion p a r u n n o m b r e fini de q u a d r a t u r e s . 

A ces r eche rches , nous consac rons le chap i t r e I I de l ' ouvrage . 

L ' i n t é g r a t i o n des équa t ions de la Ba l i s t ique dans les condi t ions phys iques du p ro 

b lème ne p e u t ê t r e effectuée que p a r des sér ies infinies. L e s in tégra les peuvent ê t re 

cons idé rées c o m m e fonction, de la va r i ab l e i ndépendan te e t développées su ivan t les 

pu i s sances de l eu rs acc ro i ssements ; elles peuven t ê t r e é tudiées auss i comme fonctions 

des p a r a m è t r e s qu i figurent dans les équa t ions différentielles et les condi t ions init iales 

et qu i on t une signification phys ique , géomé t r i que ou ana ly t ique . Ce de rn ie r point 

de v u e a d o p t é d a n s la Mécan ique Céleste et développé p a r P o i n c a r é a é té négl igé p a r 

les ba l i s t ic iens . N o u s m o n t r o n s l ' in térê t théor ique et p r a t i q u e qu 'on a i t à se placer 

à ce p o i n t de vue . 

C o n s i d é r o n s d ' abord l ' équat ion de l ' hodographe qu i est de la forme : 

d*ZY = f { " ' 1 + t e i i ) d " -

O n l'a é tud iée j u squ ' à p r é s e n t en s ' i n sp i r an t des idées de Cauchy et en développant 

t g — s u i v a n t les pu i s sances de u ou b ien u su ivan t les pu issances de t g —. E n in t ro 

d u i s a n t un p a r a m è t r e À, nous cons idérons l ' équat ion généra l i sée 

T . . . . . . 

et é t u d i o n s tg -— comme fonct ion de k, ce qui condu i t à la ser ie 

t g y = (fo (?/) + X* W + X < W + ••• 
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L e s coefficients <p¡ (u) s o n t des fonc t ions ho lomorphes de w qui s ' ob t i ennen t p a r des 

q u a d r a t u r e s . L ' é t u d e de la convergence de ce t te sér ie es t é t r o i t e m e n t liée à la r e 

cherche des p o i n t s s ingu l ie r s Xg de l ' équat ion de l ' hodographe . Ces p o i n t s sont des 

fonc t ions de u et , d a n s le cas où u ne p r e n d que des va l eu r s réelles, déc r iven t des 

l ignes d a n s le p l an du p a r a m è t r e complexe X, lesquelles, p o u r des va l eu r s finies et 

réel les d u t e m p s , n e coupen t p a s l ' axe réel du plan X. P a r conséquent , on peu t dél i 

m i t e r d a n s le p lan de X un d o m a i n e c o n t e n a n t le s egmen t réel (— i , -(- 1) . L a t r a n s 

f o r m a t i o n con fo rme de ce doma ine s u r un cercle du p lan p, p e r m e t d ' ob t en i r des 

sé r i e s , conve rgen te s p o u r t o u t e s les va l eu r s du t e m p s d 'un in te rva l le a r b i t r a i r e m e n t 

chois i (o , T) et qu i , p o u r la va leu r de p, c o r r e s p o n d a n t e à X = 1 donne la solut ion 

d u p r o b l è m e ba l i s t ique . 

O n peu t al ler p lus loin en r a p p o r t a n t les équa t ions du m o u v e m e n t à u n sys tème 

d ' a x e s y, z d o n t l ' axe des y es t d i r i g é s u i v a n t la ver t ica le en b a s e t l ' axe des z 

s u i v a n t la v i t e s se in i t ia le v0. L e s équa t ions du m o u v e m e n t se ron t d a n s ce cas de la 

fo rme : 

% = g - y f V ) , % = - * ' / » > v = ] / ( / + z j - 4 / * ' s in 2 

avec les cond i t ions ini t ia les r = o, y = o, z = o, y' = o, z' = v0 e t cp—— -(-a, où 

a es t l 'angle de p ro j ec t ion . 

L e s i n t ég ra l e s y', z', y, z son t des fonc t ions ho lomorphes de s i n 2 et peuven t ê t r e 

développées s u i v a n t les pu i s sances c ro i s san te s de s i n 2 - ? - . O n a a ins i 

y = y° M + yi W s i n 2 y + y * w s i" 4 \ + - n w s i n 6 \ + - • • • ' e t c -

où y,-(t), Z{ (t) son t des fonct ions ho lomorphes de t qu 'on calcule success ivement 

p a r des q u a d r a t u r e s . S i l 'on ne donne à t que des va leu r s réelles, les p o i n t s s ingu l ie r s 

s i n 2 ~ des sér ies c i -dessus se ron t des fonc t ions d 'un p a r a m è t r e et d é c r i r o n t d a n s 

le p lan du p a r a m è t r e complexe s m ~ - , P o u r * posi t i f et fini, des l ignes qu i ne coupen t 

CD CD 
p a s l a x e reel e n t r e s i n — = — i et sin — = -1- 1. P a r u n e t r a n s f o r m a t i o n confo rme 

2 2 

d u p lan de sin — on a r r i v e à des sér ies conve rgen te s p o u r t o u t e s les va l eu r s de t de 
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l ' in terval le a r b i t r a i r e (o , T > » o ) . N o u s m o n t r o n s que la convergence de ces séries 

est t r è s r ap ide . 

O n é tud ie p a r les m ê m e s mé thodes le m o u v e m e n t dans un milieu à rés i s tance 

va r i ab l e p a r l ' a l t i tude . 

L ' é t u d e de la convergence des sér ies ba l i s t iques é t a n t au cen t re de ces considé

r a t i o n s , une g r a n d e p a r t i e de l ' ouvrage est consacrée à l ' é tude des po in t s s ingul iers 

des in tégra les su ivan t les mé thodes suivies pa r Br io t et Bouque t , H . Po inca ré , 

E . P i c a r d , I v a r B e n d i x s o n e t d ' au t r e s . 

THE M E C H A N I C S OF THE S T A B I L I T Y OF A 
C E N T R A L O R B I T 

By O L I V E R E . G L E N N , L a n s d o w n e , U . S. A. 

T h i s a r t i c le is based u p o n the hypothes i s t h a t a mechanica l a u t o m a t i s m which is 

t he final r e su l t of i n o r g a n i c evo lu t ionary ac t ion in n a t u r e , wil l possess the power 

of se l f - res t i tu t ion in oppos i t ion t o smal l d i s t u r b a n c e s t e n d i n g to d i s r u p t it . Cen t ra l 

o r b i t s a r e example s of such a u t o m a t i s m s ; ( H e r b e r t Spence r ; A. B e r t h o u d ) . 

L e t C be a s e g m e n t of t h e s table o rb i t . T h e r e s t i t u t i ona l ac t ion is represented by 

a set of po la r t r a n s f o r m a t i o n s each of wh ich ca r r i e s a c u r v e of t he field of pe r tu rbed 

o r b i t s , s u r r o u n d i n g C, i n t o C. A t h e o r y of i n v a r i a n t s of these t r a n s f o r m a t i o n s 

leads t o a d e t e r m i n a t i o n of all cen t ra l force func t ions , F ( r ) , t he o rb i t s for which 

r e m a i n s table a f t e r small p e r t u r b a t i o n s by e x t r a n e o u s forces. A genera l formula i s , — 

W = 7 ? [ ~ ? + H <*'> = + 

T h e law of inve r se s q u a r e s of N e w t o n is a p a r t i c u l a r case. 

T h e zone of a s t e r o i d s i l lus t ra tes B o h r ' s T h e o r y of s t a t i o n a r y s t a t e s : T h a t is, the 

zone is found to be l imi ted in respect t o the m i n i m u m sizes of i ts cons t i tuen t s , and 

in i ts pos i t ion in t he so lar sys tem, by the g r a v i t a t i o n a l l aws . A s tab le as tero id in 

so l i ta ry mo t ion upon a nea r ly c i rcular o rb i t , m u s t have a m a s s g r e a t e r t h a n a de te r 

m i n a t e lower l imit . 
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L E S A P P A R E N C E S DE D I S C O N T I N U I T É OU 
D ' I R R É G U L A R I T É EN D Y N A M I Q U E 

P a r E D . H U S S O N , N a n c y 

L e s é q u a t i o n s de la mécan ique , p r i s e s sous la f o r m e de L a g r a n g e , c o n s t i t u e n t u n 

sys t ème l inéa i re p a r r a p p o r t a u x dé r ivées secondes , e t le d é t e r m i n a n t de ce sys tème 

es t le d i s c r i m i n a n t de la f o r m e q u a d r a t i q u e , force v ive , 2 T . 

L e d i s c r i m i n a n t est nu l p o u r les pos i t i ons d ' i n d é t e r m i n a t i o n de la r ep ré sen t a t i on 

p a r a m é t r i q u e , et ces pos i t ions d ' i n d é t e r m i n a t i o n a p p a r a i s s e n t co mme des d iscon

t i n u i t é s du 2 0 o r d r e , ou des i r r é g u l a r i t é s , du sys t ème différentiel du m o u v e m e n t . 

L ' i r r é g u l a r i t é es t u n e a p p a r e n c e a u po in t de v u e phys ique si on p e u t chois i r de 

n o u v e a u x p a r a m è t r e s n e p r é s e n t a n t p a s la s ingu la r i t é . 

L a so lu t ion un ique , c o r r e s p o n d a n t à des cond i t ions ini t ia les fixées, es t r égu l iè re 

ou i r r égu l i è r e p a r r a p p o r t a u x anc iens p a r a m è t r e s . O n p e u t pa r fo i s l ' ob ten i r en 

che rchan t une so lu t ion r égu l i è r e ou d 'un t ype fonct ionnel chois i . 

Ce t t e p a r t i c u l a r i t é se p r é s e n t e p o u r t o u s les p rob lèmes in tegrab les p a r q u a d r a t u r e s . 

L a toupie de L a g r a n g e d o n n e l ' exemple type le p lu s s imple , l o r sque l 'on p rend 

comme p a r a m è t r e s les angles d ' E u l e r , la pos i t ion in i t ia le de l ' axe é t a n t ver t i ca le . 

O n r e n c o n t r e des ques t ions ana logues d ' i r r é g u l a r i t é en che rchan t les so lu t ions 

approchées d 'un sys tème d y n a m i q u e en u t i l i s an t le T h . de P o i n c a r é su r les so lu t ions 

d 'un sys t ème différentiel d é p e n d a n t d 'un p a r a m è t r e X, t r è s pe t i t , et , en r e g a r d a n t 

les cond i t ions d 'appl ica t ion du Th . de P o i n c a r é com me c o n s t i t u a n t le cas régu l ie r . 

S i l 'on p r e n d u n e toupie de L a g r a n g e an imée à l ' i ns tan t in i t ia l d ' une r o t a t i o n 

p rop re de v i t e s se angu la i r e t r è s g r a n d e ro, l ' incl inaison de l ' a x e s u r la ve r t i ca le est 

donnée p a r l ' équat ion du second o r d r e : 

(P 0 
A1 sin B. ~^ = APl s in 2 6— C' w 2 (cos (90 — cos 6) (1 — cos 60 cos 6 + c o s 2 6) 

E n p r e n a n t c o m m e p a r a m è t r e pe t i t X = - ^ ¡ - , l ' équat ion réso lue p a r r a p p o r t à la 
to 

dér ivée seconde a d m e t le po in t X = o com me pôle et es t i r r égu l i è r e p o u r le T h . de 

P o i n c a r é . 

O n r égu la r i s e p a r homothé t i e su r le t e m p s , en p r e n a n t w t, co mme t e m p s a u x i 

l ia i re et on app l ique le déve loppement de P o i n c a r é . 
L ' h o m o t h é t i e s u r le t emps p e r m e t d e t r o u v e r de la façon la p lus s imple t ou t e s les 
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t r a j ec to i r e s approchées à g r a n d e v i tesse , et avec la sécur i té donnée p a r le T h . de 

P o i n c a r é . 

S i l 'on p rovoque des p e r t u r b a t i o n s d a n s le m o u v e m e n t d 'un sys tème en a j o u t a n t 

u n e masse t r è s pe t i t e ou de faible ine r t i e X et don t la posi t ion dépend d 'un ou plu

s i eu r s p a r a m è t r e s re la t i f s , le d i s c r i m i n a n t de la force v ive s 'annule pour X = o, e t 

on ob t i en t u n e nouvel le ca tégor ie d 'appl ica t ions p o u r lesquelles la p e r t u r b a t i o n est 

à pé r iode t r è s cou r t e dans les cas el l ipt iques. 

Ü B E R DIE S T A B I L I T Ä T DER C O U E T T E -
S T R Ö M U N G 

V o n H . S C H L I C H T I N G , Gö t t i ngen 

( A u s dem K a i s e r - W i l h e l m - I n s t i t u t für S t r ö m u n g s f o r s c h u n g , G ö t t i n g e n ) 

D e r folgende k u r z e B e i t r a g zu r T h e o r i e der T u r b u l e n z e n t s t e h u n g g ib t m i t Hi l fe 

der M e t h o d e der kleinen S c h w i n g u n g e n eine S t a b i l i t ä t s u n t e r s u c h u n g der Couet te -

S t r ö t n u n g , a lso de r j en igen ebenen L a m i n a r s t r ö m u n g zwischen zwei para l le len ebenen 

W ä n d e n , die en t s t eh t , w e n n die eine W a n d r u h t und die a n d e r e mi t k o n s t a n t e r 

Geschwind igke i t U in t angen t ie l l e r R i c h t u n g b e w e g t wi rd . Dabe i is t im s t a t i onä ren 

Z u s t a n d die Geschwind igke i t U = U (y) eine l ineare F u n k t i o n des W a n d a b s t a n d e s y. 

D e r zu u n t e r s u c h e n d e n L a m i n a r s t r ö m u n g w i r d eine S t ö r u n g s b e w e g u n g über lager t , 

de ren P a r t i a l s c h w i n g u n g die S t r o m f u n k t i o n <p (y) c ' ' ( a x ~ '?l) = cp (y) e' "• u ~~ 

bes i tz t . X = ^ — i s t die We l l en l änge der S t ö r u n g ; de r Real te i l von ß g ib t die Kre i s -
a 

f requenz , der I m a g i n ä r t e i l von ß die A n f a c h u n g oder D ä m p f u n g der S c h w i n g u n g , 

j e nachdem ob pos i t iv ode r nega t iv . W e g e n c = — ist der Real te i l von c gleich der 
a 

P h a s e n g e s c h w i n d i g k e i t der S t ö r u n g . Al s S tö rungsd i f fe ren t i a lg le ichung e rhä l t m a n 

in d imens ions lose r Sch re ibwe i se 

( I ) [tf—c){<p" — a*<p)— U" cp = —~(cp"" — 2a2cp" + a*<p), 

wobei R d ie m i t der m a x i m a l e n Geschwind igke i t und e iner cha rak t e r i s t i s chen Bre i t e 

des Laminarpro f i l s gebi lde te Reyno ldssche Zahl bedeu te t . D ie R a n d b e d i n g u n g e n sind 

cp — cp'=o an den be iden W ä n d e n , d. i. für y = o und y = j . 
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I m G e g e n s a t z z u m E x p e r i m e n t i s t nach den U n t e r s u c h u n g e n f rühe re r A u t o r e n *) 

d a s Còue t te -Prof i l für alle Reyno ldsschen Zahlen und für alle S t ö r u n g s w e l l e n l ä n g e n 

s tab i l . N a c h e inem V o r s c h l a g von P ro f . P r a n d t l k a n n m a n jedoch zu e iner k r i t i s chen 

Reyno lds schen Zah l für diese S t r ö m u n g ge langen , indem m a n die T u r b u l e n z e n t s t e 

h u n g als e inen Anlaufeffekt au f faß t , d. h., es w i r d de r S t a b i l i t ä t s u n t e r s u c h u n g n ich t 

d ie ausgeb i lde t e s t a t i o n ä r e L a m i n a r s t r ö m u n g z u g r u n d e gelegt , s o n d e r n d ie jen igen 

Geschwindigkei t sprof i le , die nache inande r en t s t ehen , w e n n die eine W a n d aus der 

R u h e h e r a u s sehr plötzl ich in k o n s t a n t e Geschwind igke i t v e r s e t z t w i r d ( A b b . i ) . 

Um 

I 
05 ! \ \ w \ 

\ \ 

1 y-0(2342 

2 • «00684 

3 "0(115 
• • *W1 

5 7-02*35 
6 . -03S3 
7 • «0*72 
8 . =05 

! I \\\ /\ 2\ 3\ * 
\ \ \ 
\ \ , \ 

7 \ ^ \ 8 

! ' t—• 1 I 1 ^ . k 

02 0/* Ofi 0,8 ~£ tO Abb. I . Die neuzeitliche Entwicklung der Grenzschicht: 

(— • — • — Profil mit der' niedrigsten Stabilitätsgrenze) 

( letztes instabiles Profil). 

D i e D u r c h f ü h r u n g der R e c h n u n g schl ießt sich an die U n t e r s u c h u n g e n von 

P r a n d t l T i e t j e n s 8 ) und Tol lmien 4 ) an . M a n b e s c h r ä n k t sich auf die D i s k u s s i o n 

d e r j e n i g e n S t ö r u n g e n , d ie g e r a d e a n der Grenze zwischen S t ab i l i t ä t und L a b i l i t ä t 

l iegen (c re in ree l l ) . F ü r g r o ß e Reyno ldssche Zahlen R läßt sich die a l lgemeine 

L ö s u n g der S t ö r u n g s g l e i c h u n g fas t im ganzen Bere ich der S t r ö m u n g d u r c h die I n 

tegra le der re ibungs losen Gle ichung 

U" 
(2) <p"— aty — ^ — q , — o 

dars te l len . N u r an der Stel le U = c w i r d das vo l l s t änd ige S t ö r u n g s p r o b l e m durch 

') A. Sommerfeld : A t t i d. I V congr . int . dei M a t h e m . R o m 1909. 
R v. Mises: He in r i ch W e b e r Fes t sch r i f t 1912. 
D e r s e l b e : J a h r e s b e r . d. deu tschen M a t h . Ver . 1912. 
L. Hopf: A n n a l e n der P h y s i k 44, 1, 1914. 

2) L. Prandtl: Zs . f. angew. M a t h . u. Mech. I, S. 431, 1921. 
3) O. Tietjens: Zs . f. angew. M a t h . u. Mech . V , S. 200, 1925. 
*) W. Tollmien: G ö t t i n g e r Nach r i ch t en , S . 21, 1929. 
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das re ibungs lose n ich t m e h r a n g e n ä h e r t ; hier bes i t z t die a l lgemeine L ö s u n g der 

Gle ichung (2) e ine S i n g u l a r i t ä t . M a n k a n n deshalb die L ö s u n g des R a n d w e r t p r o 

b lems ers t du rch füh ren , w e n n m a n u n t e r A n n a h m e einer k le inen R e i b u n g mi t Hi l fe 

der vo l l s tändigen Dif ferent ia lg le ichung (1) das V e r h a l t e n der L ö s u n g e n an dieser 

Stel le noch besonder s u n t e r s u c h t . D a d u r c h e rhä l t m a n wei te re g renzsch ich ta r t ige 

L ö s u n g e n , d ie n u r in e iner k le inen U m g e b u n g der „ k r i t i s c h e n " Schicht U — c von 

Einf luß s ind. 

D i e D u r c h f ü h r u n g der R e c h n u n g führ t zu dem Resu l t a t , d a ß die S t a b i l i t ä t s g r e n z e 

m i t w a c h s e n d e m — ans t e ig t (8* = -¡^fUdy = V e r d r ä n g u n g s d i c k e des Prof i l s ) . F ü r 

s 
ô* S* 

al le Profile m i t o^l—<f 0,161 e rg ib t s ich ein b e s t i m m t e s 7? w ä h r e n d für — ^ 0 , 1 6 1 s s 
alle Profi le d u r c h a u s s tabi l s ind (Rk=oo). D ie kr i t i sche Reynoldssche Zahl der 

C o u e t t e - S t r ö m u n g is t gegeben d u r c h die n i ed r ig s t e S t a b i l i t ä t s g r e n z e w ä h r e n d des 

An lau fens . Bi lde t m a n die k r i t i s chen Zahlen mi t d e m A b s t a n d í der be iden W ä n d e , 

s o e rhä l t m a n für — = 0 , 1 1 5 M i n i m u m ( S \ = 19300. Dies i s t a lso nach 
s \ V Ik 

u n s e r e r R e c h n u n g die k r i t i s che Reyno ldssche Zahl der C o u e t t e - S t r ö m u n g (Abb . 2). 

= 0 findet m a n als k r i t i sche Reynoldssche Zahl R^={^—™—J = i , 5 3 . i o : für 

t 
510* 

1Cf 

3-W 

2-10* 

\ 

\ 1 
J 

19300 H 

OßS 0,10 0,15 s 

Abb. 2. Die kritische Reynoldssche Zahl a l s Funktion von 
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S U R LA N O T I O N DE F O R C E EN M É C A N I Q U E 

P a r S . Z A R E M B A , C r a c o v i e 

D a n s ce t t e c o m m u n i c a t i o n , j e m e p r o p o s e s imp lemen t d ' exp l i c i t e r u n e no t ion que 

l 'on fa i t o r d i n a i r e m e n t i n t e r v e n i r d ' u n e façon impl ic i te en m é c a n i q u e des co rps 

c o n t i n u s . 

D ' a p r è s la concept ion o r d i n a i r e de la no t i on de force, u n e force a un po in t d 'appl i 

ca t ion , u n e d i rec t ion et u n e i n t e n s i t é d é t e r m i n é e . E n mécan ique des corps c o n t i n u s , 

la concept ion p r écéden t e de la no t i on de force n e suffit p a s . E n effet, cons idé rons 

p a r exemple u n co rps p e s a n t ; il es t év iden t que le s iège de la p e s a n t e u r de ce corps 

se confond avec l ' ensemble de t o u s ses p o i n t s . Cons idé rons en second lieu u n sol ide 

(C) p longé d a n s u n l iquide ; la p r e s s ion du l iquide su r le sol ide (C) e s t u n effet 

don t le s iège es t c o n s t i t u é p a r la su r f ace de ce corps . I l conv ien t d o n c d ' env i sage r 

en m ê m e t e m p s q u e des forces d o n t chacune a u n p o i n t d ' app l ica t ion u n i q u e e t q u e 

n o u s appel le rons forces concentrées, des forces a y a n t u n e infinité de p o i n t s d 'appl i 

ca t ion e t que n o u s appe l le rons forces non concentrées. P o u r q u e ces d e r n i è r e s pu i s 

sen t i n t e r v e n i r d a n s des théor ies déduc t ives , il es t ind i spensab le d ' a d m e t t r e à l eur 

su je t u n sys t ème convenab le de p o s t u l a t s . P o u r énoncer ces p o s t u l a t s , n o u s a d m e t 

t r o n s les défini t ions s u i v a n t e s : 

i ° U n sys t ème de forces se ra d i t statiquement neutre s i , a p r è s solidification de 

l ' ensemble de ses p o i n t s d 'appl ica t ion , ce sys t ème de forces dev ien t un sys tème de 

forces se f a i san t équi l ib re . 

2 0 D e u x sys t èmes de forces (Sj) et ( 5 2 ) s e ron t d i t s statiquement équivalents s'il 

e x i s t e un t ro i s i ème sys tème de forces (S) tel que chacun des d e u x sys tèmes de 

forces (S) 4 - ( S , ) e t (S) 4 - (S2) soi t s t a t i q u e m e n t neu t r e . 

Voic i m a i n t e n a n t les p o s t u l a t s a u x q u e l s les forces non concen t rées s e ron t s u p 

posées sa t i s fa i r e . 

I . — Il co r re spond à t o u t e force non concen t rée F u n sys t ème fini (S) de forces 

concen t rées s t a t i q u e m e n t équ iva len t à ce t t e force. 

I I . — L o r s q u e d e u x sys t èmes finis de forces concen t rées sont chacun s t a t i q u e m e n t 

équ iva len t s à u n e m ê m e force non concent rée , ils son t s t a t i q u e m e n t équ iva l en t s e n t r e 

e u x . 

I I I - — A t o u t e d iv i s ion de l ' ensemble (E) des po in t s d ' app l ica t ion d 'une force non 

concen t rée F en d e u x ensembles infinis (EJ et (E2), il co r r e spond une décompos i t ion 

p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é e de la force F en d e u x forces non concen t rées Ft et F2 d o n t 

les ensembles des po in t s d 'appl ica t ion co ïnc ident r e spec t ivemen t avec les ensembles 
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(Ej) e t (E2) et , si l'on dés igne a lors pa r (S'y) et (S2) d e u x sys tèmes finis de forces 

concen t rées , r e spec t ivemen t équ iva len t s a u x forces Fx et F2, le sys tème ( 5 t ) -\- (S2) 

se ra s t a t i q u e m e n t équ iva len t à la force F. v 

E n s ' appuyan t su r les pos tu l a t s p récéden t s , on é tab l i r a d 'une façon réel lement 

r i g o u r e u s e les r é su l t a t s c lassiques de la mécanique des corps cont inus . 

S U R UN P R O B L È M E DE M É C A N I Q U E 

P a r M . A K I M O F F , L é n i n g r a d e 

E n g é n é r a l i s a n t le p rob l ème résolu p a r Ca ta lan ( J o u r n a l de M a t h é m a t i q u e s pu res 

et appl iquées , I r e sér ie , t. n , p . 2 1 2 ) , on est condui t à chercher de telles surfaces 

dépolies p a s s a n t p a r l 'hélice donnée avec l ' axe ver t ica l , qu ' un poin t pesant pa rcoure 

ce t te hélice, lo rsqu 'on le pose su r la su r face en un po in t de ce t te courbe et qu 'on 

lui i m p r i m e u n e v i tesse convenable . 

L ' a x e des z é t a n t une ver t ica le , l ' équat ion cherchée, en coordonnées cy l indr iques , 

de la su r face p a s s a n t p a r l 'hélice 

r = V z — so = « <P 

se ra de la fo rme 

* — -0 = « 9 + (r—ro) f Oo> <p) + (r — r0)
2 f1 (r, cp), 

où a = r 0 t g a, a dés igne l 'angle avec le plan hor izon ta l de la t a n g e n t e à l 'hélice, 

/ (r0, cp) es t u n e fonct ion à d é t e r m i n e r e t fx (r, cp) r e s te a r b i t r a i r e , ne devenan t pas 

infinie p o u r r = r 0 . 

O n dédu i t des équa t ions généra les d u m o u v e m e n t cons idéré les équa t ions su ivan tes 

qui réso lvent le p rob l ème 

v—]/g U f{r0, <p) 

et 

(i) ^lpi^ = -2(tga-kfr^^ï/^^), 
Cl cp 

g é t a n t le p o i d s du mobi le ( r 0 , <p, z), v sa v i tesse e t k le coefficient du f ro t t ement . 

L a d i scuss ion de ces de rn iè re s équa t ions est imméd ia t e . 

2 8 7 
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S U R LE M O U V E M E N T D ' U N E F I G U R E P L A N E 
D A N S SON P L A N 

P a r C. P . P A P A Ï O A N N O U , A t h è n e s 

I . L e s équa t i ons 

,9 
(1) Z=A + ze 

(2) / ( M ) = o 

où 0 est à cons idé re r comme la va r i ab l e i ndépendan t e , définissent le m o u v e m e n t du 

p lan mobi le Pm (s) dans le p lan fixe P (Z ) . F o r m o n s l ' équat ion 

d'Z d»A '(fl + . y ) 
Z M = - T T — = —77. h Z e 

dû" d'à" 1 

288 

I . P o u r k — o, on r e t r o u v e les su r faces de C a t a l a n (loc. c i t . ) . 

2 . . P o u r k 52¿ o , la su r f ace c o r r e s p o n d a n t e la p lus s imple est la sur face réglée 

2 — z0 =a cp 4 - ( r — r 0 ) f ( r „ , cp). 

S i k <C t g a e t cp — oo, la so lu t ion généra le f ( r 0 , co) de l ' équat ion (i) a p o u r 

l imi te la va leu r cons t an t e i», d é t e r m i n é e p a r l ' équa t ion 

(2) t g « — k y i 4 - c o s s a • t)2 = o ; 

si ¿ > t g a, & es t o. 

3. L e cas le p lus i m p o r t a n t p o u r les app l i ca t ions est celui des sur faces hél icoïdales 

( s é p a r a t e u r s sp i ra l s ) 

(3) 2 = a<p + f (r). 

L a cond i t ion (2), où b = = / ' ( r 0 ) , é t a n t supposé ici rempl ie , le m o u v e m e n t cons idéré 

su r la sur face (3) se p r o d u i t avec la v i t e s se cons t an t e 

v» = y g r„ f (r„) 

et r e s t e s table , si f'(r0) 4 - r0f"(r0) > o. 

( L e cas de / (r) = b r a é t é cons idéré d a n s m a no t e au « Ze i t schr i f t für a n g e w a n d t e 

M a t h e m a t i k und M e c h a n i k » , Bd. 11 (1931), p . 74.) 
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Elle fai t c o r r e s p o n d r e à un po in t z du plan mobi le un po in t Z(") du p lan fixe et 

r éc ip roquemen t . S o i t / (z) le poin t du plan mobile co r r e spondan t à l 'or ig ine du 

plan fixe. O n appelle ce po in t cent re i n s t a n t a n é géomét r ique d 'o rd re n. 

D ' a p r è s la définition même , on calculera son affixe dans le plan mobi le pa r 

l 'équat ion 

d"A , ' ( 9 + » y ) 

dû" 

d'où l 'on t i r e 

-j— Z 6 = O 

d n A ' ( * - 6 - » f ) 
z = 

n 

L a formule ( i ) s 'écr i t p o u r z-

(3) * . = rftF' 

d" A ' ( * - » y ) 

(4) = 2 -

Dés ignons p a r C le lieu g é o m é t r i q u e des cen t res i n s t an t anés d ' o r d r e n re la t i fs 

à chaque pos i t ion du plan mobi le . L e sys tème ( 4 ) , (2) fo rme é v i d e m m e n t les équa

t ions de cet te courbe . 

Appe lons k le lieu des po in t s du p lan mobi le devenan t des cent res i n s t an tanés 

d ' o r d r e n p e n d a n t les d iverses phases du m o u v e m e n t ; nous a u r o n s comme équa t ions 

de la courbe kn les (3), (2). 

I I . D é r i v o n s l ' équat ion (4) h fois consécu t ivement p a r r a p p o r t à 6 ; on ob t ien t 

dkZ„ _ d k A | d*+*A '•(*-»£) 
( 5 ) ~dW ~ d%k 1 d%«+*e 

d 'un a u t r e côté, l 'affixe du p o i n t IK_^_k es t , d ' après la fo rmule ( 4 ) 

(6) Zx + k = A +jQÏ+*e 

E n t e n a n t compte des équa t ions (5) et (6) on t r o u v e r a 

(7) -^-(Zn-A) = ( Z n + i - A ) e > ' i 

Cet t e fo rmule é t ab l i t une re la t ion en t r e les vec teurs o / , , et 

( 0 / „ ) ; db 

ces vec t eu r s on t leurs modules é g a u x : 

19 Mathematiker-Kongreß 2 8 9 
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, ' st st 
l ' angle de ces v e c t e u r s e s t ega l à o, — , st, 3 — s u i v a n t le n o m b r e k. 

R e m p l a ç o n s m a i n t e n a n t à l ' express ion (4) n pa r k e t a d j o i g n o n s à ce t t e e x p r e s 

s ion l ' équa t ion (7); on t r o u v e sans difficulté 

' * v d* 7 

F a i s o n s quelques r e m a r q u e s re la t ives à ce t te fo rmule : 

S o i t d ' abo rd lc=i. O n r e t r o u v e a ins i un t h é o r è m e d û à N . Nico la ïdès (Théo r i e 

du m o u v e m e n t d ' une figure p lane , A t h è n e s , éd. Bibl . N a t i o n a l e , 1869), qu 'on peut 

énoncer comme su i t : 

L a d r o i t e ^ / „ ^ t qu i j o in t le cen t r e i n s t a n t a n é d u p r e m i e r o r d r e au cen t re in s t an 

t a n é d ' o r d r e («4- 1) es t d i r igée n o r m a l e m e n t à la courbe C„ . 

N o u s al lons m a i n t e n a n t che rcher les m o u v e m e n t s p lans d a n s lesquels le cen t r e 

i n s t a n t a n é de k o r d r e et le cen t r e i n s t a n t a n é d ' o r d r e « 4- k co ïnc ident . 

L ' é q u a t i o n (8) qu i se r é d u i t a lors à 

d*Zx 

* = o ¿ 8 * 

f o u r n i r a l 'affixe d u po in t Z„ 

L é t a n t des cons t an te s imag ina i r e s . 

L ' é q u a t i o n (4) s 'écr i t a ins i : 

d-A '"("-«f) , A Li-i 
-e • +A 

dW ' (k—i) 

ce qu i es t l ' équat ion différentielle qu i e x p r i m e le p rob lème. S i l 'on t r a i t e le cas 

pa r t i cu l i e r où k = i , n — \, on se t r o u v e a m e n é à l 'équat ion 

d'où r é su l t en t les m o u v e m e n t s cherchés 

Z=AA- se 

,e 
A — Re + U 

qui son t les r o t a t i o n s d u p lan Pm . 
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S U R LES P E R T U R B A T I O N S D E S M O U V E M E N T S 
V I B R A T O I R E S D ' U N S Y S T È M E À P L U S I E U R S 
D E G R É S DE L I B E R T É 

P a r J. H A A G , Besançon 

1. So i t u n sys t ème à n degrés de l iber té , placé dans un c h a m p de forces tel que 

les équa t i ons différentiel les du m o u v e m e n t so ient 

ql + *»i q¡ = o. 

L e m o u v e m e n t le p lus géné ra l r é su l t e de la supe rpos i t i on de n vibrations pures. 

A u x forces p récéden tes , a j o u t o n s des forces perturbatrices t r è s pe t i t es e t soi t f¡ 

l 'accélérat ion p e r t u r b a t r i c e de la va r i ab le q,-. O n peu t a i s émen t d é t e r m i n e r les con

d i t ions in i t ia les p o u r lesquelles le mouvement est périodique en seconde approxima

tion. L a perturbation de période es t a lo r s donnée pa r la fo rmule 

(1) AT——T7T / 1 cos 99,i/qs,, ^ — mj; 
m \ S¿\ Jo 

en supposan t que les équa t ions du m o u v e m e n t sont , en p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n , 

Çi — Q, eos <p¡, Çî=o p o u r i > 1. 

O n a une formule ana logue , u n peu p lus compl iquée , quand les va r i ab les q¡ ne sont 

pas canon iques . 

2. Cons idé rons m a i n t e n a n t u n sys tème soumis à des forces d é r i v a n t de la fonc

t ion U et supposons que le sy s t ème soit en équi l ibre s table q u a n d les q¡ son t nuls . 

E n p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n , les pe t i t s m o u v e m e n t s sont ana logues à ceux du n u m é r o 

précédent . P o u r calculer la p e r t u r b a t i o n de pé r iode p r o v e n a n t de la seconde a p p r o 

x i m a t i o n , on peu t p rocéder c o m m e il sui t . On calcule l'énergie cinétique et la fonc

tion de forces en tenant compte de toutes les liaisons qui existent, en première 

approximation, dans la vibration pure considérée. On écrit l'équation de Lagrange 

relative au seid paramètre restant ; on en déduit l'accélération perturbatrice et l'on 

applique la formule (1). 

U n e appl ica t ion i n t é r e s s a n t e de cet te m é t h o d e peu t ê t r e fa i te au double pendule. 

3. Quand deux périodes sont égales, soi t p a r exemple m 1 = m2, on a des battements 

e n t r e les va r i ab le s qx et q2. C h a q u e po in t du sys tème est le s iège d 'une vibration 
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S U R LE P R I N C I P E D ' H A M I L T O N D A N S LE C A S 
D E S L I A I S O N S NON H O L O N O M E S 

P a r Z. H O R Á K , P r a g u e 

P o u r d é d u i r e d u p r inc ipe d ' H a m i l t o n les équa t ions cor rec tes du m o u v e m e n t d 'un 

sys t ème à n p a r a m è t r e s xv, soumis a u x l ia isons non holonomes (et sc lé ronomes) 

K . 

(1) 0 .v v = o ' ) , K= 1,2, . , . n — m, 
V 

il f au t supposer , comme on sai t , que les v a r i a t i o n s vérif ient les re la t ions 

(2) 0SX1 = o, 
V 

t a n d i s que les t r a j ec to i r e s va r i ées ne p e u v e n t p a s sa t i s fa i re en généra l a u x l ia isons , 

les d e u x symboles d et ò supposés ê t r e permutables b ien en tendu . 

D a n s cet te c o m m u n i c a t i o n , j e fais vo i r que , si l 'on r e j e t t e la de rn i è r e suppos i t ion 

d 5x' 1 

et si l 'on calcule les e x p r e s s i o n s d x~* en d i f férent ian t les équa t ions ( i ) , (2), 

on p e u t env i sage r la t r a j e c t o i r e réelle du sys tème c omme so lu t ion du p rob l ème su i 

v a n t : Trouver les n fonctions x* (t), remplissant les conditions (1) et telles que 

^{STA-2i\ôxt)dt = o 

pour toutes les variations qui s'annulent aux limites (T dés igne la demi- force v ive , 

Xv les forces géné ra l i s ées ) . 

O n t i r e d ' abord de (1) e t (2) les n-m r e la t ions 

' ) Je supprime les, chiffres de sommation. 
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elliptique tournante, q u e l 'on p e u t é t u d i e r , en p r e m i è r e e t en seconde a p p r o x i m a t i o n s , 

p a r les équa t i ons de L a g r a n g e . L ' app l i ca t i on de ce t te mé t h o d e au pendule sphérique 

p e r m e t d ' é tab l i r t r è s s imp lemen t les r é s u l t a t s c lass iques c o n c e r n a n t la d u r é e d 'une 

r évo lu t ion et la v i t e s se de r o t a t i o n de l 'ellipse déc r i t e a p p r o x i m a t i v e m e n t p a r le 

pendule . 
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. , P - v ddx* 

de sor te qu on peu t p r e s c r i r e a u x n q u a n t i t é s òx — ^ encore m cond i t ions , 

p . ex . celles qui découlent de l ' ex igence , que l ' équat ion 
ÒT /, ... d,h 

(4) dt 

doi t ê t r e vérifiée p o u r n ' i m p o r t e quelle configurat ion et v i t e s se ini t ia les 1 ) . Cela 

fai t , n o t r e p rob lème se t r a d u i t p a r l ' équat ion : 

J j ST + X dx" + S (kK9*x^ j dt = o. 

M a i s les re la t ions (3) d o n n e n t 

Ö{<pkXA=±UKÖX* 
V v / d t \ v 

ce qui e n t r a î n e 

J \ òx* dt\òiV ^ v 

dX«**\8x*dt = o. 
dt 

D o n c en p o s a n t ^ A = — AK , on a r r i v e a u x équa t ions du m o u v e m e n t sous leur 

fo rme habi tue l le . D e p lus , on s ' a ssure a i s é m e n t que , en v e r t u de (3), les t r a j e c 

to i res va r i ées sa t i s fon t a u x l ia isons . 

L e s r a i s o n n e m e n t s c i -dessus s ' app l iquent éga lemen t à la déduc t ion des équa t ions 

des géodés iques d a n s l 'espace r i e m a n n i e n n o n holonome. 

S T A B I L I T É R E L A T I V E 

P a r L . F É R A U D , Genève 

L e s é tudes de s tab i l i t é a u vo i s inage d ' un po in t d 'équi l ibre m e t t e n t en évidence un 

cas „ c r i t i q u e " i n t r o d u i t d ' abord dans la t héo r i e du centre posé ensu i t e en tou te géné

ra l i t é p a r celle de la s t ab i l i t é complète. C 'es t celui où l ' a p p r o x i m a t i o n se fai t le m i e u x 

i) Cf.Z. Horák, C .R .Acad . Sc. Paris, 188 (1929) p . 614—616. 
Les relations (3), (4) admettent une interprétation simple en géométrie riemannienne non holonome. 
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— des pe t i t e s osc i l la t ions approchées de t ous o r d r e s se p r é s e n t e n t d 'e l les-mêmes — 

m a i s où , p a r c o n t r e , le p r o b l è m e final de s tab i l i t é échappe con t inue l l ement à l ' ana lyse ; 

d ' un i n t é r ê t mécan ique a u t a n t qu ' ana ly t i que , il re l ie la recherche des m o u v e m e n t s 

pé r iod iques à celle des m o u v e m e n t s s tab les E n fin de compte , u n e ques t ion de con

ve rgence su r t ou t l ' axe des t r e s t e o u v e r t e ; en d ' a u t r e s t e r m e s , en se p l açan t dans les 

hypo thèses de s t ab i l i t é complè te , il r e s t e à décider q u a n t à la s t ab i l i t é p e r m a n e n t e . 

Lemme. — So i t un sys tème d ' équa t ions différentiel les à seconds m e m b r e s réels et 

dx-
ana ly t i ques , dans le vo i s inage d 'un po in t d 'équi l ibre o r d i n a i r e et (1) - ~ = \¿x¿-\- X,-

S(Xi)^2 (i—i, 2, ...n) la fo rme p r é l i m i n a i r e sous laquelle il es t c lass ique de 

l 'écr i re ; en fa i san t su r les e x p o s a n t s ca rac t é r i s t i ques l 'hypothèse 

7 « , X , + m2\1 — X y ^ o (7 = 3, . . .«) 

mv m2 en t i e r s pos i t i f s quelconques , on p e u t d é t e r m i n e r des déve loppements fy te ls 

que le c h a n g e m e n t de va r i ab le s xt = ylt x2 = y_, Xj = yj -f- fj (y1 y2) t r a n s f o r m e (1) 

en u n sys tème de m ê m e type d a n s lequel Yj {yi,y%, o , . . . o) = o. 

T h é o r è m e d ' ex i s tence . — Si l'on adjoint aux hypothèses de ce Lemme ia condition 

de Liapounoff relative aux exposants X,, X2, pour m = 3, le développement unique 

fB(xtx2) converge au voisinage du point considéré. 

P a r sa signification mécan ique , ce r é s u l t a t a p p o r t e u n e c o n t r i b u t i o n à la théor i e des 

t r a j e c t o i r e s réelles de la d y n a m i q u e (Cf. P o i n c a r é , J a l de Liouvi l le , 1886) 2 ) . D ' u n 

po in t de v u e plus généra l , il do i t ê t re r e g a r d é comme une conclus ion de stabilité rela

tive: no t ion , définie p a r u n e voie plus d i rec te d a n s un M é m o i r e p récéden t ( J a l de M a t h . 

1932, fase. 2) qu i , en effet, impl ique essent ie l lement la cons idé ra t ion et la recherche 

de v a r i é t é s i n v a r i a n t e s privilégiées: su r faces i n v a r i a n t e s de pé r iod ic i t é (n = 2) ; 

var i é t é s i n v a r i a n t e s s tab les (w > 2)'. 

E n c o m p a r a n t avec la t héo r i e générale 3 ) des fonct ions définies p a r des sys tèmes 

différentiels et r e m a r q u a n t l ' analogie des p rocédés ana ly t iques , on est condu i t à dé

ve lopper u n e théor i e de la s tab i l i t é r e l a t ive qui pa r t i c i pe à la fois des d e u x po in t s 

de v u e f o n d a m e n t a u x p o u r lesquels sont c i -dessus rappelées les idées d i rec t r i ces et 

les ré fé rences les p lus ca rac t é r i s t i ques . 

' ) Poincaré, Painlevé, Horn, Birkhoff, Wintner, Hagihara. 
2 ) Le cas auquel se rapporte notre théorème correspond à la «cinquième hypothèse» de Poincaré (Ch. XVI) 
3 ) dans laquelle, au contraire, l'hypothèse de Liapounoff est exclue ; voir, à ce point de vue : Briot et 

Bouquet, Poincaré (thèse), Picard, Horn, Dulac, Birkhoff, Malmquist, Bamforth. 
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S U R UN P R O B L E M E C O N C E R N A N T LA T H É O R I E 
DE L'AILE D ' E N V E R G U R E F I N I E 

P a r J . P É R È S , P a r i s , et L . M A L A V A R D , Marse i l le 

I l s ' ag i t de la solut ion n u m é r i q u e de l 'équat ion in tégra le qu i donne la c i rcula t ion 

le long d 'une aile d ' e n v e r g u r e finie, d o n t les ca rac t é r i s t i ques sont connues ; cet te 

équa t ion est : 

où r (x) es t la c i rcu la t ion inconnue , les a u t r e s quan t i t é s données (t (x) : p ro fondeur , 

a (x) ang le d ' a t t a q u e d a n s la sect ion d 'absc isse x). N o t r e m é t h o d e procède de l 'ana

logie e n t r e les équa t i ons de l ' hyd rodynamique p lane et celles de la r é p a r t i t i o n d 'un 

c o u r a n t é lec t r ique plan. 

So i t le bass in é lec t r ique con t enan t sous u n e épa i s seur u n i f o r m e un l iquide con

duc teur . L ' u n des b o r d s du bass in ( a x e 0 x) p o r t e des é lec t rodes E, d e u x d ' en t re 

elles (—oo, — b ) , (-{-£>, 4-c>o) don t le po ten t ie l es t p r i s p o u r z é r o ; les a u t r e s 

e n t r e — b et -(- b ; si ces de rn i è r e s sont po r t ées a u x potent ie l s — J -fC* 1 ) , o n v ° i t 

a i sémen t (influence des a u t r e s b o r d s négl igeable) que l ' in tégra le de ( i ) es t p ropo r 

t ionnel le à l ' in tens i té de c o u r a n t qui so r t au po in t cons idéré . D a n s ces cond i t ions 

un calcul m o n t r e que , si l 'on cherche à vérifier en moyenne l 'équat ion ( i ) p o u r 

chaque é lec t rode , on est condu i t à : 

In : i n t ens i t é de couran t , cp„ : potent ie l de l 'é lectrode don t le n u m é r o d ' o r d r e est n, 

avec les données 

/ „ \ - Ci Vtx Cit„ç . . 
(3) <p. = — R ' = J Â 7 ( 4 ) 

(Q r é s i s t i v i t é du l iquide du bass in , h sa h a u t e u r , e d i s t ance de 2 é l ec t rodes ) . 

L e s (2) s ' identifient à la loi d ' O h m , R„ é t a n t u n e rés i s tance . I l suffit donc d ' ame

ner le c o u r a n t a u bass in p a r des é lec t rodes aux i l i a i r e s E' po r t ée s a u x potent ie l s 

<pn connus e t rel iées a u x E p a r les rés i s t ances connues Rn . L e bass in a s s u r e au to 

m a t i q u e m e n t a u x é lec t rodes E les potent ie l s cpH cherchés d'où les va leu r s de T vé r i -
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S U R UN P R O B L È M E D ' H Y D R O D Y N A M I Q U E 

P a r D . R I A B O U C H I N S K Y , P a r i s 

L a mé thode des va r iab les cp, ty, c ' es t -à -d i re la d é t e r m i n a t i o n des m o u v e m e n t s 

fluides p a r des exp re s s ions de la fo rme x = fx (cp, <];), y = f2 (cp, tj>), où cp est le 

po ten t ie l des v i tesses généra l i sé et if la fonct ion de cou ran t , p r é s e n t a n t des p a r t i 

cu la r i t és g é o m é t r i q u e s et ana ly t iques t r è s r e m a r q u a b l e s et j o u i s s a n t de p r o p r i é t é s 

qu i p e r m e t t e n t de la r a p p r o c h e r t a n t ô t de la m é t h o d e des va r i ab le s d ' E u l e r , t a n t ô t 

de celle des va r iab les de L a g r a n g e , ne s a u r a i t ê t r e cons idérée co mme cas pa r t i cu l i e r 

de l 'une quelconque de ces d e u x mé thodes . 

O n dés igne avec M a x w e l l les m é t h o d e s d ' E u l e r et de L a g r a n g e re spec t ivement 

comme m é t h o d e s « s t a t i s t i que » et « h i s t o r i que » ; on p o u r r a i t n o m m e r la m é t h o d e 

des va r i ab le s cp, dj — m é t h o d e « t o p o g r a p h i q u e » ou bien auss i mé t h o d e « des r é 

s e a u x ». 
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fiant l ' équa t ion i n t ég ra l e ( a u t a n t de p o i n t s de la courbe T (x) que d ' é l ec t rodes ) . 

D a n s n o t r e m o n t a g e les R„ son t réa l i sés p a r le l iqu ide con tenu d a n s les c o m p a r t i 

m e n t s d ' une boî te en ébon i te ad j acen t e a u ba s s in et qu i con t ien t les E e t E'. 

D ' a p r è s (4) les E' (mobi les) son t p lacés u n e fois p o u r t o u t e à des d i s t ances 

des E p ropor t ionne l l e s a u x t„ ; les po ten t i e l s <p„ p r o p o r t i o n n e l s a u x p r o d u i t s a t dé

penden t de l 'angle d ' a t t a q u e p o u r lequel on se p ropose de c o n s t r u i r e la courbe P . 

D e u x p o t e n t i o m è t r e s à l iqu ide p e r m e t t e n t , l 'un de p r e n d r e les po ten t i e l s <p„, l ' au t r e 

de m e s u r e r les <p¿ ( té léphone, le cou ran t d ' a l imen ta t i on é t a n t a l t e r n a t i f ) . 

N o m b r e d ' expér iences on t é t é fai tes d a n s les cas su ivan t s : 

I O Ai les r ec t angu la i r e s e t e l l ip t iques p o u r d ive r s a l longements . 

2 0 A i l e de forme p lus compl iquée , donc les données on t é té fourn ies p a r la Socié té 

P r o v e n ç a l e de C o n s t r u c t i o n s A é r o n a u t i q u e s . E l les o n t m o n t r é que la m é t h o d e élec

t r ique , d ' une appl ica t ion t r è s r ap ide , donne , avec les p r é c a u t i o n s convenables , des 

r é s u l t a t s qu i concorden t avec ceux que donne le calcul d i rec t , l ' e r r eu r é t a n t in fé r i eu re 

I 

au . 

1 0 0 

U n appare i l p lus préc is est en cour s d 'essa is , g r âce à l ' appui du Serv ice des R e 

cherches de l ' A é r o n a u t i q u e qu i a b ien vou lu s ' in té resse r à ce t r ava i l . 
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D a n s des cas p lus g é n é r a u x de m o u v e m e n t s fluides, il y a lieu de cons idére r des 

e x p r e s s i o n s de la fo rme x = / , (cp, tj>, t), y — / 2(cp, t}>, i) e t x — fi (cp, tjit, tjjj, / = 

h (<P> (["i > 'j'ä' *)> 2 = f* (v> $l> 4*2 ' t)> ' e s va r i ab les tjj,, <¡>¡ é t a n t les fonct ions de c o u r a n t 

dans l 'espace. E n géné ra l i s an t ce t te m é t h o d e on p e u t l ' é tendre à l 'é tude des mou

vemen t s fluides d a n s un espace d 'un n o m b r e quelconque de d imens ions . 

L a m é t h o d e des va r iab les cp, <J> p e r m e t de t r a i t e r les différents cas de m o u v e m e n t s 

ondu la to i r e s (ondes p r o g r e s s i v e s s imples , onde so l i ta i re , ondes de G e r s t n e r ) d 'une 

façon un i fo rme . O n ob t i en t p o u r l 'onde de Gers tne r la loi pa r t i cu l i è r emen t s imple 

de la r é p a r t i t i o n des p re s s ions 

P i _ A 

Q a
 Q ' 

a é t a n t la v i tesse de p r o p a g a t i o n de l 'onde. 

E n d é s i g n a n t p a r -^j la d é r i v a t i o n par t i e l l e par r a p p o r t au t e m p s dans le sys tème 

des va r i ab le s d ' E u l e r et p a r -r— la dé r iva t i on par t i e l l e pa r r a p p o r t au t emps dans 
J t 

le sys t ème des va r i ab l e s q>, tu,r, on a les re la t ions 

ô , ò , ò . ò d òcp d . ò<j) ò . ô 
T t ~ 1 1 ~òJ • v ~ò7 + " ò T ' ~òt~~òT ò ^ T ^ ' ò T J f ^ J i ' 

S X 8V r 

où u' = ——, v' — -f- son t les composan tes de la v i tesse de déplacement du poin t 
dt dt 

géomé t r ique d é t e r m i n é p a r l ' in te rsec t ion d 'une ligne de cou ran t et d 'une l igne équi-

potent ie l le données . S i le m o u v e m e n t es t i r r a t a t i onne l , on t rouve , en n o m m a n t 

u, v les c o m p o s a n t e s de la v i tesse du poin t fluide co r r e spondan t , la re la t ion 

-^y = — (w w' - j - vv') et, p a r conséquent , comme équa t ion de press ion d a n s le sys

tème des va r i ab le s cp, <}>, t '• 

A. _ U + i. [ ( „ _ UJ + { v ^ ¿y) _ ± ( „ ' • + V") = F<t). 

Cet t e équa t ion p e u t ê t r e i n t e rp ré t ée c om me e x p r i m a n t que la vi tesse u', v' joue 

en quelque sor te le rôle de v i t e s se d ' e n t r a î n e m e n t généra l i sée 1 ) . 

' ) «Aperçus théoriques sur la mécanique des fluides», fascicule II. Bulletin du service technique de 
l'Aéronautique, N° 67, Paris, 1930. 
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D E T E R M I N A T I O N D E S M O U V E M E N T S P L A N S 
D ' U N F L U I D E V I S Q U E U X I N C O M P R E S S I B L E , 
OÙ LE T O U R B I L L O N E S T C O N S T A N T LE 
LONG D E S L I G N E S DE C O U R A N T 

P a r J . K A M P É D E F E R I E T , Li l le 

L a d é t e r m i n a t i o n du m o u v e m e n t p lan d ' un fluide v i s q u e u x incompress ib le , de v isco

si té c inéma t ique v , se r a m è n e à l ' i n t ég ra t ion du sys t ème de d e u x é q u a t i o n s a u x dé

r ivées par t ie l les : 

<•) * * = - ' ï » ' « = £ + §£3 
où y> (x, y, t) dés igne la fonct ion de c o u r a n t et Ç (x, y, t) le tourb i l lon ; t o u t e la diffi

cul té du p rob lème p r o v i e n t des t e r m e s n o n l inéai res cons t i tués p a r le j acob ien de la 

2 ê m o équa t ion ; "or, p o u r que ces t e r m e s d i spa ra i s sen t , il es t nécessa i re et suffisant 

que le tou rb i l lon soi t c o n s t a n t le long de chaqué l igne de c o u r a n t ; dans des t r a v a u x 

a n t é r i e u r s 1 ) j ' a i fo rmé tous les m o u v e m e n t s p e r m a n e n t s de ce t ype e t i nd iqué quel

ques m o u v e m e n t s non p e r m a n e n t s ; je m e p ropose , d a n s cet te c o m m u n i c a t i o n , d ' ex 

poser u n e m é t h o d e p e r m e t t a n t d 'ob ten i r fac i lement t ous les m o u v e m e n t s sa t i s f a i san t 

à ce t t e cond i t ion . 

L e p r i n c i p e cons i s te à éc r i r e les équa t i ons ( i ) d a n s u n sys tème de coordonnées cur

v i l ignes o r thogona les (qlt q2), où le sys t ème des courbes (ç/j) es t cons t i tué préc isé

m e n t p a r les l ignes de cou ran t , c ' es t -à -d i re où l'on pose qt = rp, so i t : 

ds1 = h\ dq\ + h\ dq\ 

le I E R coefficient a u n e i n t e r p r é t a t i o n c inémat ique s imple h \ = \ : v 2 ; les équa t ions ( i ) 

dev iennen t : 

W hJnòqMj KhAÒqAfl.òqJ^ÒqAh.Òq.n ò~t ht h.òq,' 

auxque l l e s il f au t j o i n d r e la condi t ion e x p r i m a n t que le ds2 es t celui d 'un plan : 

i <\ d r i ò / ^ i ò r i ò / ? t ] _ 
(2 ' àÇl U OçA + òqs U dqA~°'' 

' ) J . Kampé de Fériet — Annales de la Société Scientifique de Bruxelles tome 50 (1930), p . 77. — 
Comptes rendus du 3*">e Congrès Intera, de Mécanique appliquée (Stockholm 1930) vol. 1, p 334. 
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ces équa t ions p a r a i s s e n t d 'a i l leurs in t é re s san te s en e l les-mêmes et peuven t s e rv i r à 

r é soudre d ' a u t r e s p rob l èmes que celui-ci. L a classe actuel le de m o u v e m e n t s co r respond 

à l 'hypothèse £ = f (qv t) ; d 'où les 3 équa t ions : 

qu i suffisent à d é t e r m i n e r les 3 fonct ions inconnues Ç, hlt h2. L e tableau su ivan t 

épuise tou tes les so lu t ions des équa t ions (3) : 

Cas I . ^ O - r - T - = o ; le tourb i l lon t est u n e fonct ion l inéaire de w ; on 

o b t i e n t comme fonct ion de c o u r a n t : 

y (x, y, t) = e~M %p0 (x, y) 

où xp0 (x, y) dé s igne u n e so lu t ion a r b i t r a i r e de l ' équat ion : 

•^2 Ifo + k tp0 = O 

Cas I I : ~ = é o - A - = o ; on ob t i en t tous les m o u v e m e n t s où les l ignes de 

c o u r a n t sont des d ro i t e s paral lè les ou des c i rconférences concen t r iques ; la dé te rmi 

na t i on du tourb i l lon se r a m è n e a lors à l ' in tégra t ion de l ' équa t ion de la chaleur . 

Cas I I I : ~ - = o ^ = 0 ; on o b t i e n t les m o u v e m e n t s bien connus où le tour -

bil lon est c o n s t a n t d a n s t o u t le fluide. 

Cas I V : ^ = o r - 5 - 9^ o ; on ob t i en t les d e u x types é l émenta i res de motíve
os o?, 

m e n t s p e r m a n e n t s , où les l ignes de c o u r a n t sont des d r o i t e s paral lè les e t des circonfé

rences concen t r iques , ind iqués d a n s un t r a v a i l an t é r i eu r . 

D a n s les m o u v e m e n t s que nous venons de dé t e rmine r , les courbes £ = cons tan te 

sont confondues avec les l ignes de c o u r a n t ; dans t o u t a u t r e m o u v e m e n t les courbes 

(£) e t (y) s o n t d i s t inc tes ; il es t i n t é r e s san t de n o t e r que les équa t ions (2) per 

m e t t e n t d ' é tab l i r faci lement qu ' i l n ' e x i s t e aucun m o u v e m e n t p e r m a n e n t où ces cour

bes soient o r thogona les . 

2 9 9 
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T H É O R I E U N I T A I R E DE LA P H Y S I Q U E 
À G É O M É T R I S A T I O N A B S O L U E 

Par P A O L O S T R A N E O , Genova 

L a théo r i e re la t iv is t ique d e la g rav i t a t i on d 'E ins te in se d é v e l o p p a i t d a n s un e s p a c e -

t e m p s r i emann ien . E l l e é ta i t p a r ce la m ê m e définie i n d é p e n d e m m e n t d a n s c h a q u e 

é lément . D e plus sa loi fondamenta le G v — \ Gg^ = — étai t e n c o r e d é p e n d a n t e 

du t e n s e u r S, qui deva i t ê t r e i n t e r p r é t é p h y s i q u e m e n t . 

O n se p r o p o s a ensu i t e d ' é t e n d r e la t héo r i e à tous les p h é n o m è n e s p h y s i q u e s , 

d ' a b o r d sans se p r é o c c u p e r d e l ' é l iminat ion d e s d e u x défauts r e l evés ( p r o b l è m e d e 

Wey l ) , a p r è s en se p r o p o s a n t d ' a r r i ve r à u n e loi se p r o l o n g e a n t d a n s tou t P e s p a c e -

t e m p s e t s ans rés idus d e n a t u r e p h y s i q u e ( p r o b l è m e d 'E ins te in) . 

3 0 0 

D E T E R M I N A T I O N OF M A T T E R A N D F O R C E 
C O M P O N E N T S F R O M THE R I E M A N N T E N S O R 

By G. Y . R A I N I C H , M i c h i g a n 

A f t e r E i n s t e i n in t roduced h i s Genera l R e l a t i v i t y T h e o r y i t seemed t h a t c u r v a t u r e 

of space- t ime has been m a d e to accoun t for g r a v i t a t i o n only, and t h a t i t w a s neces sa ry 

t o gene ra l i ze g e o m e t r y in o r d e r t o find p lace in i t a l so for t h e componen t s of t he 

e l ec t romagne t i c forces. M a n y gene ra l i z a t i ons h a v e been p roposed w i t h that, idea in 

mind . T h e pure ly m a t h e m a t i c a l d i scuss ions of t h e p r e s e n t pape r is , on t he c o n t r a r y , 

founded on the convic t ion t h a t a R i e m a n n i a n space- t ime possesses enough c o m p l e x i t y 

to m a k e i t poss ible t o i n t e r p r e t in it all t h e q u a n t i t i e s of Classical P h y s i c s . P r e v i o u s l y 

t he a u t h o r t r ea t ed t he case w h e n m a t t e r w a s a b s e n t ( T r a n s . A m e r . M a t . Soc. vol . 2 5 ) ; 

n o w m a t t e r is cons idered as p r e s e n t , a n d the ques t ion is i nves t iga t ed w h e t h e r t h e 

con t r ac t ed R i e m a n n t enso r m a y be sp l i t u p un ique ly i n to a p a r t c o r r e s p o n d i n g t o 

m a t t e r a n d a p a r t c o r r e s p o n d i n g to e l ec t romagne t i c forces. T h e ques t ion and in p a r t 

the r e su l t s a r e qu i t e compl ica ted due t o pseudo-euc l idean cha rac t e r of space- t ime — 

the c o r r e s p o n d i n g m a t h e m a t i c a l ques t ion for eucl idean four -space is much s imple r 

and h a s been t r ea t ed by the a u t h o r be fo re (Bui . A m e r . M a t h . Soc . vol. 3 6 ) . 
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L e s d e u x p r o b l è m e s impl iquen t en t ous cas une généralisation d e la n a t u r e -géo

m é t r i q u e de l ' e space- temps e t la position d'une loi e n t r e ses é léments fondamen taux , 

laquel le , s e u l e m e n t dans le p r e m i e r cas , p o u r r a c o m p r e n d r e que lque t enseur p h y 

s ique e t laisser e n c o r e d i sg régés les é léments d e l ' e space - t emps . 

L e p r o b l è m e p lu s généra l se r é s o u t en a d m e t t a n t p o u r l ' e space- temps la con

nex ion 

Z " = I * ! + Qa 

JiV I ¡IV I I liV 

a v e c les cond i t ions s u p p l é m e n t a i r e s d u parallélisme absolu {L*^ = e t d e l ' inva

r iance d e s l ongueur s dans les t r a n s p o r t s pa r para l lé l i sme (g^vjp = o) . 

Ce la rev ien t à a d m e t t r e , p o u r le t e n s e u r d e to r s ion Q , l 'exis tence d e s seules 

c o m p o s a n t e s où les t rois ind ices o n t d e s va leurs différentes. 

L a re la t ion en t r e le t e n s e u r d e R i e m a n n R e t celui d e tors ion Q, es t a lo r s donnée 

p a r le s y s t è m e 

< v p + %% + < fl£ = o , « ^ f i ^ v = i , 2, 3 , 4 , 

qui ne d é t e r m i n e p a s s eu l emen t la n a t u r e de l ' e space - t emps où nous p o u v o n s poser 

nos lois p h y s i q u e s , mais qui r e p r é s e n t e déjà ces m ê m e s lois. ( , s igne d e dér iva t ion 

c o v a r i a n t e p a r r a p p o r t au t e n s e u r fondamen ta l g.) 

C'es t n o t r e loi uni ta i re . 

P a r con t r ac t ion (a = p) on ob t i en t les équa t ions 

^ v = - < £ ^ ; > 

n o t a m m e n t équ iva l en t e s a u x équa t ions d e la g rav i t a t i on . 

Pa r con t rac t ion (a = u.) on o b t i e n t les équa t ions 

Qa =o 
vp . a 

q u ' o n d é m o n t r e faci lement ê t r e équiva lentes a u x é q u a t i o n s d e Maxwel l . 

C e qui d a n s c e t t e théor i e e s t très frappant c 'es t le fait q u e , si l'on déforme un 

e s p a c e pseudo-euc l id ien à q u a t r e d imens ions , a v e c la seule condi t ion qu'il r e s t e à 

para l lé l i sme absolu e t a d m e t t a n t le t r a n s p o r t pa ra l l è le d e s l ongueur s sans a l téra t ion, 

on le r a m è n e sans a u t r e à co inc ider a v e c un e s p a c e - t e m p s conforme à n o t r e p h y 

s ique , où auss i t ous les é l é m e n t s p h y s i q u e s son t r e p r é s e n t é s g é o m é t r i q u e m e n t au 
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3 0 2 

m o y e n d u t e n s e u r d e to r s ion Q, t a n d i s q u e le po ten t i e l e insteinien d e la g rav i ta t ion 

res te e n c o r e r e p r é s e n t é p a r le t e n s e u r f ondamen ta l g. 

L e p r o b l è m e d e W e y l c o r r e s p o n d au cas pa r t i cu l i e r où 

3 = ea(i Vv + ep,v Va + eyoc Vu. -

e a 8 é t a n t u n t e n s e u r ( émisymmét r ique ) E d u d e u x i è m e o rd re , p o u r l eque l on a 

o p o u r a = ß 

P R O J E K T I V E R Z U S A M M E N H A N G MIT 
F U N D A M E N T A L Q U A D R I K 

V o n D . v a n D A N T Z I G , Delf t ( g e m e i n s a m mi t J . A . S C H O U T E N , Del f t ) 

D i e w-dimensionale n i ch t ebene p r o j e k t i v e Geomet r i e läßt sich a m e infachs ten 

behande ln m i t H i l f e von n-\- 1 h o m o g e n e n U r v a r i a b l e n xv, ( v = o , 1, . . ., « ) , d ie 

al len h o m o g e n e n T r a n s f o r m a t i o n e n v o m G r a d e 1 u n t e r w o r f e n w e r d e n . K o - u n d 

k o n t r a v a r i a n t e T u n k t e , sowie P r o j e k t o r e n w e r d e n in b e z u g auf diese V a r i a b l e n in 

de rse lben W e i s e definiert w i e V e k t o r e n u n d Aff inoren in b e z u g auf gewöhn l i che 

U r v a r i a b l e n . E s k o m m t n u r die B e d i n g u n g h inzu , d a ß die B e s t i m m u n g s z a h l e n h o m o 

gene F u n k t i o n e n i rgend eines b e s t i m m t e n Grades de r U r v a r i a b l e n s ind. W i c h t i g e r 

als de r G r a d ist de r E x z e ß ( G r a d -)- k o n t r a v a r i a n t e — k o v a r i a n t e V a l e n z ) , der bei 

al len v o r k o m m e n d e n O p e r a t i o n e n i n v a r i a n t is t . D ie P r o j e k t o r e n s ind G r ö ß e n d e r 

lokalen ebenen M a n n i g f a l t i g k e i t e n En, d ie m i t e iner p r o j e k t i v e n s t a t t m i t e iner 

affinen Geome t r i e a u s g e r ü s t e t s ind. D i e xv se lbst t r a n s f o r m i e r e n sich m e r k w ü r d i g e r 

weise w i e die B e s t i m m u n g s z a h l e n eines k o n t r a v a r i a n t e n P u n k t e s und b e s t i m m e n 

somi t in j eder lokalen E„ e inen P u n k t , d e n Berührungspunkt. U n t e r e inem p r o j e k 

t iven Z u s a m m e n h a n g v e r s t e h t m a n e ine V o r s c h r i f t z u r k o v a r i a n t e n Dif fe ren t ia t ion . 

K o v a r i a n t e Dif ferent ia le g i b t es im a l lgemeinen n ich t , sie s ind a b e r s te t s v o r h a n d e n , 

w e n n in den lokalen E*„ e ine H y p e r e b e n e ausgeze i chne t is t . I n dem Fa l l e is t der 

Z u s a m m e n h a n g g l e i chwer t i g m i t e iner Uebertragung, d ie b e n a c h b a r t e £ * p r o j e k t i v 

auf e i n a n d e r abb i lde t , z u s a m m e n m i t e iner Korrespondenz, d ie j ede £ * in sich se lbs t 

p r o j e k t i v t r a n s f o r m i e r t . W i r b e t r a c h t e n den Fa l l , d a ß in j e d e r lokalen E * eine 
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Q u a d r i k gegeben ist , d ie F u n d a m e n t a l q u a d r i k . D a n n l iegt auch eine H y p e r e b e n e 
fest , d ie P o l a r h y p e r e b e n e des B e r ü h r u n g s p u n k t e s . Diese H y p e r e b e n e wi rd die 
une igent l iche H y p e r e b e n e , i h r e P u n k t e sind von j e t z t an mi t kon t r a Varianten Vek 
t o r e n zu identif izieren. P u n k t e und V e k t o r e n sind ve rke t t e t wie in der Möbiusschen 
P u n k t r e c h n u n g . E s stell t sich he r aus , daß qnx= dr//^xi ein B ivek to r ist . In de r 
n -d imens iona len M a n n i g f a l t i g k e i t w i r d eine R i e m a n n s c h e Geomet r i e festgelegt . D e r 
die Q u a d r i k t a n g i e r e n d e K e g e l a u s d e m B e r ü h r u n g s p u n k t i s t der Nul lkegel . W i r 
fo rde rn n u n von dem Z u s a m m e n h a n g : 

1. D i e F u n d a m e n t a l q u a d r i k geh t in sich über . 
2. D i e P o l a r h y p e r e b e n e des B e r ü h r u n g s p u n k t e s is t bei der K o r r e s p o n d e n z in

v a r i a n t . 
3. D i e K o r r e s p o n d e n z w i r f t jeden P u n k t in diese Po la rhype rebene . 
4. D i e affine U e b e r t r a g u n g , die von der p r o j e k t i v e n i nduz i e r t w i r d , is t mi t der 

gewöhnl i chen R i e m a n n s c h e n U e b e r t r a g u n g ident isch. 
5. D e r B e r ü h r u n g s p u n k t b e w e g t sich bei der U e b e r t r a g u n g senkrecht zu r Uebe r -

t r a g u n g s r i ch tung . 

D e r in d ieser W e i s e en t s t ehende Z u s a m m e n h a n g ha t u. a. folgende geometr i sche 
E i g e n s c h a f t e n : 
Korrespondenz: 

1. D i e K o r r e s p o n d e n z o r d n e t j edem P u n k t e inen Vektor zu. 
2. D i e K o r r e s p o n d e n z o r d n e t j edem V e k t o r e inen dazu senkrech ten V e k t o r zu. 
3. D e m B e r ü h r u n g s p u n k t w i r d der N u l l v e k t o r zugeo rdne t . 

U ebcrtragung: 
4. D a s k o v a r i a n t e Dif ferent ia l des B e r ü h r u n g s p u n k t e s i s t ein k o n t r a v a r i a n t e r 

V e k t o r . 
5. D a s k o v a r i a n t e Different ia l von qx is t ein k o v a r i a n t e r V e k t o r . 
6. W e n n die V e r s c h i e b u n g s r i c h t u n g die R i c h t u n g eines V e k t o r s ha t , is t das ko

v a r i a n t e Different ia l d ieses V e k t o r s ein V e k t o r . 
7. D a s M ö b i u s s c h e Gewich t eines P u n k t e s ä n d e r t sich nicht , w e n n die F o r t s c h r e i -

t u n g s r i c h t u n g in de r V e r b i n d u n g s g e r a d e n des P u n k t e s m i t dem B e r ü h r u n g s 
p u n k t fällt. 

D e r Z u s a m m e n h a n g ist d u r c h diese 5 geome t r i s chen F o r d e r u n g e n noch ke ineswegs 
vo l l s t änd ig fes tgelegt . E i n d e u t i g e F e s t l e g u n g k a n n auf G r u n d von physikal ischen 
F o r d e r u n g e n geschehen. V g l . dazu den nachs t ehenden V o r t r a g von J. A. Schouten 
( g e m e i n s a m m i t dem V o r t r a g e n d e n ) . 
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V E R W E N D U N G E I N E S P R O J E K T I V E N 
Z U S A M M E N H A N G S MIT F U N D A M E N T A L Q U A D R I K 
ZUR B I L D U N G E I N E R G E N E R E L L E N 
F E L D T H E O R I E 

V o n J . A . S C H O U T E N , De l f t ( g e m e i n s a m m i t Di van D A N T Z I G , Del f t ) 

W i r v e r w e n d e n den p r o j e k t i v e n Z u s a m m e n h a n g des vo r igen V o r t r a g e s u n d stellen 
n u n folgende phys ika l i sche F o r d e r u n g e n : . 

1. D i e geodä t i schen L i n i e n sollen d ie Wel t l i n i en ge ladener Massen te i l chen sein. 
( E s e r g i b t sich, d a ß die k o n s t a n t e E n t f e r n u n g des b e w e g t e n P u n k t e s zum Auf-

WZ 
p u n k t dem Q u o t i e n t e n — p r o p o r t i o n a l is t . ) D i e fünf te g e o m e t r i s c h e F o r d e r u n g 

folgt a u s de r e r s t en phys ika l i schen . 
2. D e r P u n k t /> v , de r e n t l a n g e iner W e l t l i n i e k o v a r i a n t k o n s t a n t is t , i s t der to ta le 

I m p u l s e n e r g i e p u n k t , d. h. er u n t e r s c h e i d e t sich v o m to ta len I m p u l s e n e r g i e 
v e k t o r n u r u m einen p r o j e k t i v e n Grad i en t en . (Die Gle ichung der geodä t i schen 
L i n i e w i r d also B e w e g u n g s g l e i c h u n g und E r h a l t u n g s s a t z in e inem.) 

3. D i e e in fachs te sich d a r b i e t e n d e Di r ac sche Gle ichung (in F ü n f e r k o o r d i n a t e n ) 
is t m i t de r gewöhnl i chen D i r ac schen Gle ichung ident isch. ( D . h. der Z u s a m 
m e n h a n g m u ß so g e w ä h l t w e r d e n , d a ß die s t ö r e n d e n E x t r a g l i e d e r g e r a d e ve r 
schwinden . ) 

h 
4. D e r O p e r a t o r — V « a n g e w a n d t auf S p i n v e k t o r d i c h t e n ist quan t en theo re t i s ch 

aequ iva len t m i t dem to ta len I m p u l s e n e r g i e p u n k t p/t. D i e der D i r ac schen en t 
sp rechende a lgebra i sche Gle ichung h a t eine n i c h t v e r s c h w i n d e n d e L ö s u n g . 

5. V a r i a t i o n de r e infachs ten sich da rb i e t enden I n v a r i a n t e (die sich a u s der K r ü m -
m u n g s g r ö ß e des Z u s a m m e n h a n g s genau in derse lben W e i s e e r g i b t wie die 
K r ü m m u n g s i n v a r i a n t e de r gewöhnl ichen R e l a t i v i t ä t s t h e o r i e aus de r R i e m a n n -
schen K r ü m m u n g s g r ö ß e ) e r g i b t sowohl die Fe ldg l e i chungen der G r a v i t a t i o n als 
das eine M a x w e l l s c h e Gle i chungssys t em. ( D a s a n d e r e M a x w e l l s c h e S y s t e m ist 
d a d u r c h ges icher t , d a ß de r e l ek t romagne t i s che B i v e k t o r bis auf e inen k o n s t a n t e n 
F a k t o r gleich q^ i s t . ) 

D u r c h die fünf phys ika l i schen F o r d e r u n g e n z u s a m m e n m i t den v i e r e r s t en geo
me t r i s chen des v o r i g e n V o r t r a g s is t de r Z u s a m m e n h a n g vo l l s t änd ig fes tgelegt . N u r 
die W a h l der L ä n g e n e i n h e i t i s t noch frei , s ämt l i che a n d e r e K o n s t a n t e n sind ein
d e u t i g b e s t i m m t . D e r O p e r a t o r der D i r ac schen Gle ichung is t aequ iva len t m i t e inem 
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der be iden k o m p l e x k o n j u g i e r t e n S c h n i t t p u n k t e « v und «v der Q u a d r i k m i t der Ge

r a d e n d u r c h den A u f p u n k t und den S t r o m v e k t o r m ¿ v (der j a a ls V e k t o r P u n k t der 

une igent l ichen H y p e r e b e n e i s t ) . Der O p e r a t o r der Schröd lnge rg le i chung ist aequi-

valent m i t dem reellen Tei l des ska laren P r o d u k t e s von « v m i t sich selbst, und dieser 

Ska la r , als H a m i l t o n s c h e F u n k t i o n angese tz t , e rg ib t die Gle ichung der geodät i schen 

L i n i e n in kanon i sche r F o r m . 

V o n der p r o j e k t i v e n T h e o r i e von Vehlen und Hoffmann x ) und von de r (p ro jek-

t iv i s i e r t en ) T h e o r i e von E i n s t e i n und M a y e r un te r sche ide t diese T h e o r i e sich da 

du rch , d a ß sie w e n i g e r geomet r i sche F o r d e r u n g e n z u g r u n d e legt und somi t ims tande 

ist , s ich besser den phys ika l i schen F o r d e r u n g e n anzupassen . Die e r s t g e n a n n t e Theor ie 

v e r m a g infolge de r ih r z u g r u n d e l iegenden S y m m e t r i e f o r d e r u n g weder den I m p u l s 

e n e r g i e p u n k t s a t z noch die r i ch t igen Di racschen Gle ichungen zu l iefern. D ie an 

zwei te r Stel le g e n a n n t e , d ie die E x i s t e n z eines gewöhnl ichen k o v a r i a n t e n Differen

t ia ls ve r l ang t , könn t e , r i c h t i g e r w e i t e r t , den I m p u l s e n e r g i e s a t z l iefern, a b e r n icht 

d ie r i ch t igen D i r ac schen Gle ichungen. A u ß e r d e m führen beide T h e o r i e n zu dem 

I n d e x 4 (Vorze ichen + - | — I — h — ) des F u n d a m e n t a l t e n s o r s , wäh rend u n s e r e Theo

r i e z u m I n d e x 3 (Vorze i chen h + H ) führ t , dem einzigen, der sich sowohl 

m i t der S c h r ö d i n g e r g l e i c h u n g v e r t r ä g t , a ls auch in de r Di racschen T h e o r i e une igent 

liche F a k t o r e n v e r m e i d e t und somi t die H e r m i t e s c h e S y m m e t r i e au tomat i sch 

h e r v o r t r e t e n läßt . 

Als be sonde r s m e r k w ü r d i g e r U m s t a n d sei noch mi tge te i l t , daß der u n b e s t i m m t e 

P o t e n t i a l v e k t o r <p/i sich g a n z bese i t igen läßt und d a ß seine Rol le du rch die voll

s t ä n d i g b e s t i m m t e une igen t l i che H y p e r e b e n e qu ü b e r n o m m e n wi rd . I n Uebere in -

s t i m m u n g d a m i t e r sche in t der Wel l envek to r ¥ in de r von <pn befre i ten Gle ichung 

n o r m i e r t , d. h. n ich t n u r b i s auf e inen bel iebigen F a k t o r der F o r m e'*, sondern bis 

auf e inen konstanten F a k t o r von dieser F o r m b e s t i m m t . 

Dies bezieht sich ausdrücklich nur auf die Arbeiten dieser Autoren, wo der projektive Zusammenhang 

tatsächlich physikalische Anwendung gefunden hat, nicht aber auf die allgemeinere, physikalisch aber noch 

nicht ausgebeutete Theorie der projektiven Zusammenhänge in Vehlens Generalised Projective Geometry, 

Journ. Lond. Math. Soc. 4, 140—160, 1929, insbesondere S. 146. 

2 0 Mathematiker-Kongreß 
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L E S N O M B R E S DE C L I F F O R D ET L E U R S A P P L I 
C A T I O N S À LA P H Y S I Q U E M A T H É M A T I Q U E 

P a r G.. J U V E T , L a u s a n n e 

I . I l y a p e u 1 ) , j ' a i m o n t r é l 'u t i l i té des n o m b r e s de Clifford p o u r l ' é l ec t romagné-

t i s m e . E n p r é c i s a n t la s ignif icat ion de l ' opé ra teu r 

t—i * 

on p e u t complé te r les r é s u l t a t s , t o u t fo rmels d 'a i l l eurs , qui figurent d a n s ce m é m o i r e . 

S i C es t u n n o m b r e de Clifford v a r i a b l e , on a : 

diC 

r1r2rsriF-c = i .m — , 
P = o Q 

où Q es t l ' hypervo lume d ' une r ég ion l imi tée p a r la f ron t i è re L, don t dr r ep ré sen t e 

le t r i v e c t e u r é l émen ta i r e . 

2. C e t t e re la t ion m o n t r e e n pa r t i cu l i e r que , F é t a n t un b ivec teu r , F dt F a p o u r 

dé r ivée e x t é r i e u r e 

[(F.F)F+F(F.F)-i\dç\ 

I dg I = va l eu r abso lue de l 'é lément d ' hype rvo lume , ce qu 'on p e u t éc r i r e 

F-F-F\dç\ 

où il f au t e n t e n d r e que - F• es t un o p é r a t e u r différentiel a g i s s a n t su r le p r o d u i t F -F 

p a r le mil ieu 2 ) . 

3. D è s lors les lois de l ' é l ec t romagné t i sme p e u v e n t se condenser d a n s les p r o p o 

s i t ions su ivan te s (loc. cit.): 

a) le c h a m p es t u n b ivec t eu r F= SF.l¡rjFl¡ 

b ) il dé r ive d 'un po ten t i e l <P = S0.r. 

F0=zF 

c) le c o u r a n t es t un vec teur C' = E C'. r . qui dé r ive du c h a m p 

FF= — C. 

*) Comm. Math. Helv. vol. 2, p . 225 — 235; pour l'espace à 4 dimensions, j ' a i appelé ces nombres, 
nombres de Lorentz. 

2 ) Cf. p . ex. L. Silberstein, The Theory of Relativity, 2d ed., London, 1924, p . 223 
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O n t i r e de là V'í0 — — C, équa t ion d i te des po ten t ie l s r e t a r d é s . 

d ) L e m o u v e m e n t de la m a t i è r e électr isée est donnée pa r l 'équat ion 

ds 2 

où V=2V.V. es t l ' impuls ion d ' un ive r s r a p p o r t é e à l 'un i té d ' hype rvo lume ; 

— J F - F-F es t la force de L o r e n t z . S'il n 'y a pas de ma t i è re en jeu, l 'équat ion de 

conse rva t i on re la t ive au c h a m p s 'écri t 

F-F-F=0 

ou Fdr F= O , L é t a n t une hyper su r face fe rmée quelconque. 

4. O n peu t éc r i r e l ' équa t ion de D i r a c sous la fo rme 

p • y> -\- axp = o ( « — const . ) 

o ù yj es t un n o m b r e de Clifford. O n p e u t lui assoc ie r l ' équat ion 

ip'-p -\- ayj' — O 

S'il y a un c h a m p , on a u r a : 

(1) ( F - + /*0) V + ay> = o, ( / ? = const . ) 

l 'associée est 

(2) y ' ( - r — ß ® ) + <*y>' = °. 

d'où l 'on t i r e jjj^y>'diy> = 0 . 

L ' i n t e r p r é t a t i o n de ce t te équa t ion de conserva t ion n 'es t poss ible que lorsqu 'on a 

préc isé la n a t u r e des solu t ions de (1) et de ( 2 ) ; n o u s renvoyons p o u r cela a u x 

m é m o i r e s de M . A . P r o c a ' ) . 

Ce bre f e x p o s é r é s u m e u n m é m o i r e qu i p a r a î t r a d a n s un a u t r e recueil 2 ) . l) C .R .Pa r i s et J . de Phys., 1930 à 1932 passim; en particulier J. de Phys., avril 1932; M. Proca est 
le premier qui ait proposé de considérer le <C de Dirac comme un nombre de Clifford. 

s ) Bull. Soc. neuch. Se. nat. 2e vol. du Centenaire (paraîtra en 1933). 
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M E C H A N I S I E R U N G DER W E L L E N M E C H A N I K 
U N D D E R Q U A N T E N T H E O R I E 
V o n A R T H U R K O R N , Ber l in 

M a n b e t r a c h t e die S p e k u l a t i o n e n d e r a l lgemeinen R e l a t i v i t ä t s t h e o r i e als n i c h t 

v o r h a n d e n ; d i e W e l l e n m e c h a n i k v o n De Broglie u n d Sehròdinger soll auf den 

V o r a u s s e t z u n g e n d e r M e c h a n i k a u f g e b a u t w e r d e n , in d e m a l lgemeinen W u n s c h e , 

alle in d e r P h y s i k u n d C h e m i e b e t r a c h t e t e n E r s c h e i n u n g e n a l s B e w e g u n g e n e iner 

( w e n n m ö g l i c h e inhe i t l ichen) M a t e r i e darzustel len. D i e M e c h a n i k soll dabe i n i ch t 

in s t a r r e n S i n n e d i e al te k lass i sche M e c h a n i k sein, s o n d e r n die k lass i schen G r u n d 

pr inzipien w e r d e n n u r a ls e r s t e N ä h e r u n g e n b e t r a c h t e t , zu d e n e n , w e n n nö t ig , we i t e r e 

N ä h e r u n g e n h inzuzufügen s ind. D i e M a t e r i e d e r E l e k t r o n e n u n d de r g r a v i t i e r e n d e n 

T e i l c h e n wird als schwach kompressibrl v o r a u s g e s e t z t , für ih re B e w e g u n g ge l t en die 

hydrodynamischen Gleichungen. D i e Z u s t a n d s g i e i c h u n g 

p — cy. 

( / D r u c k , p, D i c h t e ) wi rd in d e r k ine t i schen G a s t h e o r i e im a l l g e m e i n e n auf m e 

c h a n i s c h e r G r u n d l a g e so zu rech tge l eg t , d a ß die K o n s t a n t e c mi t d e r abso lu ten 

T e m p e r a t u r p ropo r t i ona l u n d d i e se d e m mi t t le ren G e s c h w i n d i g k e i t s q u a d r a t d e r 

o r d n u n g s l o s du rche inande r f l i egenden Gas te i l chen p r o p o r t i o n a l zu se tzen ist. D i e s e 

m e c h a n i s c h e Z u r e c h t l e g u n g d e r k ine t i schen G a s t h e o r i e ist a b e r n u r ge rech t fe r t ig t , 

w e n n d ie mi t t l e r en G e s c h w i n d i g k e i t s q u a d r a t e d e r u n g e o r d n e t e n B e w e g u n g g r o ß 

g e g e n die Q u a d r a t e d e r fo r t sch re i t enden Geschwind igke i t en s ind u n d S c h w i n g u n g e n 

s e h r g r o ß e r F r e q u e n z a u s g e s c h l o s s e n w e r d e n . G r a d e de r Fa l l v o n S c h w i n g u n g e n 

s e h r h o h e r F r e q u e n z ist v o n B e d e u t u n g , und m a n kann e ine n e u e F o r m d e r Z u -

s t a n d s g l e i c h u n g m e c h a n i s c h b e g r ü n d e n , in we lcher bei V o r h a n d e n s e i n e iner h o h e n 

F r e q u e n z v d ie K o n s t a n t e c im wesen t l i chen mit de r F r e q u e n z v u n d d e r Q u a d r a t 

wurze l aus d e r abso lu ten T e m p e r a t u r p ropo r t i ona l wi rd . 

U n t e r s u c h t m a n bei d i e se r Z u s t a n d s g i e i c h u n g die R e s u l t a t e de r h y d r o d y n a m i s c h e n 

G l e i c h u n g e n für ein s c h w a c h k o m p r e s s i b l e s M e d i u m , d a s sich in b e z u g auf se ine 

fo r t s ch re i t enden B e w e g u n g e n s c h e i n b a r un te r d e m Ein f luß e ine r Kräf te funkt ion cp 

b e w e g t , so e r g i b t sich, d a ß zu d e n k lass i schen B e w e g u n g e n noch S c h w i n g u n g e n 

h inzu t r e t en , u n d zwar wi rd für die E i g e n s c h w i n g u n g e n die S c h r ö d i n g e r s c h e W e l l e n 

g l e i c h u n g z u s t ä n d i g . D i e D e Brogl ie -Wel len mit ihren E i g e n s c h a f t e n e r g e b e n sich 

z w a n g l o s bei F e h l e n e iner Kräftefunktio . i . Die Kräf tefunkt ionen d e r fo r t schre i t enden 

B e w e g u n g e n (Grav i t a t i onspo t en t i a l , C o u l o m b s c h e Poten t ia le usw.) s ind s ä m t l i c h 

m e c h a n i s c h zu in te rpre t ie ren . 

D e r Z u s a m m e n h a n g d e r a l lgemeinen Q u a n t e n t h e o r i e mi t d e r W e l l e n m e c h a n i k k a n n 

ä h n l i c h wie in de r S c h r ö d i n g e r s c h e n T h e o r i e g e g e b e n w e r d e n . 
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S U LA P R O B A B I L I T À DI P R E S E N Z A D E L L ' E L E T 
T R O N E S E C O N D O LA M E C C A N I C A ONDULATORIA 

D i U . C R U D E L I , Cagl ia r i 

C o n r i g u a r d o alla t r a t t a z i o n e re la t iv i s t i ca dello sca lare tp di D e Brog l i e -Schröd inge r 

per lo s t u d i o d e l l ' e l e t t r o n e (del così d e t t o e l e t t rone p u n t i f o r m e ) , al quale sia con

sen t i t a l ibera p re senza in u n a s s e g n a t o c a m p o e l e t t r omagne t i co m a x w e l l i a n o , viene da 

noi o t t e n u t a pe r la dens i t à (d ic iamola Q) dell ' i po te t i co fluido probabi l i s t i co di essa 

p resenza , una comprensiva formula generale tn esatto accordo con l'equazione di 

continuità di esso Huido; f o rmula che consente in modo suggestivo la v is ione del 

d i v a r i o f ra la dens i t à i n t r o d o t t a in codes ta m a n i e r a e quella cui si p e r v e r r e b b e , iden

t if icandola col q u a d r a t o del m o d u l o dello scalare xp, ad es tens ione del p r inc ip io delle 

in t e r f e renze ( B o r n ) in meccanica ondu la to r i a . 

I l n o s t r o svo lg imen to a v v i e n e nello schema re la t iv i s t i co di fo rmaz ione immed ia t a 

m e n t e a n t e r i o r e alle modifiche del D i r a c . 

D e n o t e r e m o : con w la veloci tà del s u d d e t t o fluido p robab i l i s t i co di p r e senza ; 

cou m la m a s s a dell ' e l e t t rone , della qua le il va lo re coincide con quello della massa 

di qu ie te de l l ' e l e t t r one c lass ico ; con c la soli ta ve loc i tà della luce. 

I n base al l ' equaz ione ( re la t iv i s t i ca ) f ondamen ta l e cui soddis fa la 

"i* y ih — cos t an te de l Planckx 

(dove a e <p sono e n t r a m b e r ea l i ) , l ' i n t roduz ione del n o t o q u a d r i v e t t o r e (Vie re r -

v e k t o r ) del G o r d o n ebbe a consen t i r e n o t o r i a m e n t e u n o s tud io cosp icu to *) di esso y>. 

Io , r i p r e n d e n d o codes to s t u d i o ed i n t r o d u c e n d o , m e d i a n t e 

quella che, con es tens ione di u n a d i c i t u r a imp l i c i t amen te i n t r o d o t t a dal D e Brogl ie 2 ) , 

v e r r e b b e d e t t a energia quantica, p e r v e n g o a t r o v a r e che la dens i t à q, al l ' infuori 

(se vog l i amo) di un f a t t o r e cos tan te , il cui va lore n u m e r i c o (d ive r so da zero) r i m a n e 

' ) Cfr. L. De Broglie: The wave mechanics and the atomic structure of matter and of radiation, in 
Selected papers on wave mechanics, (1929), by L. De Brogli ; and L. Brillouin, p . 113. 

Cfr. inoltre O. Klein in Zeitschrift für Physik (1927 — Band X L 1). 
2 ) Vedasi L. De Broglie: Introduction à l'étude de la mécanique ondulatoire (1930), p. 123. 
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S U L L ' I N T E G R A Z I O N E DELLE E Q U A Z I O N I DI 
M A X W E L L - H E R T Z CHE R E G O L A N O I F E N O M E N I 
L U M I N O S I NEI MEZZI C R I S T A L L I N I U N I A S S I C I 

D i A N G E L O T O N O L O , P a d o v a 

11 p rob l ema che m i sono p r o p o s t o di r i so lve re è il s e g u e n t e : Conosc iu t e le forze 

e le t t r iche e m a g n e t i c h e p e r ogn i i s t a n t e di t e m p o nei p u n t i di u n a superficie fissa, 

ch iusa a, d e t e r m i n a r e q u e s t e forze nei pun t i i n t e r n i a a pe r q u a l u n q u e i s t an te di 

t e m p o . I l m e t o d o che a d o p e r o pe r r i so lvere il p rob l ema è il s e g u e n t e : 

o) D e t e r m i n a z i o n e per ogn i i s t an t e d i t e m p o della d e r i v a t a n o r m a l e d i ques t e forze 

nei p u n t i di a in funzione dei da t i . 

b) Dal le equaz ioni d i ch i a r a t e nel t i t o lo si t r a g g o n o due g r u p p i (A) e (B) di equaz ioni 

alle d e r i v a t e pa rz ia l i del secondo o r d i n e ; al g r u p p o (A) s odd i s f ano le componen t i 

della forza e le t t r ica , e al g r u p p o (B) quelle della fo rza magne t i ca . 

e) I n t e g r a z i o n e delle equaz ion i (A) e (B). 

d) D i m o s t r a z i o n e che gl i i n t eg ra l i d i (A) e (B)- i qua l i sodd i s f ano s o p r a ö alle 

equaz ion i d i M a x w e l l - H e r t z , verif icano ques te equaz ion i anche nel l ' i n t e r n o di 6. 

' ) La relativa dimostrazione viene riserbata per il « Nuovo Cimento» del 1933. 

la qua le p o r g e la fo rmula cui s u p e r i o r m e n t e a b b i a m o a l luso 1 ) . 

3 1 0 

a n o s t r a comple ta scel ta , si p r e s e n t a susce t t ib i le della s eguen te f o r m a ( e sa t t a ) 

g e n e r a l e : 
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W Ä R M E L E I T U N G IM MEERE 
V o n J O N A S E K M A N F J E L D S T A D , Bergen 

E i n e U n t e r s u c h u n g v o n Heiland-Hansen übe r den jähr l i chen T e m p e r a t u r g a n g im 
M ee re ha t e rgeben , daß die T e m p e r a t u r k u r v e n mi t der Tiefe eine al lmähl ich zuneh
m e n d e A s y m m e t r i e zeigen, indem die T e m p e r a t u r im S o m m e r zuers t ve rhä l tn i s 
m ä ß i g schnell , d a n n l a n g s a m e r ans te ig t , u m a m E n d e des J a h r e s schnell zu fallen. 

I ch h a b e diese A s y m m e t r i e zu e rk l ä ren v e r s u c h t u n t e r der A n n a h m e , daß d ie 
t u r b u l e n t e W ä r m e l e i t u n g s f ä h i g k e i t im L a u f e des J a h r e s per iodisch veränder l ich ist . 

Ich habe die speziel le A n n a h m e gemach t , daß die T e m p e r a t u r l e i t u n g s f ä h i g k e i t 
von de r F o r m v ( t ) rj (z) is t . D u r c h E i n f ü h r u n g e iner neuen Ze i tva r i ab len erhäl t 
m a n jedoch d ie W ä r m e l e i t u n g s g l e i c h u n g in der gewöhnl ichen F o r m 

w o f (s, t) die T e m p e r a t u r s t e i g e r u n g w e g e n der A b s o r p t i o n von Sonnen- und H i m 
m e l s s t r a h l u n g ist . Ich suche von dieser Gle ichung ein per iodisches I n t e g r a l , das an 
de r Oberf läche m i t de r beobach te ten T e m p e r a t u r k (t) ü b e r e i n s t i m m t , w ä h r e n d a m 
Boden s •-= h d ie k o n s t a n t e T e m p e r a t u r v h e r r s c h e n soll. 

D i e I n t e g r a t i o n w i r d m i t H i l f e der T h e o r i e de r In t eg ra l -Gle ichungen gemacht . 
M a n findet d a n n für u 

w o k„ und /„ (s) Four ie rkoef f iz ien ten von k (t) u n d f (s, t) s ind. 

r„ (s, s) is t e ine Greensche F u n k t i o n und läß t sich als lösender K e r n einer I n t e 
g ra lg l e i chung hers te l len , w ä h r e n d 

is t . S i eh t m a n von dem S t r a h l u n g s g l i e d ab , das gewöhnl ich klein ist , so ist 

u—v 
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d e r Four ie rkoef f i z ien t für die T e m p e r a t u r k u r v e in de r Tiefe s. S e t z e n w i r we i t e r 

*. </>„ (s) = A„ 

so findet m a n d ie F o r m e l 
k 

, , *«ö r a -1 

V (s) = -r— • An dz 
/in j — z 

dz 
N a c h d ieser F o r m e l l äß t sich r¡ (s) b e s t i m m e n . F ü r das Bi scaya -Geb ie t findet 

m a n fü r d ie o b e r e n 10 b i s 15 M e t e r e inen W e r t v o n ca. 15. T i e f e r fällt de r W ä r m e 

le i tungskoeff iz ient schnell au f W e r t e von e twa 3. 

I c h h a b e für v (t) die F o r m 

v (t) — v„ (1 - f y cos [at — £ — p sin (at ----- £)]) 

a n g e n o m m e n , u n d so T e m p e r a t u r k u r v e n berechnet , d ie eine g u t e U e b e r e i n s t i m m u n g 

m i t den beobach te t en zeigen. 

N E U E N U M E R I S C H E B A H N B E R E C H N U N G E N 
E I N E S E L E K T R O N S IM F E L D E E I N E S D I P O L S 

V o n C A R L S T Ü R M E R , O s l o 

I n den J a h r e n 1904—1907 habe ich, u n t e r s t ü t z t von meinen A s s i s t e n t e n , ausge 

d e h n t e B e r e c h n u n g e n de r B a h n e n eines E l e k t r o n s im magne t i s chen Dipol fe lde a u s 

ge füh r t , i ndem ich die B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n des E l e k t r o n s n u m e r i s c h i n t e g r i e r t e 1 ) . 

D iese B e r e c h n u n g e n k o n n t e n in den le tz ten J a h r e n d a n k de r U n t e r s t ü t z u n g durch 

13,500 no rweg i sche K r o n e n a u s ,, D e t V i d e n s k a b e l i g e F o r s k n i n g s f o n d av 1919" wie

der a u f g e n o m m e n werd en . V o n den neu be rechne t en m e r k w ü r d i g e n B a h n f o r m e n sind 

b i she r n u r die pe r iod i schen B a h n e n v e r ö f f e n t l i c h t 2 ) , d ie du rch die schönen V e r s u c h e 

E . B r u c h e s e ine i n t e r e s s a n t e phys ika l i sche B e s t ä t i g u n g gefunden haben 3 ) . J e t z t sind 

*) Carl Stornier, Résultats des calculs numériques des trajectoires des corpuscules électriques dans les 
champs d'un aimant élémentaire. I, II und III, Videnskabsselskabets Skrifter, Christiania (Oslo) 1913. 

2) Carl Stornier, Periodische Elektronenbahnen im Felde eines Elementarmagneten und ihre Anwen
dung auf Bruches Modellversuche und auf Eschenhagens Elementarwellen des Erdmagnetismus, ZS. f. 
Astrophysik, Bd. I , Heft 4, S. 237, 1930. 

3) Ernst Brüche, Stürmers Polarlichttheorie in Experimenten, ZS. f. Astrophys., Bd. 2, Heft 1, S. 30 

1931. 
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auch die Be rechnungen we i t e r e r neuer B a h n e n du rch den Dipol fe r t ig geworden . S ie 

s ind w i c h t i g für die T h e o r i e des Po la r l i ch tes und in t e res san t in ih rem Z u s a m m e n 

h a n g m i t mechanischen P r o b l e m e n , w e s w e g e n sie h ier behande l t seien. 

Bei A n n a h m e des Dipols im A n f a n g s p u n k t eines Car tes i schen Koord ina t ionsys t en i s 

u n d bei pa s sende r W a h l de r L ä n g e n e i n h e i t lauten die Different ia lg le ichungen der 

B a h n k u r v e n : 

, d2 x ds , dy 
r - d J = l y s d i - ^ ^ - ^ d S 

hd
2 y , dx ds 

M ' ^ ^ ^ z - ^ d y - ^ d s -

. d2 y dy dx 

w o r2 = x2 4 - y2 + 2 2 und w o í d ie Bogen länge ist . W e n n wi r h ier x = R cos cp, y — 

R s in cp se tzen, b e k o m m e n w i r durch eine I n t e g r a t i o n 

™ dcp R2 

ds r 

w o y1 eine I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e ist , d ie w i r im Fo lgenden als pos i t iv vorausse tzen 

wol len . Se t zen w i r we i t e r R1 = 2 y1 • R, 21 = 2 y1 z, r = 2 y1 r, T = By^ s, so be

k o m m e n wi r das S y s t e m 

d'-R, I Ò U d2 s, i Ò U 
(2) dT¡ 2 ÒR,' dT' 2 Òs, 

w o 

i 

u n d w o U e ine F u n k t i o n von R1 und s1 ist , durch d ie Gle ichung 

definiert . 

D ie ses S y s t e m er laub t folgende mechan i sche D e u t u n g : S ind Rt und zl d ie Car tes i 

schen K o o r d i n a t e n eines mater ie l len P u n k t e s p, d e r sich u n t e r d e m Einf luß einer 

K r a f t m i t de r K r a f t f u n k t i o n % U in e iner E b e n e bewegt , s o g i b t " d a s Sys tem II 
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die B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n dieses P u n k t e s ! ) . D ie E l e k t r o n e n b a h n e n d u r c h den Dipol 

e n t s p r e c h e n in sbesonde re B a h n k u r y e n des P u n k t e s p, w e n n dieser P u n k t m i t de r Ge

s c h w i n d i g k e i t v v o m A u s g a n g s p u n k t Rt — o, s x ~ o t a n g e n t i a l zu de r K u r v e 

R* = s f j 3 f o r t ge sch l eude r t w i r d . B e t r a c h t e t m a n d a n n das K r a f t f e l d U — K o n s t a n t , 

s o w e r d e n alle m e r k w ü r d i g e n F o r m e n d e r be rechne ten K u r v e n u n m i t t e l b a r ve r 

s tändl ich«) . 

THE R A D I A T I O N OF A N G U L A R M O M E N T U M 

B y A R T H U R W . C O N W A Y , D u b l i n 

A b r a h a m has calculated the a n g u l a r m o m e n t u m f rom t w o H e r t z i a n double t s whose 

t ime-phases differed by one q u a r t e r of a per iod (Phys ik . Ze i t schr . 15, 914, 1914) 

u s i n g t he classical e l ec t rodynamics and a s s u m i n g t h a t one q u a n t u m of e n e r g y was 

r a d i a t e d . T h e p r e s e n t a u t h o r e x t e n d s th i s resu l t t o the genera l case in which t he 

v i b r a t i n g sys t ems depend on t w o L e g e n d r e funct ions of o r d e r s n, n' and r a n k s s, s'. 

N o a n g u l a r m o m e n t u m is r a d i a t e d unless n = n' and s = s' + 1, s = s'. I f w e w r i t e 

t he L e g e n d r e func t ions in the fo rm 

a to A-a to', e t c . a n d b to 4 - b' to', e t c . 

S S 1 S S ' S S
 1 f s7 

w h e r e ws — XW ( ( i / ) cos s q>, (o's= X£> P (f/) sin sç> 

w h e r e X¡^ is a n o r m a l i z i n g cons t an t , w e find, if one q u a n t u m kvoi ene rgy is r ad i a t ed , 

for the A'-component of a n g u l a r m o m e n t u m 

h 

a n d for t he Z - c o m p o n e n t 

X ^ 1 ' *2nD 

2Z.h 

2nD 

') Carl Stornier, Sur le mouvement de corpuscules électriques dans le champ d'un aimant élémentaire 
et la forme de leur trajectoire à leur arrivée à l'aimant. Archives des Sciences physiques et natu
relles, 1913, Genf. 

2 ) Näheres darüber findet man in meiner Abhandlung : How the horse-shoe formed auroral curtains can 
be explained by the corpuscular theory, in der Zeitschrift: Terrestrial Magnetism and Atmospheric 
Electricity, Washington 1932 
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w h e r e 

X 
a a , , 

+ 1 
+ S -f- 1 S 

S-\-\ 5 

F r o m the re la t ion 4 X) + 4 F 2 + 4 (Z x — Zs + 1 ) 2 S D 2 

by m a k i n g a s s u m p t i o n s such as 2 X = D, Ys — Zt = Zs_^x — o, 

we ge t a x i a l c o m p o n e n t s a n d equa to r i a l componen t s — — — 
2̂ r 2 2̂ r 

Ü B E R E I N I G E R A N D W E R T P R O B L E M E 

V o n R U D O L F W E Y R I C H , B r ü n n 

E i n e a x i a l s y m m e t r i s c h e L ö s u n g der Wel leng le ichung , in der die Wel lenzah l k2 

eine im a l lgemeinen komplexe , ab te i lungswe i se k o n s t a n t e F u n k t i o n von r sein soll, 
l äß t sich für die S t e t i gke i t sbe re i che von k2 in F o r m eines b e s t i m m t e n I n t e g r a l s ange
ben, dessen K e r n a u s P r o d u k t e n von t r i g o n o m e t r i s c h e n und Zy l inde r funk t ionen bes teh t , 
wobei das A r g u m e n t der l e tz te ren i r r a t i ona l von dem I n t e g r a t i o n s p a r a m e t e r abhäng t . 
I n A n l e h n u n g an das F o u r i e r s c h e I n t e g r a l t h e o r e m lassen sich u n t e r Z u g r u n d e l e g u n g 
d ieser L ö s u n g die übl ichen R a n d w e r t a u f g a b e n für den Bereich zwischen zwei k o a x i 
alen Zy l inde rn behande ln , w e n n an den Uns t e t i gke i t s s t e l l en von k2 für d ie L ö s u n g 
und ih re A b l e i t u n g e n gewis se U e b e r g a n g s b e d i n g u n g e n vorgeschr i eben s ind. A n die 
Ste l le e iner R a n d b e d i n g u n g k a n n dabe i auch die F o r d e r u n g t r e t en , daß die L ö s u n g 
auch für r = o r egu lä r sei, bezw. es k ö n n e n in dem u n b e g r e n z t e n A u ß e n r a u m eines 
Zy l inde r s gewisse F o r d e r u n g e n über das V e r h a l t e n der L ö s u n g im Unend l i chen ge 
stell t we rden . D i e angegebene L ö s u n g e rwe i s t sich auch d a n n als v e r w e n d b a r , wenn 
im Def in i t ionsbere ich gewisse S i n g u l a r i t ä t e n vo rgesch r i eben s ind. 

A l s A n w e n d u n g dieser E r g e b n i s s e w i r d das H e r t z s c h e P o t e n t i a l des S t r a h l u n g s 
feldes eines e lek t r i schen bezw. m a g n e t i s c h e n Dipols aufges te l l t , der auf de r A x e eines 
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zwei ve r sch iedene M e d i e n t r e n n e n d e n Zy l inde r s l iegt . D e r I n t e g r a n d der L ö s u n g 

b e s i t z t im a l lgemeinen neben p o l a r e n S i n g u l a r i t ä t e n v ie r V e r z w e i g u n g s p u n k t e , w i r d 

a b e r e i n d e u t i g u n d in der g a n z e n E b e n e des I n t e g r a t i o n s p a r a m e t e r s m e r o m o r p h , wenn 

m a n im A u ß e n r a u m die L e i t f ä h i g k e i t übe r alle G r e n z e n w a c h s e n läßt . D u r c h A b 

s c h ä t z u n g de r be i de r V e r l a g e r u n g des I n t e g r a t i o n s w e g e s a u f t r e t e n d e n I n t e g r a l e l äß t 

sich d ie L ö s u n g nach b e k a n n t e n funk t ionen theo re t i s chen M e t h o d e n in die F o r m e iner 

unend l i chen R e i h e ü b e r f ü h r e n , welche eine bequeme D i s k u s s i o n des P o t e n t i a l s ge 

s t a t t e t und auch e inen E inb l i ck in die a u f t r e t e n d e n i n t e r e s san t en Resonanze r sche i 

n u n g e n g e w ä h r t . 

L A M I N A R E A U S B R E I T U N G S E R S C H E I N U N G E N 
IN F L Ü S S I G K E I T E N 

Von W I L H E L M M Ü L L E R , P r a g 

U n t e r den e ind imens iona len ( i n s t a t i o n ä r e n ) B e w e g u n g e n in zähen F l ü s s i g k e i t e n 

s ind in e r s t e r L i n i e die l ineare , ebene ode r a c h s e n s y m m e t r i s c h e u n d d ie ebene z i r 

ku l ä r e b e m e r k e n s w e r t . W e n n w i r m i t v d ie Geschwind igke i t u n d m i t w die W i r b e l 

s t ä r k e (ha lbe R o t a t i o n s g e s c h w i n d i g k e i t ) , f e rne r m i t y, bzw. r d ie ebene bzw. radia le 

Z y l i n d e r - K o o r d i n a t e senkrech t z u r B e w e g u n g s r i c h t u n g und m i t v die k inemat i sche 

Zäh igke i t beze ichnen , so haben w i r für den ebenen Fa l l die Gle ichungen 

ò2v i dv d2iu i dzc 

(l> dy2"" v 'dt ' dy* v dt 

d-v , i dv v i dv ò 2 z ì > , 1 OK' i dzv 

dr2 r dr rl v dt ' òr2 r dr v dt 

und für den a c h s e n s y m m e t r i s c h e n F a l l 

. . d2v . i dv i dv d¡ti> i dzc w i dw 
(3) ò -2 + r ¿ r ,. <v ;

 ~\ypr l - y r'- T d7 " 

Z u r E r l e i c h t e r u n g der e x a k t a u s f ü h r b a r e n A u f l ö s u n g dieser auch in der W ä r m e 

le i tungs theor i e v o r k o m m e n d e n Gle ichungen l ie fer t de r U m s t a n d , daß das S u p e r 

pos i t i onsp r inz ip Gü l t i gke i t ha t , v o r a u s g e s e t z t , d a ß bei der Z u s a m m e n s e t z u n g die 

L i n e a r i t ä t , K r e i s - b z w . A c h s e n s y m m e t r i e g e w a h r t b le ibt . F e r n e r s ieht m a n , d a ß (3) 

a u s (2) d adu rch h e r v o r g e h e n , daß die S te l lungen von v und w v e r t a u s c h t werden . 

316 



Mechanik und Mathematische Physik 

317 

I m I n t e r e s s e der U e b e r s i c h t geh t m a n a m bes ten von der b e k a n n t e n L ö s u n g für 
den zu r Zei t t — o in r — o k o n z e n t r i e r t e n E l e m e n t a r w i r b e l a u s , m i t d e r e n Hi l fe 
dann ohne we i t e re s die S y s t e m e para l le ler ebener u n d koax ia le r k re i szy l indr i scher 
Wi rbe l sch i ch t en darges te l l t wei-den können . F ü r die B e w e g u n g z. B. , d ie von einer 
z u r Zei t t = o auf d e m K r e i s z y l i n d e r r = o ausgeb re i t e t en Wi rbe l sch ich t m i t achsial-
ge r i ch t e t en W i r b e l a c h s e n ausgeh t , e rhä l t m a n z. B . die D a r s t e l l u n g 

y a 4 v r / r a \ 
( 4 ) » ' 4 V ' ' "UJ 
wobei y d ie Z i rku l a t i onsd i ch t e der Sch ich t und I0 die Besseische F u n k t i o n nul l ter 
O r d n u n g m i t r e in i m a g i n ä r e m A r g u m e n t bezeichnet . D ie U m f o r m u n g des A u s 
d r u c k s für die en t sp rechende z i rku l ä r e Geschwind igke i t führ t auf unendl iche Re ihen 
m i t Besse ischen F u n k t i o n e n r e in i m a g i n ä r e n A r g u m e n t e s , die eine gewisse Ana log ie 
zeigen m i t den von L o m m e l in se inen A r b e i t e n übe r B e u g u n g s e r s c h e i n u n g e n aufge
s te l l ten R e i h e n u n d für viele h y d r o d y n a m i s c h e n P r o b l e m e von B e d e u t u n g zu sein 
scheinen. Diese für alle endl ichen r k o n v e r g e n t e n Re ihen l a u t e n : 

M a n e rhä l t d a n n z. B . für die k re i szy l ind r i sche W i r b e l s c h i c h t 

.... y a 4w ya \ tit T T I 

(6) v=í-r e .Vt = • ^ J -

W i e die g e n a u e r e D i s k u s s i o n e rg ib t , i s t das Gebie t r <^ a zur Zei t i = o in R u h e , 

w ä h r e n d die G e s c h w i n d i g k e i t s v e r t e i l u n g für r > a de r B e z i e h u n g v = - ~ en t sp r ich t . 

D ie A u s d r ü c k e (4) und (6) geben d a n n den Ver l au f der zu r Zei t t beg innenden 
A u s b r e i t u n g de r W i r b e l b e w e g u n g . 

I n g a n z ähnl icher W e i s e läß t sich d ie von e iner kon t inu ie r l i chen F o l g e von gleich
g r o ß e n und k o a x i a l e n W i r b e l r i n g e n ausgehende B e w e g u n g der F l ü s s i g k e i t e rmi t t e ln , 
d ie ident i sch is t m i t der A u s b r e i t u n g eines k re i szy l indr i schen S t r a h l e s in dem u m 
gebenden , a n f a n g s r u h e n d e n M e d i u m derse lben A r t . Auch in diesem F a l l e rg ib t 
s ich für die Geschwind igke i t v in A b h ä n g i g k e i t von r und t eine R e i h e n d a r s t e l l u n g 
von der F o r m 

(7) v = v0e 4 W .Ut = vte i v i (U0 — Io) 

w e n n v0 die an fäng l i che S t r a h l g e s c h w i n d i g k e i t bezeichnet . W e n n der S t r a h l d u r c h -
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m e s s e r unendl ich kle in w i r d , g le ichze i t ig abe r d ie d u r c h den Q u e r s c h n i t t h i n d u r c h 

t r e t e n d e M e n g e q endl ich b le ib t , e rhä l t m a n d a r a u s für den g e r a d l i n i g e n F a d e n s t r a h l 

d i e A u s d r ü c k e 

q ÏW qr <v/ 
(7*) v — — L — r e ; w = —2—?—.irr e 

A u f d ie vielen e inschläg igen m a t h e m a t i s c h e n und mechan i schen F r a g e s t e l l u n g e n 

w i r d d e r V e r f a s s e r in e inem aus führ l i chen Be r i ch t z u r ü c k k o m m e n 1 ) . 

P R O G R E S S I NEL S I S T E M A D E F I N I T I V O DI 
U N I T À 

D i G I O V A N N I G I O R G I , R o m a 

N e l C o n g r e s s o di M a t e m a t i c a di T o r o n t o 1924, il de l ega to a m e r i c a n o G. Campbe l l 

p ropose il n o m e d i sistema definitivo pel s i s t ema di u n i t à a s so lu te che fu p r o p o s t o 

dal lo sc r iven te nel 1901, e ne m o s t r ò con esempi l 'appl icabi l i tà genera le . Q u e s t o 

s i s t ema è f o n d a t o sul r i conoscere che le u n i t à e le t t r iche p r a t i c h e o r a in u s o (vol t , 

a m p è r e , ohm, w a t t , f a rad , etc .) f o r m a n o t u t t e un s i s t ema asso lu to in un ione col m e t r o , 

col kg . -massa e col secondo ; e con q u e s t o si p u ò fa re a m e n o della compl icaz ione dei 

due s i s temi C. G. S. , e si o t t i e n e un ins ieme di u n i t à che h a n n o t u t t e g r a n d e z z a con

venien te , e che sono collegate f ra loro d a formóle raz iona l i zza te . 

D o p o il 1924, i p r o g r e s s i p r inc ipa l i e le d ivu lgaz ion i u l t e r io r i e le p r o p o s t e d i 

a g g i u n t e fu rono le s e g u e n t i : — A. E . Kenne l ly ha i l l u s t r a to le bas i t eor iche s o t t o il 

nome di s i s t ema M . K. S. Q ; — E . P i s to i e s i ha i n t r o d o t t o il n o m e m í pe r l ' un i t à 

di fo rza ; — la Commiss ione e le t t ro tecn ica in t e rnaz iona le fino ad o r a non ha a d o t t a t o 

il s i s t ema, m a ha r i conosc iu to che deve a m m e t t e r s i u n a q u a r t a u n i t à f o n d a m e n t a l e ; — 

le u n i t à del s i s t ema defini t ivo sono s t a t e a d o t t a t e s i s t e m a t i c a m e n t e in mol t i t r a t t a t i 

t edesch i ; come il p iù recente c i t i a m o quel lo del K u p f m ü l l e r ( E i n f ü h r u n g in die t h e o 

re t i sche E l e k t r o t e c h n i k ) ; in I t a l i a il r ecen te t r a t t a t o di fisica dei P r o f . r i Se r in i e 

P a l a t i n i è svo l to con l 'uso esc lus ivo del s i s t ema defini t ivo. 

M i p e r m e t t o r i c h i a m a r e l ' a t t enz ione dei fisici e degl i e le t t ro tecnic i sul l ' a r g o m e n t o , 

e sol leci tar l i a fa re u s o del s i s t ema in qua lche loro l avoro , fiducioso che pe r q u e s t a 

via si r i c o n o s c e r a n n o i v a n t a g g i di sempl ic i tà e r i s u l t e r à g r a d u a l m e n t e l ' adozione 

genera le . 

' ) Vgl. auch Wilhelm Müller, Einführung in die Theorie der zähen Flüssigkeiten, Leipzig 1932. 
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SUR L ' U N I V E R S S P H É R I Q U E D ' E I N S T E I N 

P a r P . D R U M A U X , Gand 

D i v e r s e s so lu t ions ont , comme on sai t , é té p roposées , n o t a m m e n t pa r E i n s t e i n et 

pa r de S i t t e r , a u su je t de la forme de l 'Un ive r s , laquelle v a r i e selon l ' express ion 

a d o p t é e p o u r le c a r r é de l ' in terval le ds en t r e deux po in t s - événemen t s de m a n i è r e à 

sa t i s f a i r e a u x équa t ions de la g r a v i t a t i o n dans la re la t iv i té généra l i sée et les solu

t ions a ins i ob t enues p r é s e n t e n t e n t r e elles de p rofondes d ivergences . 

E n p a r t a n t de la r e m a r q u e d ' E i n s t e i n d ' après laquelle les u l t imes cons t a t a t i ons 

e x p é r i m e n t a l e s d a n s les m e s u r e s phys iques p o r t e n t exc lus ivemen t sur l 'observa t ion 

de coïncidences de po in t s - événemen t s , il es t poss ible de m o n t r e r qu' i l do i t nécessa i re 

m e n t e x i s t e r u n e co r r e spondance q u a n t i t a t i v e l inéa i re e n t r e la masse to ta le d 'un 

U n i v e r s sphér ique à r é p a r t i t i o n mac roscop iquemen t u n i f o r m e e t la g r a n d e u r de son 

rayon , ce qui p e r m e t de fa i re u n e d i s c r i m i n a t i o n e n t r e les théor ies p roposées sur la 

fo rme de l ' U n i v e r s et d 'où résu l te que la p ré fé rence doi t ê t r e donnée à l 'Un ive r s 

d ' E i n s t e i n . 

D e la r e m a r q u e susd i t e d ' E i n s t e i n c o n c e r n a n t le c a r a c t è r e des mesu re s phys iques 

on peu t en effet d é d u i r e que si l 'on cons idère d 'une p a r t la m a s s e to ta le M associée 

à l ' ensemble de l ' U n i v e r s e t d ' a u t r e p a r t la l ongueur m a x i m a associée à l ' U n i v e r s , 

c ' e s t -à -d i re le demi - tou r nR de l ' U n i v e r s de r a y o n R, il doi t y avo i r p ropo r t i onna l i t é 

e n t r e ce t t e masse e t cet te longueur , le coefficient de p r o p o r t i o n n a l i t é d é p e n d a n t un i 

q u e m e n t d u cho ix des é ta lons de m a s s e et de longueur et é t a n t une cons t an t e d 'une 

inva r i ance absolue , ce qui condu i t à la re la t ion : 

M == -A— . T R 

2K 
où c es t la v i tesse de la l umiè r e et K la cons t an te de g r a v i t a t i o n liée à la cons tan te 

universe l le s. d ' E i n s t e i n p a r la re la t ion 
8.-T K 

y. — — • 
c 

L ' U n i v e r s d ' E i n s t e i n con t ien t e x a c t e m e n t la m a s s e r é p o n d a n t à sa g r a n d e u r spa

t iale et sa t i s fa i t à la condi t ion de co r r e spondance en ques t ion . 

L ' U n i v e r s de de S i t t e r défini p a r l ' express ion su ivan t e du ds2 avec les no t a t i ons 

usuel les : 

r r 
ds*- = — dr — R2 sin 2 —- (dtf -f- sin 2 0 . dw-) + cos* — rdí 

ne répond p a s à ce t te condi t ion e t es t donc phys iquemen t imposs ib le m a l g r é son 

i n t é r ê t scientifique. I l en es t de m ê m e de l 'espace el l ipt ique de Caley-Kle in dont 

le vo lume est d e u x fois t r o p pe t i t . 

3 1 9 
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A L C U N E A P P L I C A Z I O N I M E C C A N I C H E D E L L A 
G E O M E T R I A P R O I E T T I V A D E G L I I P E R S P A Z I 
D i C A R L O L U I G I R I C C I , Napo l i 

I n mol t e ques t ion i tecniche in t e res sa s t u d i a r e u n s i s t ema r i g i d o sogge t t o a legami 

elast ic i , e r i ce rca re la c o r r i s p o n d e n z a t r a le forze ad esso app l ica te e gli s p o s t a m e n t i 

p iccol iss imi ad esso consent i t i dai p r e d e t t i l egami elast ici . 

T a l e co r r i spondenza fu da m e s t u d i a t a in d u e miei p receden t i l a v o r i : nel p r i m o 1 ) 

essa è t r a t t a t a nel caso pa r t i co l a r e in cui i l egami elast ici a m m e t t a n o u n p i a n o di 

s i m m e t r i a ; nel s e c o n d o 2 ) essa è s t u d i a t a in genera le , pe r v i a geomet r i ca , r a p p r e 

s e n t a n d o le viti ( schemi geomet r i c i delle dinami e dei moti elicoidali) come p u n t i d i 

u n spaz io a c inque d imens ion i . — L a c o r r i s p o n d e n z a t r a le viti delle forze appl ica te 

e quel le degli spostamenti elicoidali p r o d o t t i , si o t t i ene come u n ' omografia ( de t t a di 

elasticità) nel d e t t o i p e r s p a z i o : essa r i s u l t a come p r o d o t t o d i d u e p o l a r i t à : Qe, (pola

rità di elasticità) ed R , nella quale u l t i m a sono con iuga t e le v i t i d i coefficiente- virtuale 

nullo: la polarità iìe è uniforme. Ne l lo s t e s so l a v o r o 2 ) si d i m o s t r a che anche per il 

co rpo r i g i d o l ibero , la c o r r i s p o n d e n z a t r a fo rze impuls ive i m p r e s s e e mot i elicoidali 

i s t an t ane i da esse p r o v o c a t i si p u ò o t t e n e r e come u n ' omografia ( d e t t a d'inerzia), p r o 

d o t t o d i u n a p o l a r i t à u n i f o r m e Q( (polarità d'inerzia) e della po la r i t à R sop ra definita. 

Con ques t i r i su l t a t i si p u ò r i so lvere un p rob l ema ut i le in mol t e ques t ion i appl i 

ca t i ve r i g u a r d a n t i le m a c c h i n e : la r i ce rca delle oscillazioni di un sistema rigido 

soggetto a legami elastici. 

I n u n a l t r o m i o l avoro 3 ) a v e v o g i à r i so l to q u e s t o p rob lema nel caso pa r t i co la re 

del s i s t ema elas t ico aven te solo due gradi di libertà elastica: a v e v o così trovate due 

oscillazioni proprie o permanenti, i n t o r n o a due punti nodali — (o nodi) — o t t enu t i 

come coppia comune a due involuzioni ellittiche, d e t t e l ' ima di elasticità e l ' a l t ra 

d'inerzia. 

E s t e n d e n d o q u e s t o conce t to , nel caso genera le del s i s t ema r i g i d o con sei gradi di 

libertà elastica, le oscillazioni proprie o permanenti si o t t e n g o n o come mo t i osc i l la tor i 

elicoidali secondo le viti che nelle omograf ie 1 ed f ß , - i ? ] - 1 h a n n o u n o s tesso 

e lemento (vite) c o r r i s p o n d e n t e 4 ) . 

') Carlo Luigi Ricci, „L'ellisse di elasticità trasversale R. Accademia delle Scienze di Torino, 1911. 
2) C. L. Ricci, ^Relazioni tra le forze e gli spostamenti per un sistema rigido soggetto a legami ela

stici*. R . Accademia delle Scienze di Torino, 1911. 
3) C. L. Ricci, „L'equilibramento delle masse rotanti a grande velocità". R. Accademia delle Scienze 

di Torino, 1916 (pag. 9—19 dell 'estratto). 

*) Queste vili coincidono con le cosi dette viti armoniche, trovate per altra via da Sir Robert Stawell 
Ball nel capitolo IX», §§ 104—107, pag. 94—100 dell'opera A. Treatise on the Theory of Screws. Uni
versity Press, Cambridge, 1900. 

3 2 0 
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Si è così r i condo t t i e r i ce rca re gli e lement i co r r i sponden t i comuni alle d u e pola

r i t à Qe ed íí¡; e poiché tal i po l a r i t à sono uniformi, è facile d i m o s t r a r e che delti ele

menti sono sempre reali. 

D u n q u e il s i s t ema r i g i d o sogge t to a legami elast ici , nel caso più generale ha sempre 

sei oscillazioni proprie permanenti, t u t t e rea l i . 

P e r le appl icaz ioni è specia lmente i n t e r e s san te il caso in cui i vincoli elast ici am

m e t t a n o un p i a n o di s i m m e t r i a , co inc idente con u n o dei p ian i p r inc ipa l i d ' ine rz ia del 

s i s t ema r ig ido . I n tal caso le oscil lazioni p r o p r i e sono ro taz ion i i n to rno a sei re t t e , 

delle qual i t r e con tenu te nel d e t t o p i a n o di s i m m e t r i a e t r e a q u e s t o n o r m a l i : la loro 

r icerca si r iduce a quella dei t r i ango l i au topo la r i comuni r i s p e t t i v a m e n t e in due coppie 

di polarità piane (di elasticità e d'inerzia), nel de t t o p i a n o di s immet r i a . 

O v v i e semplificazioni si p r e s e n t a n o q u a n d o si abbassa il grado di libertà elastica 

del s i s t ema r ig ido . 

S U R LES O N D E S DE G R A V I T E 
P a r A L F R E D R O S E N B L A T T , Cracov ie 

L ' é t u d e des ondes de g r a v i t é , c ' es t -à -d i re des ondes causées p a r l ' émers ion ins tan

t anée d 'un corps ou pa r un coup i n s t a n t a n é de ven t , a é té fa i te p a r d ive r s s avan t s 

é m i n e n t s , en f a i san t les suppos i t ions : 

1) les v i tesses et leurs dér ivées sont pe t i t e s , 

2) la dépress ion ini t ia le diffère peu de l 'hor izonta le , 

3) son incl inaison est pe t i t e , 

on ob t i en t en nég l igean t des m e m b r e s d ' o r d r e supé r i eu r un problème linéaire. 

J ' a i a b o r d é l ' é tude exac te du p rob lème en supposan t : 

1) la dépress ion ini t ia le est donnée pa r une fonct ion y = f (x) qui possède tou tes 

les dér ivées s ' annu lan t à l'infini, 

2) ces dér ivées son t in teg rab les a b s o l u m e n t en t re — 0 0 et -f- o c . 

O n p o u r r a i t r emplace r ces condi t ions p a r d ' au t r e s bien plus généra les . 

E n déve loppan t a lo r s le po ten t ie l <p s u i v a n t les pu issances e d 'un petit paramètre. 

(i) (p = £ Wl --j- £2
 (p, -f . . . 

j ' a i o b t e n u des exp re s s ions r é c u r r e n t e s p o u r les (p¡ et j ' a i d é m o n t r é la convergence 

pa r la m é t h o d e des m a j o r a n t e s de Cauchy. 

J ' a i t r a i t é le cas p lan , m a i s la m ê m e m é t h o d e s 'appl ique au m o u v e m e n t d a n s t r o i s 

d imens ions . De m ê m e les ondes dans un bass in à p r o f o n d e u r finie se t r a i t e n t de la 

m ê m e m a n i è r e . 

21 Mathematiker-Kongreß 3 2 I 



Mechanik nnd Mathematische Physik 

P R O J E T D ' U N E E X P É R I E N C E DE L A B O R A T O I R E 
P E R M E T T A N T DE M E S U R E R LA V I T E S S E V DE 
L ' A T T R A C T I O N U N I V E R S E L L E 

P a r E . K O G B E T L I A N T Z , P a r i s 

P o u r définir l ' a t t r a c t i o n exercée , d a n s l 'hypothèse V<C oo, p a r u n e m a s s e ac t ive M, 

mobi le , s u r u n e m a s s e pa s s ive m, immobi le , n o u s supposons que l ' a t t r ac t ion é m a n e 

de M e t se p r o p a g e ve r s m. So i t v la v i t e s se de M e t posons v = ß. V. L e r e t a r d 

causé p a r le fa i t que V es t finie a j o u t e à t o u t m o m e n t à l ' a t t r ac t ion n e w t o n i e n n e 

F — f .m Mr~2 u n e force c o m p l é m e n t a i r e A F d ' i n t ens i t é A F = ß F. Y i -\~ 3 c o s 2 tp 

(à ß2 p r è s ) , où <p es t l ' angle de v e t de r=mM. A F sa t r o u v e d a n s le p lan (r , v), 

fai t u n angle y> avec r , tel que 2tg yj — tgç> à ß p r è s ; et la r é s u l t a n t e d e F e t de JF 

est d i r igée ve r s u n e pos i t ion a n t é r i e u r e de M. 

L e calcul de l'effet causé p a r la r o t a t i o n u n i f o r m e d 'une m a s s e M ( a y a n t la fo rme 

d ' un demi - to r e c r e u x ) a u t o u r d 'une ba lance d e to r s ion spéciale (cons t i tuée par un 

fil en o r de m a s s e m r é p a r t i e u n i f o r m é m e n t su r la c i rconférence d 'un cercle de 

r a y o n b et don t le cen t r e es t su r l ' axe d u demi - to r e t o u r n a n t M) donne la va leur K 

du couple a g i s s a n t s u r la ba lance : K — f • — ^ _ î ? — où / == 67 E o t v o s , co es t 

' 2 ( - c , - f r , 

la v i t e s se a n g u l a i r e de r o t a t i o n de M, r1 et r 2 é t a n t les d e u x r a y o n s de la sect ion 

no rma le du d e m i - t o r e c r e u x M. 

So i t r le coefficient de to r s ion du fil de suspens ion de la ba lance et 8 sa dévia t ion 

causée p a r la m i s e en r o t a t i o n de M. O n a 6 . T = / Î e t si r = 0,027, M = 2 t onnes , 

m = 94 g r a m m e s , b = 100 cms , r1 - j - r2 = 20 cms , w = 60 n ( 1800 t o u r s à la m i n u t e ) , 

la dév ia t ion 8 est s u p é r i e u r e à 1", 5 - q, où g es t le r a p p o r t de la v i tesse de la lumiè re 

c = 3 . i o 1 0 à celle V de la g r a v i t a t i o n : qV = c. O n cons ta te que la m e s u r e de V est 

poss ible si V es t de l ' o r d r e de g r a n d e u r de c. N o u s avons supposé que la longueur 

d u fil de suspens ion est d ' un m è t r e . E n l ' a l longeant et en p e r f e c t i o n n a n t la p a r t i e 

op t i que de la ba lance , on p e u t reculer la l imi te de V mesu rab l e . S i q es t t r è s pe t i t , 

l 'emploi d 'un fil de suspens ion p r e s q u e sans t o r s ion p e r m e t t r a i t , en p r o l o n g e a n t suffi

s a m m e n t l ' expér ience , de m e s u r e r V. E n effet, la dév ia t ion s e r a i t a lo r s p r o p o r t i o n 

nelle au p r o d u i t de q p a r le c a r r é de la d u r é e de l ' expér ience . O n peu t espérer de 

m e s u r e r a ins i V m ê m e p o u r q = I O ~ 3 , c ' es t -à -d i re pour K ~ 1000c. 
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C A N M A T T E R A N D R A D I A T I O N BE R E G A R D E D 
A S T W O A S P E C T S OF THE S A M E W O R L D -
C O N D I T I O N ? 
By A. M . M O S H A R R A F A , C a i r o 

T h e p r e s e n t w r i t e r has recen t ly p u t f o r w a r d the v iew [Roy. Soc . P r o c . A, Vol . 126, 

( I9 29)» P- 35] t h a t a m a t e r i a l en t i ty w h e n v iewed by an obse rver t r ave l l ing wi th 

t he ve loc i ty of l i gh t would be recognised by h im as r ad i a t i on , and has sugges ted 

t h a t r a d i a t i o n would be i n t e rp re t ed by the s ame obse rver as a m a t e r i a l phenomenon . 

T h e s e v i ews w e r e based on an inves t iga t ion of the geomet r ica l r e la t ionsh ip be tween 

the H e a v i s i d e el l ipsoids c h a r a c t e r i s i n g the " p a r t i c l e " aspect of an electron and the 

de Brog l i e w a v e sur faces c h a r a c t e r i s i n g i t s wave aspect . T h i s r e l a t ionsh ip is des

cr ibed by the i d e n t i t y : 

(1) q>(x,y,z, t) = x*-\-y*+ s*—c*t*-\- [W(x,y, z, t)~\2/'m\c* 

w h e r e <p (x,y, z, t) = cons t an t , and W(x, y, z, t) — cons tan t , r ep re sen t the H e a v i s i d e 

el l ipsoids and the de Brog l i e sur faces respect ively . I n a n o t h e r pape r [Roy . Soc. 

P r o c . A . Vol . 131, (1931), p . 335] a n a t t e m p t is m a d e t o include m a t e r i a l and 

r ad i a t i ona l w a v e s u n d e r one and the s ame scheme of fundamen ta l re la t ions . T h e 

M a x w e l l i a n equa t ions of e lec t rodynamics a r e der ived from the set of r e l a t i o n s : 

(2) 

-^-f- = cos (n xv) Ay. , ft,v = I , 2, 3 

^ ^ = %A]Í , fi =1,2, 3. 

w h e r e (Elt E2, £ 3 ) a r e t h e componen t s of t he electr ic field, a n d A, n, 9 a r e t w o 

vec to rs and a scalar quan t i t y , respect ive ly , associa ted w i t h t he ex i s t ence of a ma te r i a l 

or r ad i a t i ona l en t i ty . If A and n a r e in t he same d i rec t ion , t he en t i ty is recognised 

as a p r o t o n , if in oppos i te d i rec t ions as an electron, and if mu tua l ly pe rpend icu la r , 

as a pho ton . Accord ing ly r a d i a t i o n would co r re spond to a m i d - w a y pos i t ion , so t o 

speak, be tween pos i t ive and nega t ive electr ic i ty . T h e de r iva t i on of t he set of 

re la t ions (2) is n o w discussed . I t is shown t h a t for a s imple polar i sed en t i ty 

possess ing a u n i f o r m electr ic ampl i tude , such as p lane-polar ised r ad ia t ion or a un i 

formly m o v i n g e lec t ron , t he set is r educ ib le t o a sys t em of iden t i t i es . I t is sugges ted 

t h a t all m a t e r i a l and r a d i a t i o n a l en t i t i e s a r e bu i l t up of such s imple en t i t i e s in a 

m a n n e r c o r r e s p o n d i n g to t he bu i ld ing u p of t he w a v e funct ion f rom a ser ies of 

s imple h a r m o n i c t e r m s . I t is po in ted o u t t h a t th i s would leave the va l id i ty of the 

classical equa t ions of e lec t rodynamics u n i m p a i r e d on a macroscop ic scale, b u t would 

r e n d e r t h e m inval id on the microscopic scale. 
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S U L L A C O S T R U Z I O N E DI C O S T A N T I F I S I C H E 
DI G R A N D E Z Z A A R B I T R A R I A 

D i L . L A B O C C E T T A , R o m a 

E s i s t o n o delle cos t an t i fisiche n a t u r a l m e n t e da t e , il cui va lo re è i nd ipenden te dalle 

d imens ion i spazia l i del s i s t ema m a t e r i a l e che se rve a definirle, q u a l i : la p ress ione , la 

t e m p e r a t u r a e la dens i t à dei corpi al lo s t a t o c r i t i co od in c o r r i s p o n d e n z a nel p u n t o 

t r ip lo . S o n o d u n q u e definiti in m o d o a s so lu to i l o ro valor i che cos t i tu i scono un 

ins ieme d i sc re to e col suss id io dei qual i possono poi essere definiti in m o d o asso lu to 

degli ins iemi c o r r i s p o n d e n t i d i va lor i di a l t r e g r a n d e z z e fisiche, pe r e s . : la veloci tà 

del suono in un g a s , il m o d u l o di e las t i c i t à di una sos tanza , il s u o „tempo proprio", 

secondo M a x w e l l * ) , e tc . 

P e r q u a n t o concerne le d imens ion i spazia l i , e le a l t r e g r a n d e z z e fisiche n o n d a t e 

n a t u r a l m e n t e , in t r e casi d ive r s i si p u ò g i u n g e r e alla d e t e r m i n a z i o n e del va lore 

a s so lu to d i esse p a r t e n d o dalle p r o p r i e t à fisiche, del corpo o del s i s t ema nel quale si 

p r e s e n t a n o : 

1. Q u a n d o il s i s t ema c o m p r e n d e un ango lo che v a r i a secondo u n a funzione n o t a 

delle d imens ion i l inear i del s i s t ema s tesso . 

2. Q u a n d o il s i s t ema c o m p r e n d e due element i omogene i : a ) g e o m e t r i c i ; b ) fisici; 

il cui r a p p o r t o v a r i a al v a r i a r e delle d imens ion i l inear i del s i s t ema e secondo u n a 

funzione no ta di esse. 

E u n esempio del caso i ) la definizione ot t ica del m e t r o ind ica ta in u n a mia comu

nicaz ione al p receden te C o n g r e s s o di B o l o g n a 2 ) . 

E u n esempio del caso i , a) la definizione s ta t ica ( p o n d e r o elas t ica) del m e t r o , qui 

omessa , alla quale si g i u n g e r e b b e p a r t e n d o dal l ' o s se rvaz ione che m e n t r e le forze 

e las t iche (che sono forze superficial i) c rescono col q u a d r a t o delle d imens ion i l inear i , 

le forze pondera l i (che sono forze di m a s s a ) c rescono invece col cubo delle s tesse 

d imens ion i 3 ) . 

Cos t i t u i s ce u n esempio del caso 2, b ) l ' adozione, come u n i t à di m i s u r a della q u a n t i t à 

di m a t e r i a , d e l l ' a t o m o e lementa re a, cioè d e l l ' a t o m o di i d r o g e n o 4 ) e come un i t à di 

') W. Thompson and P. G. Tait, «Treatise on natural philosophys new edition 1879, Vol. I , p. 228. 
2 ) Atti, Vol. V. p. 199 — L . Laboccetta «Metodo ottico per la determinazione di una unità assoluta 

di lunghezza di grandezza arbitraria.*. 
3 ) Altre tre definizioni meccaniche del metro, una statica, una dinamica ed una termodinamica sono 

indicate nel mio scritto: «La similitudine meccanica di Galileo e i a relatività dello spazio>. L'Elettrotecnica 
5 e 15—25 Agosto 1932. nel quale scritto sono enunciati ed illustrati i principi 1), 2 a), 2b). 

4 ) Per questa unità di misura v. L. Laboccetta «Una nuova enunciazione della legge di Newton 
sull 'attrazione dei corpi materiali*. Atti della Pont. Acc. delle Scienze Nuovi Lincei. 15 Maggio 1932. 
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l unghezza della d i s t anza ). fra d u e a tomi e lementa r i in un corpo di r i f e r imen to , l 'acqua 

n o r m a l e ad esempio . Con ques t e un i t à di m i s u r a il r a p p o r t o fra la dens i tà di un corpo 

d a t o e la dens i t à del corpo di r i f e r i m e n t o d e t e r m i n a in m o d o a s s o l u t o una lunghezza , 

la d i s t a n z a fra gli a t o m i e lementa r i del corpo da to , ed anche il t empo p r o p r i o che 

ad esso co r r i sponde . 

Si pos sono così in m o d o con t inuo far co r r i sponde re un t e m p o e una l unghezza : il 

t e m p o per iod ico p r o p r i o di u n a sos tanza d a t a e la d i s t anza fra gli a tomi e lementa r i 

che co r r i sponde alla dens i t à di essa. 

O l t r e che alla cos t ruz ione di un i t à asso lu te di lunghezza e di t e m p o di g r a n d e z z a 

a r b i t r a r i a va r iab i l i in m o d o con t inuo , può se rv i r e il m e t o d o a n z i d e t t o a r e n d e r e con

t inu i gli ins iemi d i sc re t i di va lor i di a l t r e g r a n d e z z e n a t u r a l m e n t e definite ind ipen

d e n t e m e n t e dalle d imens ion i l inear i , come ad es. alla definizione asso lu ta dei valor i 

delle t e m p e r a t u r e i n t e rmed ie fra quelle fisse di r i f e r i m e n t o m e d i a n t e il r a p p o r t o di 

due dens i t à (del l iquido e del suo vapore s a t u r o ) . 

SUR LA LIGNE D ' U N I V E R S D E S S Y S T È M E S 
C O N S E R V A T I F S 

P a r Z. H O R Á K , P r a g u e 

L e p rob lème d ' i n t e r p r é t e r les équa t ions du m o u v e m e n t de sys t èmes ma té r i e l s dans 

l ' espace- temps généra l i sé a é té t r a i t é p o u r la p r e m i è r e fois p a r M . E . C a r t a n *) et 

r écemmen t pa r M M . L . P . E i s e n h a r t 2 ) , T . L e w i s 3 ) , p a r l ' au t eu r 4 ) et p a r M . W u n d -

heiler 5 ) . Ic i , je m e bo rne à s igna ler un m o d e de r e p r é s e n t a t i o n du m o u v e m e n t des 

sys tèmes conse rva t i f s p a r des « l ignes d ' un ive r s » t racées d a n s l 'espace - t emps 

r i emann ien à n 4- i d i m e n s i o n s don t l 'é lément l inéai re es t défini pa r la fo rme ( je 

s u p p r i m e les chiffres de s o m m a t i o n ) 

da" = g/u dxAdx!l-f- 2 Vdf' = g^ dx*dx?, (k, u. = 1,2, ... n; a, ß, y = o, 1, ... n) 

où 

«•„„ = 2 V(x?-) , goX = g?0 = o > 

1 ) Leçons sur les invariants intégraux, Pans, 1922. 
s ) Ann. of Math., 30 (1929) p. 591 606. 

3 ) Phil Mag VII s., I I (1931) p . 7S3 — 760. 
• *) C R . Acad. Sc. Paris, 192(1931) p. 1203 1205. 

5 ) Prace mat.-fiz., 38 (1931), Warszawa, p. 129 —147. 

3 2 5 



Mechanik und Mathematische Physik 

V d é s i g n a n t le po ten t ie l , T = -j-g?M xx x11 la demi - fo rce v ive , de s o r t e q u e 

T Ar V = E — cons t . S i l 'on identifie le p a r a m è t r e t empore l t avec le t e m p s absolu 

de N e w t o n , on a u r a d o = \J 2 E d t. I n t r o d u i s o n s de plus le vec teu r c o u r b u r e de la 

l igne d ' u n i v e r s d u sys t ème a u x composan te s cova r i an t e s : 

_ d I dxh \aß] dx$ dx"* 

~~ ~dä V*V ~d~ö) L 7 \~do~ ~da 

ce qu i r end poss ib le d ' éc r i re les équa t ions du m o u v e m e n t sous la fo rme : 

( I ) Ey.a = X% 

où le v e c t e u r espace- tempore l A'a est défini p a r les composan tes 

E n l ' appe lan t « force complè te », on a r r i v e au t h é o r è m e : Le vecteur courbure de la 

ligne d'univers d'un système conservatif, multiplié par son énergie totale, est égal 

à la force complète. 

Remarques : 1. S i l 'on i n t r o d u i t au lieu de V la fonct ion p lus généra le 

0(xl,t)=V{xk)Art(t) 

où T signifie la demi- force v ive e x p r i m é e en fonct ion de la seule va r i ab l e t, les 

équa t ions (1 ) dev i ennen t 

£ x a + g r a d a 0 — o . 

2. L e s équa t i ons (1) p e u v e n t ê t re r é sumées en un p r inc ipe s t a t i o n n a i r e : 

<>J{d — 0) do = O 

où 

Ñ _ E _ ¿ r g dxt 

2 " ^ da ~da~ ' 

3. L a m é t r i q u e que j ' a i a d o p t é e est i den t ique a u fond à celle de M M . E i s e n h a r t 

et L e w i s ; c ependan t leurs r é s u l t a t s diffèrent des miens ce qui s ' expl ique p a r le fait , 

que le p a r a m è t r e t empore l u, i n t r o d u i t p a r ces a u t e u r s , es t lié a u x p a r a m è t r e s x^, t 

p a r r e l a t ions non in tegrab les . E n effet, si l 'on se ser t , p o u r les géodés iques , des équa

t ions généra l i sées p o u r les p a r a m è t r e s non ho lonomes 1 ) , on a r r i v e a u x r é su l t a t s in

d iqués c i -dessus . 

!) Horák, Z. : Nieuw Archief v. Wisk., 15 (1927) p . 193—201. 
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D E M O N S T R A T I O N DU P R I N C I P E DE LA V A R I A 
TION DE L'EFFET D'UNE A C T I O N SUR UN C O R P S 
MOBILE A V E C LA V I T E S S E DE CE C O R P S 
Quelques considérations sur ce sujet 

P a r F . M . D A C O S T A L O B O , L i s b o n n e 

A cause de récentes découver tes on a mis en doute le p r inc ipe fondamenta l de la 

mécan ique , de N e w t o n , qui ense igne que les effets d 'une force s u r un corps mobi le 

sont i n d é p e n d a n t s de la v i t e s se acquise p a r ce mobile, car on t r o u v e quand il s 'agi t 

des v i tesses de d iza ines et de cen ta ines de mil l iers de k i lomèt res , que ces effets se ron t 

d ' a u t a n t p lus pe t i t s que la v i t e s se acquise p a r le corps sera p lus g r ande : 

P o u r exp l ique r ce fai t on a a d m i s que la masse d 'un corps ma té r i e l v a r i e avec sa 

v i tesse (ce que j e suppose inaccessible à n o t r e r a i s o n ) . P o u r t a n t je crois pouvo i r 

d o n n e r une d é m o n s t r a t i o n s imple et c la i re de ce que le p r inc ipe de N e w t o n est une 

a p p r o x i m a t i o n suffisante quand on a affaire à des m a s s e s cons idérables r e l a t ivement 

à celles qu i ag i s sen t , et que le fa i t obse rvé cons t i tue u n p r inc ipe généra l . 

So ien t , M e t v r e spec t ivemen t la m a s s e et la v i tesse d 'un corps maté r ie l , v é t a n t 

la v i tesse de chacun de ses po in t s ; m u n e masse qui a g i t su r M avec une v i t e s se v v 

qui s e r a la v i t e s se de chacun de ses po in t s . 

S u p p o s o n s p o u r simplifier que les po in t s des corps M et m su iven t dans la même 

d i rec t ion . U y a d e u x cas à cons idé re r : I O Les corps su iven t dans le m ê m e sens ; 

2° L e s corps s u i v e n t dans des sens opposés . 

I O : I l fau t suppose r v1 ^> v p o u r q u e le corps de masse m a t t e i g n e le corps de 

m a s s e M. Q u a n d ce fai t a r r i v e r a , le corps de masse M m a r c h e r a avec la v i tesse v2, 

dont la p lus g r a n d e va leu r se ra r endue p a r l ' express ion 

qu 'on a dé jà t r o u v é e à p ropos d ' a u t r e s ques t ions . 

L a re l a t ion e n t r e l ' a u g m e n t a t i o n de la v i tesse de la m a s s e M et la v i t e s se don t 

cet te masse é t a i t an imée sera . 

( O 
M v 4 - m v 

M Ar m 

Mv -f- mv. 

(2) MA- m 

v 

m (vl — v) 

(MA- m)v 
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M + m 

3 2 8 

C e t t e e x p r e s s i o n d é m o n t r e que l ' a u g m e n t a t i o n de la v i tesse de M r e l a t i v e m e n t à 

la v i t e s se que ce t t e m a s s e posséda i t es t d ' a u t a n t p lus pe t i t e que ce t te v i tesse es t p lus 

g r a n d e . 

M a i s si la m a s s e m es t t r o p pe t i t e r e l a t i vemen t à la m a s s e M, on p o u r r a négl iger m 

d a n s le d é n o m i n a t e u r de (1) et a lo r s l ' augmen ta t i on de la v i tesse du mobi le es t donnée 

p a r l ' express ion , 

m v1 

M 

laquelle d é m o n t r e que la v a r i a t i o n de la v i tesse es t a lo r s i ndépendan te de la v i tesse 

d u mobi le . 

2 0 : O n d e v r a m e t t r e d a n s les e x p r e s s i o n s c i -dessus — vt, au lieu de -f- vlf et a lo r s 

la d i m i n u t i o n de la v i tesse de M r e l a t i vemen t à sa v i t e s se v se ra donnée p a r l ' exp res 

sion 

Mv — mv. 
v — 

( j ) M -f- m m (v -\- vÁ) 

v ~~ (M -f- iti) v 

O n reconna î t que la d i m i n u t i o n de la v i tesse du mobi le se ra d ' a u t a n t p lus pe t i t e 

que sa v i t e s se sera p lus g r a n d e . 

I l es t facile de cons ta t e r la r a i son p o u r laquelle j ' a i t r o u v é co mme p r inc ipe généra l 

la conclusion d é d u i t e de l ' observa t ion des m o u v e m e n t s corpuscu la i res , et p o u r q u o i la 

mécan ique classique é t a i t en défaut . Celle-ci ne p rend pas en cons idé ra t ion la n a t u r e 

m ê m e des ac t ions ag i s san te s . 

J e fus condui t à env i sager ce p rob lème , comme je v iens de le fa i re , en p r e n a n t en 

cons idé ra t ion le p r inc ipe fondamen ta l que j ' a i p roposé p o u r la s t r u c t u r e de l ' U n i v e r s , 

basé su r les phénomènes de la r a d i o a c t i v i t é : 

« L ' U n i v e r s es t u n ensemble de po in t s ma té r i e l s qui possèden t le minimum de m a 

t i è re , e t qui , l ibres de l ia isons , pos sèden t le maximum de v i t e s se c inét ique . Quel les 

que so ien t les modificat ions subies p a r leur m o u v e m e n t , la somme des éne rg ie s ciné

t iques et i n t e rnes res te cons tan te . » 
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E X T E N S I O N DU T H E O R E M E DE L I O U V I L L E -

P I C A R D A U X I N T É G R A L E S DE L ' É Q U A T I O N DE 

F O U R I E R 

P a r M I R Ó N N I C O L E S C O , Ce rnäu t i (Roumanie) 

L e s ana logies e n t r e les fonctions h a r m o n i q u e s à d e u x var iab les e t les in tégra les 

d e l ' équat ion d e F o u r i e r 

ò2u dit 

on t é t é mises en év idence s u r t o u t p a r M . E . H o l m g r e n , d a n s des t r a v a u x aujour

d 'hui c lass iques . D a n s ce t te commun ica t i on je d o n n e , p o u r p r o l o n g e r la sé r ie des 

ana log i e s , un t h é o r è m e qui j o u e r a p o u r l ' équa t ion ( i ) le m ê m e rôle q u e le t h é o r è m e 

d e Liouvi l le-Picard p o u r l 'équat ion de L a p l a c e . 

Soi t u (x, y) u n e in tégra le d e ( i ) , r é gu l i è r e d a n s le demi -p lan r J e consi

d è r e , d a n s ce demi-plan , la b a n d e infinie l imitée p a r les d ro i t e s y — à ,y z= k -\- S — f¡-

J e s u p p o s e q u e , d a n s ce t t e b a n d e , les p rodu i t s 

u (x, v) e - K x \ . e' ( o < K < - ~) 
dx \ 4 » / 

soient b o r n é s . O n a alors la formule b ien connue 

+ ~ _ ( ê_ -« ) 2 

(2) «(Í,r¡¡ = - 7 = = - I e 4 ä u(z,l/)d<x 

où ( £ , r¡) es t un po in t q u e l c o n q u e de la droi te y = r¡. 

J e fais t o u t d ' a b o r d r e m a r q u e r q u e la formule (2) subs is te si l'on s u p p o s e 

-4-^- e~ K x l b o r n é s e u l e m e n t d a n s l 'une d e s d e m i - b a n d e s l imitées p a r les d e u x dro i tes 
o x 

c i -dessus e t une para l lè le q u e l c o n q u e à l ' axe des y . 

E n s e c o n d lieu j e d é m o n t r e le t h é o r è m e suivant : 

Soit u fx, r) une intégrale de l'équation (1), régulière dans le demi-plan y ^ 1 

(Y quelconque). Supposons que dans ce demi-plan u (x,y) soit bornée, et qu'il en 

soit de même de dans l'un des angles droits délimités dans ce demi-plan par 
0 x 

une parallèle quelconque à l'axe des y . 
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Si l 'on fait t e n d r e S v e r s l'infini, e t q u e l 'on s u p p o s e M (S) b o r n é p o u r 5 = oo , . 

on o b t i e n t 

e t , p a r l ' équat ion ( i ) 

d o n c u es t une c o n s t a n t e d a n s le d o m a i n e cons idé r é . 

S U R LE T H É O R È M E D E S D E U X D É P L A C E M E N T S 
É L A S T I Q U E S G É N É R A L I S É EN V U E DE SON 
A P P L I C A T I O N AU CALCUL D E S C O N S T R U C T I O N S 
C O N T I N U E S 

P a r F A R I D B O U L A D B E Y , L e C a i r e ( E g y p t e ) 

L ' a u t e u r d o n n e r a u n e d é m o n s t r a t i o n p u r e m e n t g é o m é t r i q u e d u théo rème c i -après 

et i n d i q u e r a la m a n i è r e de l ' appl iquer a u calcul des p o r t i q u e s , e tc . , con jo in t emen t avec 

son t h é o r è m e des d e u x dép lacemen t s angu l a i r e s . 

Cons idé rons u n e p o u t r e p l ane A M1 M2 B à fibre n e u t r e c o u r b e e t à pa ro i pleine 

ou à t re i l l i s don t l ' appui de g a u c h e A es t u n e a r t i c u l a t i o n fixe t a n d i s que l ' au t re 

appu i B es t une a r t i c u l a t i o n l ib re de g l i sser s u r u n e d r o i t e B D. App l iquons seule

m e n t a u t ronçon de d r o i t e M2 B de ce t t e p o u t r e u n sys t ème que lconque de forces ou 

couples fixe ou m o b i l e ; a u c u n e force ou couple n ' é t a n t a p p l i q u é à l ' i n té r i eur de 

l ' in te rva l le A Mx M2. 

( 3 ) 
ò « (51 v)) 

< 
M (S) 

3 3 0 

Dans ces conditions on peut affirmer que u (x, y) est une constante dans le demi-

plan considéré. 

L a d é m o n s t r a t i o n r e p o s e su r la fo rmule (2), d o n t on d é d u i t , en s u p p o s a n t u(x,y) 

b o r n é e p a r M (S) d a n s la b a n d e cons idé rée , 
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Si Axx et Ax2 représentent les projections respectives sur un axe quelconque A X, 

est proportionnelle à la réaction de l'appui A de direction invariable. 

Ce théo rème subs i s t e dans le cas où l ' a r t icu la t ion B es t fixe et l ' au t re a r t i cu l a t ion 

de g a u c h e A es t l ibre de g l i sser sur u n e d ro i t e quelconque A D, e t en p r e n a n t 

l ' axe A X pe rpend icu la i r e à ce t te d ro i t e . 

D a n s le cas pa r t i cu l i e r où cet te p o u t r e repose l i b remen t sur d e u x appu i s hor izon

t a u x A et B, le t héo rème généra l c i -dessus se r é d u i t au t h é o r è m e que n o u s avons 

dé jà ind iqué , « N o u v e a u t héo rème su r les déplacements é las t iques e t c . » (C.R. de 

l'Acad. des Se. de Paris, Séance du i j juillet 1914); « S u r le calcul des pou t r e s 

c o n t i n u e s » (C. R. du Congrès du-Havre de l'Ass. Franc. Avan. Se. de IÇ14); qui 

p e r m e t de r a m e n e r i m m é d i a t e m e n t le calcul d i r ec t des réac t ions des a p p u i s d 'une 

p o u t r e con t inue à la réso lu t ion d 'un sys t ème d ' équa t ions l inéai res é tagées . E n ou t r e , 

l o r squ 'on connaî t les l ignes d' influence des flèches re la t ives à d e u x po in t s d 'une 

p o u t r e à d e u x a p p u i s s imples , il p e r m e t de d é t e r m i n e r a i s é m e n t les o rdonnées de 

la l igne d ' influence des flèches re la t ives à un p o i n t quelconque compr i s en t r e ces 

d e u x po in t s . 

LOI E X P É R I M E N T A L E S U R LES D Y N A M O M È T R E S 

À A L L O N G E M E N T S S T A T I Q U E S P R O P O R T I O N 

N E L S A U X P O I D S S U S P E N D U S . 

P a r A . M E Y E R - J A C C O U D , Zur i ch 

N o u s p r é s e n t o n s ici les c o n s é q u e n c e s d e la loi e x p é r i m e n t a l e sur les d y n a m o m è t r e s 

à a l l o n g e m e n t s s t a t i ques p r o p o r t i o n n e l s a u x po ids su spendus . 

C e t t e loi e x p é r i m e n t a l e s ' e x p r i m e d e la m a n i è r e s u i v a n t e : 

c L'expérience est son propre critère. » 

STUART MILL. 

Fl=f{k + Fd) 
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mg 2 (h + Fd) = mg — r • 2 Fd 

mg (h + f + Fd) = mg \ ; ' {A, + / ) 

3 3 2 

où h e s t la h a u t e u r d e c h u t e l ibre , h = — d 'un p o i d s t o m b a n t sur le d y n a m o 

m è t r e e t f la flèche s t a t i que d e ce po ids ; Fd la l o n g u e u r d o n t la flèche s t a t ique 

e s t d é p a s s é e lo r sque c e p o i d s t o m b e d ' une h a u t e u r (h Ar f), si h = O , Fd — f. 

L a c o n s é q u e n c e m é c a n i q u e d e c e t t e loi es t la su ivan t e : 

L e p r inc ipe d e la conse rva t ion d e l 'énergie s ' exp r ime pa r 

f 

e t n o n c o m m e le v e u t la t h é o r i e d e P o n c e l e t su r c e t t e é t u d e p a r l ' égal i té 

FctA-f, 

2f 

l ' égal i té e x p é r i m e n t a l e e x p r i m e q u e la d u r é e d e c h u t e est p lus g r a n d e q u e la d u r é e 

d e c h u t e t = j / ? ' d e Ponce l e t 

so i t t = l / H ± ^ [ > l / 2 • / : "A 

r é su l t a t év iden t p u i s q u e la r és i s t ance du r e s so r t a u g m e n t e la d u r é e d e c h u t e . 
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N I C O L A S K O P E R N I K ET LA B O H E M E 

P a r Q U I D O V E T T E R , P r a g u e 

L e célèbre h i s t o r i og raphe tchèque F r a n ç o i s Pa l acky (en 1831) a appelé l ' a t t en t ion 

su r le noble t chèque du X I V e siècle n o m m é U d a l r i c u s K o p r n i k (vi l lage au no rd -e s t 

de la B o h ê m e ) , énonçan t l 'hypothèse que le g r a n d a s t r o n o m e K o p e r n i k é t a i t p a r e n t 

de ce noble tchèque . 

L a copie de la l e t t r e de K o p e r n i k à W a p o w s k i fu t r emise en 1575 p a r T h a d d é e 

H á j e k de H á j e k à T y g e B r a h e . L e s au t r e s a s t r o n o m e s en p r i r e n t conna issance 

de ses copies. A u j o u r d ' h u i on connaî t en somme cinq copies de ce t te l e t t r e . L ' u n e 

d'elles se t r o u v e d a n s le codex de Sav i le à O x f o r d . Celle-ci p o u r r a i t aus s i descendre 

de T h a d d é e H á j e k , car Sav i le conna i s sa i t bien T h a d d é e H á j e k et m ê m e il le v in t 

vo i r à P r a g u e . L e fils de H á j e k é t u d i a i t en A n g l e t e r r e , ce qu 'on sa i t de la cor res

pondance d ' A n d r é e D u d i c à T h a d d é e H á j e k . U n e a u t r e copie é ta i t à S t r a s b o u r g 

et y fu t d é t r u i t e p e n d a n t la g u e r r e de 1870. M a i s sa copie fa i te p a r A n t . Mac ie -

j owsk i fut conservée . Ce t t e copie est achevée en ces t e r m e s : 

« D e s c r i p t a P r a g a e e x D . H a g e c i i exemp la r i m e n s e J a n u a r i o M D X X X I . » I l ne 

faut p a s suppose r u n e e r r e u r de copis te d a n s la da te , e t l i re M D L X X I ou M D L X X X 1 , 

comme L . A . B i r k e n m a j e r le fait , en cons idé ra t ion de cela q u e T h a d d é e H á j e k 

n ' ava i t que s i x a n s en 1531. T h a d d é e H á j e k s i g n a i t depuis 1562 c o n s é q u e m m e n t 

Doct . T h a d d é e H á j e k . D o m i n u s H á j e k a u r a i t p u ê t r e son pè re , S imeon H á j e k , n é 

env i ron 1489, r eçu bachel ier en 1509, ( M o n u m . un iv . P r a g e n s i s , lib. d e c , p a r s I I , 

p . 228), m o r t en 1551 ( P . L u p á c z H l a v a c o v a : E p h e m e r i d e s , 29 O c t . 1551)-

C'é ta i t un h o m m e t r è s é r u d i t , col lec t ionneur d 'anciens l iv res et m a n u s c r i t s ( J . Te ige : 

Zák lady s t a r é h o mís top i su p r a z s k é h o , vol. I , 882, no . 71). L e bachel ier S imeon 

H á j e k , p a r t i s a n fe rven t de M a g . J o h a n n e s H u s , s 'occupai t de l 'a lchymie et l ' a s t ro

logie, se fit l u x u r i e u s e m e n t o r n e r sa salle d ' é tudes en 1518 des symboles et ép ig ra 

phes a lchymiques et a s t ro log iques ( M e r i c C a s a u b o n u s : A T r u e & Fa i th fu l l Re la t ion 

. . . o f J o h n Dee , 1659, p . 212). L e s n o m b r e u s e s re la t ions en t r e la Bohême et la 

Po logne dans la p r e m i è r e mo i t i é du X V I e siècle nous r e n d e n t v ra i semblab le que la 

l e t t r e à W a p o w s k i p u t a r r i v e r en B o h ê m e . 

L a copie du C o m m e n t a r i o l u s de K o p e r n i k que T h a d d é e H á j e k donna à T y g e B r a h e 

en 1575, H á j e k ne du t p a s ob ten i r à V i e n n e p e n d a n t ses é tudes comme B i rken -

m a i e r pense , ce p e u t ê t r e aus s i son p è r e S imeon qui la r eçu t avec la l e t t r e à W a 

p o w s k i ou enfin T h a d d é e H á j e k m ê m e d i r ec t emen t de ses a m i s qui é t a i en t en rela

t ions avec K o p e r n i k , p . e. de Georges Joach ime R h a e t i c u s qu' i l conna i s sa i t t r è s b ien 
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( T h . H a g e c i u s : Me toposcop ia , 1 5 6 3 , C o r r e s p o n d a n c e d ' A n d r é e D u d i c à T h a d d é e 

H á j e k ) . 

-Le m a n u s c r i t p r ago i s de l 'œuvre p r inc ipa le de K o p e r n i k é t a i t la p r o p r i é t é de 

J e a n A m o s K o m e n s k y j u s q u ' e n t r e mi l l e -c inq-cen t -quaran te e t c inquan te , ensu i t e 

l ' acqui t O t t o b a r o n de N o s t i t z , f o n d a t e u r de la b r a n c h e des N o s t i t z de Roky tn i ce . 

A p r è s sa m o r t , il p a s s a d a n s la b ib l io thèque des N o s t i t z de Rhieneck . 

L e r a p p o r t de l ' ex i s tence du m a n u s c r i t à P r a g u e fut pub l i é en 1788 pa r F . K . 

H i r s c h i n g d ' ap rè s le ma té r i e l fou rn i p a r le p r ê t r e p r a g o i s P . J . B a r t s c h , en 1795 p a r 

J . Schal le r , en 1840 p a r Cha r l e s S. A m e r l i g et d ' ap rès ce de rn i e r la m ê m e année p a r 

A. J . Rosc iscewski . ( Q . V e t t e r : S u r les des t ins du M a n u s c r i t p r a g o i s du K o p e r n i k 

„ D e r evo lu t ion ibue o r b i u m cae les t ium l ibr i sex , V ë s t n i k K r á l . Spol . nauk , T r . I I , 

1 9 3 1 ) 

R E K U R S I V E F U N K T I O N E N 

V o n R Ó Z S A P O L I T Z E R , B u d a p e s t 

D i e r eku r s iven , d. h. a u s gewissen einfachen A u s g a n g s f u n k t i o n e n d u r c h eine end

liche K e t t e von S u b s t i t u t i o n e n und R e k u r s i o n e n e n t s t a n d e n e n zah len theore t i schen 

F u n k t i o n e n w u r d e n ö f te r s als H i l f s m i t t e l zu versch iedenen U n t e r s u c h u n g e n he ran 

g e z o g e n ; nament l i ch von H i l b e r t und A c k e r m a n n (vgl. M a t h . Anna len , 95, S. 161 

und 99, S. 118) z u m K o n t i n u u m p r o b l e m und neulich von G o d e i ( M o n a t s h e f t e f. 

M a t h . u. Phys . , 38, S. 173) zu seinen wich t igen U n t e r s u c h u n g e n über die U n b e w e i s -

b a r k e i t gewis se r W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t s s ä t z e . Ich u n t e r s u c h e diese F u n k t i o n e n — 

die j a die d u r c h die w i c h t i g s t e Def in i t ionsmethode der M a t h e m a t i k en t s t ehenden 

F u n k t i o n e n im Bere ich de r pos i t iven ganzen Zahlen sind — an und für sich selbst . 

A l s A u s g a n g s f u n k t i o n e n w ä h l t m a n z w e c k m ä ß i g die F u n k t i o n e n o und x 4- 1, d ie 

schon bei P e a n o als d ie Grundbegr i f fe der A r i t h m e t i k (auf die alle ü b r i g e n Begriffe 

z u r ü c k g e f ü h r t w e r d e n ) d i enen ; dies gesch ieh t auch bei G o d e i und im wesent l ichen 

auch bei H i l b e r t . E i n e A b w e i c h u n g findet m a n aber bei den z u g r u n d e gelegten Be

griffen de r R e k u r s i o n . Abgesehen davon , daß bei H i l b e r t auch höhere F u n k t i o n e n 

typen , a l so F u n k t i o n e n , de ren A r g u m e n t e nicht die pos i t iv ganzen Zahlen durch laufen , 

zuge lassen w e i d e n (was sehr w i c h t i g für seinen A n s a t z z u m K o n t i n u u m p r o b l e m ist , 

w a s abe r w i r j e t z t von v o r n h e r e i n aussch l ießen w o l l e n ) , i s t bei H i l b e r t den A r g u -

3 3 6 
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menten , d ie n ich t in der R e k u r s i o n te i lnehmen, e ine a n d e r e Rol le gegeben als bei 
G o d e i , so daß die H i l b e r t s c h e Defini t ion der R e k u r s i o n wesent l ich a l lgemeiner als 
d ie Gödelsche ausfäl l t . Jch zeige indessen , daß d ieser U m s t a n d den U m f a n g der 
r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n n ich t beeinflußt, m i t ande ren W o r t e n , d ie K l a s s e der im 
Gödelschen S i n n e r eku r s iven F u n k t i o n e n ident isch ist m i t der nach H i l b e r t auf der 
e r s t en S t u f e (d. h. ohne höhere F u n k t i o n s t y p e n ) definierten r eku r s iven F u n k t i o n e n . 
M i t H i l f e dieser R e s u l t a t e e rg ib t sich ein e infacherer Beweis da fü r , d a ß eine von 
A c k e r m a n n zu d iesem Zweck k o n s t r u i e r t e F u n k t i o n n i ch t r e k u r s i v ist . E i n anderes 
Beispiel e iner F u n k t i o n dieser A r t läßt sich durch d i r e k t e A n w e n d u n g des Diagona l 
v e r f a h r e n s (die A c k e r m a n n s c h e K o n s t r u k t i o n k a n n m a n nämlich als ein modif izier tes 
D i a g o n a l v e r f a h r e n auf fassen) a n g e b e n ; d ie K o n s t r u k t i o n dieser F u n k t i o n fällt p r i n 
zipiell n ich t kompl i z i e r t e r als die A c k e r m a n n s c h e a u s , und der Beweis , d a ß dieselbe 
n ich t r e k u r s i v is t , i s t u n m i t t e l b a r . 

F e r n e r zeige ich, daß auch eine w e i t e r e V e r a l l g e m e i n e r u n g des Begriffes der R e 
kurs ion , bei der z u r B e r e c h n u n g des F u n k t i o n s w e r t e s an e iner Stel le n ich t n u r der 
n ä c h s t v o r a n g e h e n d e F u n k t i o n s w e r t , sonde rn auch die f rühe ren h e r a n g e z o g e n werden , 
ohne Einf luß auf die K l a s s e der r e k u r s i v e n F u n k t i o n e n ist . D a s gleiche g i l t für eine 
Einengung des Rekurs ionsbegr i f fes , d ie d a r i n bes teh t , daß m a n R e k u r s i o n n u r zur 
Definit ion von F u n k t i o n e n eines A r g u m e n t e s a n w e n d e t , da fü r aber we i t e r e F u n k 
t ionen als A u s g a n g s f u n k t i o n e n h i n z u n i m m t ; oder d a ß m a n , ohne neue A u s g a n g s 
funk t ionen zu b r auchen , d ie R e k u r s i o n n u r zur Defini t ion von F u n k t i o n e n von höch
s tens v i e r A r g u m e n t e n b e n ü t z t . 

ZUM E N T S C H E I D U N G S P R O B L E M DER 
M A T H E M A T I S C H E N LOGIK 
V o n L Á S Z L Ó K A L M A R , Szeged 

i . M e i n Ziel is t , das E n t s c h e i d u n g s p r o b l e m des e n g e r e n logischen F u n k t i o n e n 
kalküls auf die E r f ü l l b a r k e i t s f r a g e von Z ä h l a u s d r ü c k e n zu rückzu füh ren , die eine 
mögl ichs t e infache S t r u k t u r bes i tzen. I n diesem S i n n e beweise ich den folgenden 
S a t z . 

I. Die Frage der Erfüllbarkeit eines beliebigen Zählausdruckes läßt sich auf die 
analoge Frage für die Zählausdrücke mit einem Präfix von der Form 
( i ) (Ext) (Ex2) ... (Ex m) (x,„ +,) (xm + 2) (Ex,„ + 3) (xm + 4) (xm + 5) ... (x „) 

und mit einer einzigen Funktionsvariablen zurückführen. 
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D e r G e d a n k e des Beweises i s t folgender . W i e ich bere i t s bewiesen h a b e (Ac ta 
Sc ien t . M a t h . 5 [1932], S . 222—236), da r f m a n sich auf b i n ä r e Z ä h l a u s d r ü c k e 21 
m i t e inem P r ä f i x v o n der F o r m (1) be sch ränken . M a n b e t r a c h t e a ls n e u e n I n d i v i 
d u e n b e r e i c h / * die V e r e i n i g u n g s m e n g e des a l ten Ind iv iduenbe re i ches 7 u n d der M e n g e 
al ler logischen F u n k t i o n e n übe r 7 ; d ie A u s s a g e F(x, y) schre ibe m a n in der F o r m 
W(F, x, y), wobei W e ine un iverse l l e F u n k t i o n s v a r i a b l e beze ichne t ; d ie a l te F u n k 
t i onsva r i ab l e F w i r d n u n m e h r eine I n d i v i d u e n v a r i a b l e . H i e r z u w u r d e bloß ein Te i l des 
W e r t e v o r r a t s de r t e r n ä r e n F u n k t i o n W(u, x, y) v e r w e n d e t ; den ü b r i g e n Te i l defi
n i e r e ich so, daß die E l e m e n t e x von 7 du rch die A u s s a g e W(x, x, x) c h a r a k t e r i s i e r t 
w e r d e n können . M a n s ieht u n m i t t e l b a r ein, d a ß die E r f ü l l b a r k e i t von 21 in 7 m i t der 
E r f ü l l b a r k e i t eines a n d e r e n Z ä h l a u s d r u c k e s 23 in 7 * g le ichbedeutend ist , d e r w i e d e r u m 
ein P rä f ix von de r F o r m (1) b e s i t z t u n d die e inz ige F u n k t i o n s v a r i a b l e W en thä l t . 

2. D e r so g e w o n n e n e Z ä h l a u s d r u c k Î3 is t t e r n ä r . M i t H i l f e des b e k a n n t e n L ö w e n -
h e i m s c h e n Kuns tg r i f f e s de r P a a r b i l d u n g ( M a t h . Anna len , 76 [1915], S. 463—470), 
k o m b i n i e r t m i t dem ob igen G e d a n k e n g a n g und e in igen w e i t e r e n Kuns tg r i f f en , ge l ang t 
m a n a b e r z u m folgenden S a t z . 

I I . Das Entscheidungsproblem läßt sich auf die Frage der Erfüllbarkeit von Zähl
ausdrücken mit einem Präfix von der Form 

(2) (Ex,) (Ex,) ... (Exm) (xm+1) (xm+1) (Exm+3) (Exm+t) (xm+i) (xm+ti) ... (x„) 

zurückführen, die eine einzige binäre Funktionsvariable enthält. 

ON G E N E R A L K R O N E C K E R - ( I N T E G E R ) -
S Y N T H E S I S OF D I S C I P L I N E S 

By A L F R E D L . F O S T E R , G ö t t i n g e n 

T h e a im of t he p r e s e n t c o m m u n i c a t i o n is t o es tabl ish ce r t a in founda t ions 
f u n d a m e n t a l in a n y in teger syn thes i s o r ana lys i s ( in t he sense of K r o n e c k e r ) ; i. e., 
in t he c o n s t r u c t i o n (or r e d u c t i o n ) of m a t h e m a t i c a l d isc ipl ines as in teger -d i sc ip l ines . 
(Cf. a recen t p a p e r of J . S t e i n ' s , in which t he discipl ines [1] r a t i ona l a r i t h m e t i c 
and [2] G a u s s - c o m p l e x - n u m b e r a r i t h m e t i c a r e K r o n e c k e r - r e d u c e d in a sa t i s fac tory 
way . ) T h e p rob l em is app roached t h r o u g h t he q u e s t i o n s : H o w can we cons t ruc t a 
gene ra l type (e. g., pos i t ive -nega t ive , r a t i ona l , rea l etc.) of number, a n d h o w can we 
c o n s t r u c t a genera l type of d isc ip l ine w i th in such a " n u m b e r " sy s t em? 
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T h e ques t ion reduces la rge ly t o t he cons t ruc t ion and s tudy of ( i ) equivalence-
funct ions (e. g. t h e " i d e n t i c a l " [or " facs imi le" ] equivalence n = n of a r i t h m e t i c ; or 
aga in , for example , the fami l i a r " d e r i v e d " equivalence x which says mjn x m\n if 
mn — mn), and (2) equ iva lence-conse rv ing funct ions (essential ly funct ions which, 
for equiva len t a r g u m e n t s , t a k e on equiva len t values . ) I n (1) a genera l and powerful 
me thod of m a t h e m a t i c a l cons t ruc t ion of equivalence funct ions is d iscovered in a 
ce r ta in " c o v e r i n g " p rocess closely associa ted wi th assoc ia t ive Abe l ian sys tems (not 
necessar i ly groups) of t r a n s f o r m a t i o n s . 

T h e deve lopmen t is k e p t a b s t r a c t as far as poss ible , and p roceeds from an 
e x t r e m e l y p r i m i t i v e a x i o m a t i c ( "ob j e c t s " , " c h a r a c t e r i s t i c s " [or " M e r k m a l e " ] , "ba s i c 
equivalence f u n c t i o n " ) . A s yet mere ly ce r t a in s imple special " d e n u m e r a b l e " cases 
opened u p by th i s t heo ry have been cons idered . Bes ides famil iar d isc ipl ines , o ther 
i n t e r e s t i n g cases p r e s e n t themse lves . T o w h a t e x t e n t the t h eo ry will a lso p rove 
f ru i t fu l in t he " n o n - d e n u m e r a b l e " cases cannot as yet answered . 

DIE B E Z I E H U N G VON G R U N D U N D F O L G E IM 
G E B I E T E DER E L E M E N T A R E N LOGIK 

V o n K A R L D Ü R R , Z ü r i c h 

E s sind in m o d e r n e r Ze i t zwei T h e o r i e n aufges te l l t w o r d e n , d ie es e r lauben, d ie 
B e z i e h u n g von G r u n d u n d F o l g e in e x a k t e r W e i s e zu b e s t i m m e n ; die e ine dieser 
be iden T h e o r i e n is t da rges t e l l t in dem „ T r a c t a t u s L o g i c o - P h i l o s o p h i c u s " von L . W i t t 
gens te in , die a n d e r e in den „ G r u n d z ü g e n der theore t i schen L o g i k " von D . H i l b e r t unci 
W . A c k e r m a n n . V o n d iesen be iden T h e o r i e n is t d ie e r s t e m e h r phi losophischer , d ie 
zwei te m e h r t e chn i s ch -ma thema t i s che r A r t ; u m so b e d e u t s a m e r is t die T a t s a c h e , 
daß sie in ih ren E r g e b n i s s e n d u r c h a u s ü b e r e i n s t i m m e n . 

D e r T h e o r i e W i t t g e n s t e i n s liegen die be iden eng z u s a m m e n g e h ö r i g e n Begriffe des 
E l e m e n t a r s a t z e s und des Sachve rha l t e s z u g r u n d e . 

F ü r die T h e o r i e is t es wesen t l i ch , d a ß d ie M e n g e al ler E l e m e n t a r s ä t z e als gegeben 
b e t r a c h t e t w e r d e n dar f ; dabe i is t n, d ie Zahl dieser S ä t z e , als endl ich zu denken. 

Auf G r u n d d ieser V o r a u s s e t z u n g w i r d es mögl ich, alle Sä t ze , d ie sich b i lden lassen, 
zu übe r schauen , und ih re Zah l m i t H i l f e der K o m b i n a t o r i k zu berechnen . 

In d iesem Z u s a m m e n h a n g läßt sich auch angeben , w a s u n t e r den W a h r h e i t s g r ü n d e n 
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e ines S a t z e s zu v e r s t e h e n i s t ; d a d u r c h w i r d fo lgende Defini t ion m ö g l i c h : „ a u s A 

folgt B " b e d e u t e t : „a l le W a h r h e i t s g r ü n d e von A s ind W a h r h e i t s g r ü n d e v o n ß " . 

A n w e n d u n g e n de r Def ini t ion des F o l g e n s : 

1) a u s „A, u n d w e n n A, so ß " folgt B. 

2 ) s ind A und B zwei ve r sch iedene e l e m e n t a r e S ä t z e , so folgt wede r A a u s B, noch 

B a u s A. 

D e m Begriffe des E l e m e n t a r s a t z e s e n t s p r i c h t in d e m S y s t e m e H i l b e r t s de r Begriff 

d e r G r u n d a u s s a g e . 

E s w i r d von H i l b e r t ein V e r f a h r e n g e n a n n t , das es e rmögl ich t , alle „ausgeze ich

n e t e n k o n j u n k t i v e n N o r m a l f o r m e n " zu b i l den ; dabe i spielen b e s t i m m t e logische 

G r u n d v e r k n ü p f u n g e n , näml ich N e g a t i o n , D i s j u n k t i o n und K o n j u n k t i o n e ine Rol le . 

D i e K o m b i n a t o r i k k o m m t in ana loge r W e i s e z u r A n w e n d u n g wie im S y s t e m e 

W i t t g e n s t e i n s . 

„ A u s A folgt £?" bedeu t e t h i e r : „al le K o n j u n k t i o n s g l i e d e r von B s ind K o n j u n k 

t ionsg l ieder von A". 

W i t t g e n s t e i n s u n d H i l b e r t s Defini t ionen des F o l g e n s decken sich. 

D i e T h e o r i e H i l b e r t s l äß t sich m i t H i l f e der T h e o r i e W i t t g e n s t e i n s beweisen . 

A. L. C A U C H Y N E L L A S T O R I A D E L L A 
G E O M E T R I A A N A L I T I C A 

Di G I N O L O R I A , Genova 

N e l s u o l avoro in t i t o l a to Da Descartes e Fermât a Monge e Lagrange, contributo 

alla storia della geometria analitica ( M e m . della R. Acc . N a z i o n a l e dei L ince i , Ser . V , 

Vol . X I V , 1924) l ' au to re h a s t u d i a t o il p r i m o p e r i o d o di v i t a della g e o m e t r i a a n a 

l i t ica. E r a suo i n t e n d i m e n t o di c o n t i n u a r e ta le i ndag ine , c o n s i d e r a n d o n e le seguent i 

fasi d i sv i luppo ; m a fu m o m e n t a n e a m e n t o d i s to l to a v e n d o i n t r a p r e s a la r eduz ione 

della sua Storia delle Matematiche. A v e n d o c o m p i u t o ta le n u o v o l avo ro (il I I I ed 

u l t i m o vo lume t r o v a s i a t t u a l m e n t e in corso di s t a m p a ) egli ha r i p r e s o l ' an t ico p r o 

g e t t o e delle r e l a t ive r i ce rche egli p r e s e n t a u n s a g g i o in ques t a comunicaz ione , 

d e s t i n a t a a f a r conoscere qual i p e r f e z i o n a m e n t i il m e t o d o ca r t e s i ano debba a 

A . L . Cauchy . P e r c a r a t t e r i z z a r l i egli r i leva che le ques t ion i di g e o m e t r i a ana l i t i ca 

a cui si ded i ca rono di p r e f e r e n z a i m a t e m a t i c i d u r a n t e il p r i m o q u a r a n t e n n i o dello 
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scorso secolo sono la t r a s f o r m a z i o n e delle coord ina te obl ique e la t eo r ia delle super

ficie di secondo o rd ine . A d e n t r a m b e Cauchy d iede con t r ibu t i r i l evan t i , s empre 

i sp i randos i al conce t to (che lo a n i m ò d u r a n t e t u t t a la sua ca r r i e r a scientifica) d i 

pe r fez iona re nella sos tanza e nella f o r m a q u a n t o e ra s t a t o p e n s a t o e s c r i t t o dai p r e 

decessor i ; notevol i le sue cons ideraz ion i sui segni delle figure e su l l ' app l i caz ione dei 

d e t e r m i n a n t i alla geomet r i a , come p u r e u n a nuova fo rma so t to cui g iova scr ivere le 

equaz ioni di u n a r e t t a nello spaz io e u n ' espress ione , d i g r a n d e genera l i t à , del coseno 

dell ' ango lo di due re t t e . 

Ü B E R DIE A X I O M E DER T E I L M E N G E N B I L D U N G 

V o n A D O L F F R A E N K E L , K ie l 

T r i t t m a n v o m a x i o m a t i s c h e n S t a n d p u n k t oder von dem der P r i n c i p i a M a t h , an 

die F r a g e de r Teilmengen e iner M e n g e M he r an , so zeigen sich zwei mögl iche A r t e n 

von T e i l m e n g e n : die T e i l m e n g e n , d ie sich d u r c h b e s t i m m t e E i g e n s c h a f t e n ( P r ä 

d ika te , Re la t ionen , A u s s a g e f u n k t i o n e n ) gewis se r E l e m e n t e von M definieren lassen, 

und fe rner solche, bei denen das — m i n d e s t e n s e ins twei len — nicht tun l ich ist , d ie 

abe r e inem T y p u s en t sp rechen , von d e m V e r t r e t e r u n t e r den T e i l m e n g e n von M 

nicht ganz fehlen sollen. I m A x i o m e n s y s t e m Zermelos en t sp r i ch t be iden A r t e n das 

A u s s o n d e r u n g s a x i o m und das A u s w a h l a x i o m . 

H ins i ch t l i ch des Aussonderungsaxioms haben Skolem und der V o r t r a g e n d e W e g e 

angegeben , u m den u n s c h a r f e n Eigenschaf t sbegr i f f en twede r m i t H i l f s m i t t e l n der 

symbol ischen L o g i k oder mi t t e l s eines m a t h e m a t i s c h e n , auf d ie a n d e r e n A x i o m e 

g e s t ü t z t e n Funk t ionsbeg r i f f s definitorisch zu p räz i s i e ren . Zermelo such t neue rd ings 

den Eigenschaf tsbegr i f f , u n a b h ä n g i g v o m Mengenbegr i f f , als neuen axiomatischen 

Grundbegriff e inzuführen . H i e r g e g e n spr ich t , abgesehen von a n d e r e n E r w ä g u n g e n , 

nament l i ch auch der U m s t a n d , daß d a n n ein „ B e s c h r ä n k t h e i t s a x i o m " n o t w e n d i g 

w i r d , a lso ein A x i o m von der A r t der „ P o s t u l a t e " , gegen die n e u e r d i n g s be rech t ig t e 

E i n w ä n d e e rhoben w o r d e n s ind. 

Bezügl ich des Auswahlaxioms w i s sen w i r z w a r , besonder s dank den A r b e i t e n des 

W a r s c h a u e r K r e i s e s , viel übe r g l e i chwer t ige S ä t z e , aber noch w e n i g über seine 

N o t w e n d i g k e i t ü b e r h a u p t , d. h. über seine Unabhängigkeit von den ü b r i g e n ane r 

k a n n t e n K o n s t r u k t i o n s p r i n z i p i e n . B e s c h r ä n k t m a n sich auf die de r M a t h e m a t i k 

bezw. der M e n g e n l e h r e unen tbehr l i chen O b j e k t e , d. h. der Sache nach wesent l ich 
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auf d i e n a t ü r l i c h e n Zahlen als A u s g a n g s p u n k t zu al lem W e i t e r e n , so is t übe r die 
U n a b h ä n g i g k e i t b i s heu t e n i ch t s b e k a n n t . L ä ß t m a n dagegen , wie Zermelo es t u t , 
be l ieb ige O b j e k t e a ls A u s g a n g s p u n k t zu, so k a n n m a n re la t iv zu gee igne ten E x i s t e n z 
a n n a h m e n ü b e r solche O b j e k t e das A u s w a h l a x i o m sogar im e in fachs ten F a l l — der 
A u s w a h l a u s (eventue l l n u r abzäh lba r v ie len) endlichen M e n g e n — als unabhängig 
e rwe i sen u n d d a r a u s w e i t e r e F o l g e r u n g e n ziehen. D a m i t w i r d d ie F r a g e b r e n n e n d , 
o b d iese r e in fachs te Fa l l e t w a den a l lgemeinen nach sich zieht . D u r c h K o n s t r u k t i o n 
eines gee igne ten Bere iches von O b j e k t e n , in d e m neben den ü b r i g e n A x i o m e n auch 
j enes e in fachs te A u s w a h l a x i o m erfül l t is t , und du rch U n t e r s u c h u n g de r S t r u k t u r 
a l ler in d iesem Bere ich mögl ichen M e n g e n ge l ing t es, die g e n a n n t e F r a g e ve rne inend 
zu b e a n t w o r t e n . Die Forderung des allgemeinen Auswahlaxioms geht also wesent
lich über die angegebene spezielle Forderung hinaus. 

M E T H O D E N D E S N A C H W E I S E S VON W I D E R 
S P R U C H S F R E I H E I T U N D IHRE G R E N Z E N 

V o n P . B E R N A Y S , G ö t t i n g e n 

D i e M e t h o d e n , m i t denen v o m finiten S t a n d p u n k t Beweise de r W i d e r s p r u c h s f r e i 
hei t für fo rma l i s i e r t e T h e o r i e n g e f ü h r t w o r d e n s ind, lassen sich nach fo lgender 
E i n t e i l u n g überb l icken . 

1. Methode der Wertung. I h r e wesen t l i che A u s b i l d u n g h a t diese du rch das 
Hilbertsche V e r f a h r e n des A u s p r o b i e r e n s der W e r t u n g e rha l ten . N a c h d iesem V e r 
f ah ren haben Ackermann und v. Neumann den N a c h w e i s für die W i d e r s p r u c h s f r e i 
he i t de r Zah l en theo r i e — a l l e rd ings u n t e r der e in sch ränkenden B e d i n g u n g e rb rach t , 
daß die A n w e n d u n g des Sch lusses von n auf (n -\- i ) bloß auf F o r m e l n mi t n u r 
freien V a r i a b l e n zugelassen w i r d . 

2. Methode des Ausintegrierens. D ie se is t n u r auf solche Gebie te a n w e n d b a r , die 
m a n m a t h e m a t i s c h vo l lkommen behe r r sch t . F ü r d iese g e s t a t t e t sie, n i ch t n u r die 
F r a g e de r W i d e r s p r u c h s f r e i h e i t , sonde rn auch die de r Vo l l s t änd igke i t u n d E n t s c h e i d -
b a r k e i t in e inem völ l ig pos i t iven S i n n e zu b e a n t w o r t e n . Solche Gebie te sind ins
besonde re 

a ) d e r e ins te l l ige F u n k t i o n e n k a l k u l , we lcher von Löwenheim, Skolem u n d Beh-
mann abschl ießend behande l t w o r d e n ist . 
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b) T e i l f o r m a l i s m e n der Zah len theor ie . Auf solche haben Herbrand u n d Pres-
burgcr die M e t h o d e angewendet . - E s ze ig t sich dabei , daß die P<?anoschen A x i o m e 
bei Z u g r u n d e l e g u n g des F u n k t i o n e n k a l k u l s der „e r s t en S t u f e " (und der Gleichhei ts 
a x i o m e ) noch n ich t zur E n t w i c k l u n g de r Zah len theor ie genügen . E r s t d u r c h die 
H i n z u n a h m e der R e k u r s i o n s g l e i c h u n g e n für die A d d i t i o n u n d die Mul t ip l ika t ion 
k o m m t die volle Zah len theor i e z u s t a n d e 1 ) . 

3. Methode der Elimination. Diese findet sich de r Idee nach schon bei Russell 
und Whitehead, i nsbesondere in A n w e n d u n g auf den Begriff „de r j en ige , welcher" . 
D ie wi rk l i che D u r c h f ü h r u n g des Gedankens is t a l l e rd ings m ü h s a m . E i n e wesen t 
liche V e r e i n f a c h u n g w i r d d u r c h einen A n s a t z von Hilbert b e w i r k t , der an die E i n 
f ü h r u n g des „ i - S y m b o l s " anknüpf t . 

Diese r l iefert e r s t ens — w a s Ackermann a u s g e f ü h r t ha t — noch einmal auf einem 
e infacheren W e g e das E r g e b n i s der W e r t u n g s m e t h o d e . 

A u ß e r d e m abe r ge lang t m a n von h ie r aus zu e inem neuen Beweise eines zuers t 
von Herbrand ge fundenen u n d bewiesenen Sa tzes , welcher e ine U m k e h r u n g bi ldet 
von d e m b e r ü h m t e n Löwenheimschen S a t z über die E r f ü l l b a r k e i t im A b z ä h l b a r e n , 
und der ein a l lgemeines V e r f a h r e n z u r B e h a n d l u n g von F r a g e n der W i d e r s p r u c h s 
freiheit l iefert . 

D ie t r o t z de r m a n n i g f a c h e n g e w o n n e n e n E i n s i c h t e n vor l i egende B e g r e n z t h e i t der 
E r g e b n i s s e stell t sich auf G r u n d des neuen Gödelschen Sa t ze s über die G r e n z e n der 
E n t s c h e i d b a r k e i t in formalen S y s t e m e n , in V e r b i n d u n g m i t de r d a r a n geknüpf ten 
V e r m u t u n g v. Neumanns, a ls eine g r u n d s ä t z l i c h e dar . 

!) Anders steht es, wenn man, wie Dedekind, von vornherein den Standpunkt der Klassenlogik zu
grunde legt ; dieser enthält jedoch stärkere Voraussetzungen, als für die Zahlentheorie nötig sind. 
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A N W E N D U N G D E R I N T U I T I O N I S T I S C H E N LOGIK 
A U F DIE D E F I N I T I O N DER V O L L S T Ä N D I G K E I T 
E I N E S K A L K Ü L S 

V o n A . H E Y T I N G , E n s c h e d e 

I n der in tu i t ion i s t i s chen L o g i k b e t r a c h t e n w i r die fo lgenden nach k lass ischer Auf
f a s s u n g g l e i chwer t igen F o r m e l n : 

I. I I . I I I . 
PVq. \.-\p-=>q. l " l ( / V ? ) . 

2. n?=>A 2- n C i / A i ? ) -
3- i i ^ v n ? . 3- l / ^ T l ? -

4- - ! ? = > IIP-

D e u t e t m a n diese F o r m e l n nach Kolmogorof f ( M a t h . Z. 35, S. 58—65) als P r o 
b leme, so geh t a u s der L ö s u n g von I d ie L ö s u n g d e r P r o b l e m e u n t e r I I . h e r v o r ; aus 
de r L ö s u n g eines be l ieb igen der P r o b l e m e u n t e r I I . geh t d ie L ö s u n g sämt l icher P r o 
b leme u n t e r I I I . he rvor , abe r n i ch t u m g e k e h r t ; f e rne r s ind die A u f g a b e n u n t e r I I . 
versch ieden , d ie jen igen u n t e r I I I . a b e r g le ichbedeutend . 

E s sei ein bel iebiger K a l k ü l K gegeben , von dem w i r v o r a u s s e t z e n , d a ß er d ie 
k lass ische Aussagen log ik u m f a ß t ; d ie k lass i sche N e g a t i o n w e r d e m i t — bezeichnet . 
D ie A u f g a b e , e ine F o r m e l A a u s K zu beweisen , g e h ö r t der in tu i t i on i s t i s chen M a t h e 
m a t i k a n ; w i r beze ichnen sie m i t ßA. ßx is t eine P r o b l e m f u n k t i o n , de ren A r g u m e n t x 
die F o r m e l n a u s K du rch läu f t . E r s e t z e n w i r n u n in den oben a n g e f ü h r t e n F o r m e l n 
der in tu i t ion i s t i s chen L o g i k p du rch ßx, q du rch ß~x, so e rha l t en w i r versch iedene 
mögl iche Defini t ionen de r V o l l s t ä n d i g k e i t von K, von denen I . d ie s t ä r k s t e , d ie jen igen 
u n t e r I I I . die s chwächs t en s ind. D u r c h die S u b s t i t u t i o n is t e ine neue A b h ä n g i g k e i t 
e n t s t a n d e n ; d ie F o r m e l n 

II . I . ~\ßx Z> ß ~ x u n d I I . 2. ~\ß~ x 3 ßx 

s ind g le ichbedeutend , wei l jede von ihnen in die a n d e r e ü b e r g e h t , w e n n x d u r c h ~ x 
e r s e t z t w i rd . 

U m ein ige der e rha l t enen Defini t ionen bequemer in W o r t e zu fassen, führen w i r 
die folgenden A u s d r ü c k e ein. E i n e F o r m e l A, für welche ß~A gi l t , he iß t widerleg
bar; gi l t -1 ß - A, so he iß t sie unwiderlegbar. N u n he iß t 

I I . I , „ W e n n eine F o r m e l n ich t b e w e i s b a r sein kann , so is t sie w i d e r l e g b a r " ; 
I I . 2: „ W e n n eine F o r m e l u n w i d e r l e g b a r is t , so is t sie b e w e i s b a r . " ( H i l b e r t , 

M a t h . A n n a l e n 102, S. 1—9.) 
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D i e F o r m e l - | (~| /? ~x /\ ~]ß ~ - x),die den F o r m e l n u n t e r I I I . g l e i chwer t ig ist , 

l au te t in W o r t e n so : „ E i n e F o r m e l u n d ihre N e g a t i o n können in K n i ch t zugleich 

u n w i d e r l e g b a r se in . " ( H i l b e r t , 1. c.) 

E i n e we i t e re A b s c h w ä c h u n g der Defini t ion ließe sich in der folgenden W e i s e e r 

re ichen. E s b e d e u t e cpx e ine bel iebige de r oben angegebenen Defini t ionen; dann sind 

—\~l(x)<px und (x)—[—\(px im a l lgemeinen schwächere F o r m e l n , und z w a r die zwei te 

schwächer als d ie e r s t e ; die zwei te k a n n auch in de r F o r m —\ (Ex) —\ cpx geschr ieben 

we rden . ( S . - B . p r e u ß . A k a d . W i s s . 1930, S. 65.) 

Ü B E R DEN I N T U I T I O N I S T I S C H E N B E W E I S D E R 
P I C A R D S C H E N S A T Z E 

V o n M . J . B E L I N F A N T E , A m s t e r d a m 

E i n e den F o r d e r u n g e n der in tu i t ion i s t i s chen M a t h e m a t i k ge rech t w e r d e n d e U m 

g e s t a l t u n g der k lass ischen Beweise für die P i c a r d s c h e n S ä t z e ha t ve r sch iedena r t i ge 

A b ä n d e r u n g e n zu berücks ich t igen . E r s t e n s spa l te t sich j eder S a t z in zwei e inander 

e r g ä n z e n d e , von der k lass ischen D e u t u n g als ident i sch be t r ach t e t e T h e o r e m e : 

la. I s t / (z) eine ganze var iab le F u n k t i o n , und s ind a und b zwei von e inander 

versch iedene , k o m p l e x e Zahlen , so läß t sich e n t w e d e r eine Nulls te l le von f (z) — a 

oder eine Nul l s te l le von f (z) — b b e s t i m m e n . 

lt>. I s t f (z) g a n z und g i b t es zwei von e inande r versch iedene , k o m p l e x e Zahlen a 

und b d e r a r t , daß übera l l f (z)^a und f (z)^b is t , so is t f (z) k o n s t a n t * ) . 

I I a . H a t d ie für 0 <^\z — z0 ] <* R e i ndeu t ig - r egu lä r e F u n k t i o n / (z) in z0 eine 

wesent l ich s ingu la r e Stel le, und s ind a und b zwei bel iebige von e inander verschiedene 

k o m p l e x e Zahlen , w ä h r e n d r e ine be l ieb ige pos i t ive Zahl k le iner als R ist , so läßt sich 

inne rha lb des K r e i s e s | z — z0 [ = r e n t w e d e r eine Nul ls te l le von f (z) — a oder eine 

Nul ls te l le von f (z) — b b e s t immen . 

I I b . I s t / (z) e i ndeu t ig - r egu lä r für o <[ j z — z0\<" R und s ind zwei von e inander 

verschiedene , k o m p l e x e Zahlen a und b d e r a r t gegeben , daß f (z) do r t ke inen dieser 

be iden W e r t e a n n e h m e n kann , so läßt sich eine g a n z e Zahl m d e r a r t be s t immen , d a ß 

lim (z — z0)
M f(z) = 0 is t . 

!) Es ist \b eine unmittelbare Folge von Ia, aber nicht umgekehrt ; von den beiden folgenden Sätzen 
IIa und ïïb ist keiner eine unmittelbare Folge des anderen. 
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Z w e i t e n s s ind d i e u n b e r e c h t i g t e n A n w e n d u n g e n des S a t z e s v o m ausgesch lossenen 

D r i t t e n , welche in den k lass i schen Bewei sen a u f t r e t e n , d u r c h in tu i t i on i s t i s ch e in

w a n d f r e i e B e t r a c h t u n g e n zu e r se tzen , u n d schließlich sollen die E l e m e n t e de r F u n k 

t ionen theor ie , so w e i t sie d o r t A n w e n d u n g finden, auf ih ren in tu i t i on i s t i s chen Gehal t 

g e p r ü f t und eventuel l von n e u e m bewiesen w e r d e n . E s g i b t h ie r e ine rse i t s Sä t ze , 

deren R ich t i gke i t leicht in der üb l ichen W e i s e fes tges te l l t w e r d e n kann , a n d e r s e i t s 

solche, d ie be t r äch t l i che A b ä n d e r u n g e n in dem B e w e i s g a n g e r f ah ren . Die U n z u l ä n g 

l ichkei t der k lass i schen B e w e i s e l iegt e n t w e d e r in dem M a n g e l an e inem k o n s t r u k 

t iven V e r f a h r e n ode r in de r U n m ö g l i c h k e i t zu en tsche iden , ob zwei G r ö ß e n e inander 

gleich oder von e inande r ve r sch ieden s ind. 

S U R LA M É T H O D E A X I O M A T I Q U E ET LES 
D I F F I C U L T É S A C T U E L L E S 

P a r F . G O N S E T H , Zur i ch 

L ' u n a n i m i t é es t loin d ' ê t r e fa i te su r le sens et la po r t ée de la « m é t h o d e a x i o m a -

t ique ». E n pa r t i cu l i e r , l 'opinion selon laquelle les a x i o m e s fou rn i s s en t à e u x seuls 

u n e espèce de définit ion impl ic i te des no t i ons fondamenta les p e u t ê t r e s é r i eusemen t 

mise en dou te . ( O n se souv ien t des c r i t iques que P o i n c a r é p r é s e n t a i t à l ' ax ioma t i s a -

t ion de la théor i e des ensembles de M . Zermelo . Ces c r i t iques subs i s t en t encore , du 

mo ins pa r t i e l l emen t . ) I l convien t , p o u r d é t e r m i n e r le rôle de la m é t h o d e a x i o m a t i q u e , 

de r e v e n i r à ses o r ig ines , c.-à-d. à son emploi dans la g é o m é t r i e é l émenta i re . O n r a t 

t ache ra a u n o m d 'Euc l ide une p r e m i è r e é t ape , d a n s laquelle les no t i ons fondamenta le s 

sont des images idéales , s chémat iques et s o m m a i r e s , suggérées p a r la conna i s sance 

p r é l i m i n a i r e du m o n d e phys ique . Les a x i o m e s ne sont que la fo rmula t ion , éga l emen t 

s chéma t ique et s o m m a i r e , des lois phys iques co r r e spondan te s . D i s o n s que la d ro i t e , 

p a r exemple , es t la notion abstraite c o r r e s p o n d a n t à la notion intuitive de l igne de 

visée, et que celle-ci es t u n e réalisation de la p r emiè re . 

O n d i s t i n g u e r a ensu i t e une seconde é t ape (qu 'on p o u r r a r a t t a c h e r au n o m d ' H i l b e r t ) 

où les no t ions fondamen ta l e s p r e n d r o n t fo rme de concepts sans détermination préalable 

et les a x i o m e s celle de relations de pure logique. L e pas sage du p r e m i e r s t ade (eucl i

d i en ) au second (h i lbe r t i en ) est en t ous po in t s ana logue au p a s s a g e des no t ions d i tes 

i n t u i t i v e s à celles d u p r e m i e r s t a d e : ce son t a lo r s les no t ions géomét r iques qu i jouen t 
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le rôle de réa l i sa t ions et les n o u v e a u x concepts celui de no t ions abs t r a i t e s co r respon

dan te s . 

O n peu t d 'a i l leurs a t t e i n d r e le « plan du logique p u r » sur un front beaucoup plus 

large , et comprenan t , à côté de la géomé t r i e , l ' a r i thmét ique (spécia lement celle des 

n o m b r e s en t ie r s ) e t la logique classique (spécia lement la logique des c lasses ) . A p r o 

pos de ce t te de rn iè re , il fau t r e m a r q u e r que la no t ion fondamenta le d 'ob je t est elle 

auss i s chémat ique et sommai r e , et qu 'el le est t o u t e engagée dans la not ion de « pro

priété a priori ». L a not ion in tu i t ive de « type » p e r m e t t r a i t de lui opposer une a u t r e 

not ion de l ' ob je t : nous n o m m o n s objet aristotélicien celle qui est à la base de la 

logique classique. Ce t t e no t ion a p p a r t i e n t au p r e m i e r s t ade a x i o m a t i q u e . 

O n peu t m a i n t e n a n t ca rac té r i se r la théor i e des ensembles de C a n t o r co mme une 

théor ie des ensembles d 'ob je t s a r i s to té l ic iens . L a t e n t a t i v e de M . Ze rme lo e t les t r a 

v a u x qui s'en in sp i r en t n ' a b a n d o n n e n t p a s complè tement ce t e r r a i n , en ce sens que les 

é léments d 'un ensemble y possèden t a u s s i au moins u n e p r o p r i é t é a p r i o r i : celle d 'ê t re 

un ensemble . 

O r u n e analyse a t t e n t i v e des p a r a d o x e s m o n t r e que leur source c o m m u n e est l 'op

pos i t ion en t r e la not ion s t a t i que de l 'obje t a r i s to té l ic ien et la not ion de l'infini (en 

d e v e n i r ) . Dès lors il p a r a î t assez n a t u r e l de chercher la solut ion des difficultés ac

tuelles en fa i san t sub i r auss i a u x no t ions de la logique classique et à celle de la théor ie 

des ensembles l ' ax ioma t i s a t i on au second d e g r é qui les p o r t e r a sur le plan de la 

logique pure . 

U n e esquisse de cet te a x i o m a t i s a t i o n fai t l 'obje t d 'un t r ava i l qui vient de p a r a î t r e 1 ) . 

// se présente qu'en effet, les antinomies ne trouvent plus place dans cette nouvelle 

théorie. 

LA F O N C T I O N P R O P O S I T I O N N E L L E EN L O G I Q U E 
A L G O R I T H M I Q U E ET LE P R I N C I P E DU T I E R S 
EXCLU 

P a r A R N O L D R E Y M O N D , L a u s a n n e 

P o u r la logique c lass ique la p ropos i t i on s imple ne compor t e que d e u x va leu r s , le 

v r a i et le f a u x (dans lequel r e n t r e l ' a b s u r d e ) . P o u r la logique a lgo r i t hmique la 

fonct ion p ropos i t ionne l le spécifie un g r o u p e de fa i t s , d ' événements , etc. . . . j ugés 

') F. üonseth. Commentarii matematici helvetici. Vol. 5, 1933, pp. 108—136. (Vol. dédié au Congrès 

de Zurich, pp. 434 —462.) 
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poss ib les . Cela é t a n t , le v r a i dés igne u n poss ible réa l i sé , le f a u x u n poss ib le non réal isé , 

l ' a b s u r d e (ni v r a i , n i f a u x ) u n imposs ib le i r réa l i sab le pa r ce que dénué de signif icat ion. 

S o i t r/j (x) = „ j ' a i r e n c o n t r é x d a n s les rue s de Z u r i c h " . P o u r x = u n t i g r e , <p (x) 

e n g e n d r e u n e p r o p o s i t i o n qu i peu t ê t r e v r a i e ou fausse ; p o u r x = la t a n t e du loga

r i t h m e , cp (x) c o n d u i t à u n e p ropos i t i on a b s u r d e . E n m a t h é m a t i q u e s le p rob l ème 

dev ien t t r è s dél icat , p a r ce q u e le c h a m p a s s igné à la va r i ab l e x p e u t ê t r e infini. U n e 

af f i rmat ion comme „2X -(- i es t ou non u n n o m b r e p r e m i e r " est-elle a lors a b s u r d e , 

x p o u v a n t ê t r e l 'un quelconque des n o m b r e s en t i e r s ? 

S i l 'on e x a m i n e les couples de p ropos i t i ons opposées (AE, AO, AI, e tc .) on est 

a m e n é à d i s t i n g u e r d a n s leur emploi : 

1) les ensembles s imp lemen t quantitatifs ( h o m m e s , m a m m o u t h s , etc.) n u m é r i q u e 

m e n t i ndé t e rminés et don t les é l émen t s se g r o u p e n t p a r „que lques , p lu s i eu r s , etc . . . . 

t o u s " . 

2) les ensembles numériques, finis ou infinis, c ' es t -à -d i re d é t e r m i n é s exp l i c i t emen t 

p a r u n n o m b r e fini ou impl ic i t ement p a r u n e loi de succession. „ T o u s " a a lors u n e 

va l eu r n u m é r i q u e . 

D a n s le cas 1) les universe l les (hypo thèses ) n ' on t p a s la m ê m e po r t ée ex i s ten t ie l l e 

que les pa r t i cu l i è r e s ( fa i ts c o n s t a t é s ) . O r u n fa i t ne p e u t que confirmer (et non 

sans a b s u r d i t é c o n t r e d i r e ) u n e hypo thèse vraie ; et i n v e r s e m e n t p o u r u n e hypo thèse 

fausse. P a r conséquen t d a n s le t ab leau des oppos i t ions les con t r ad i c to i r e s et les 

suba l t e rnes c o m p o r t e n t les va l eu r s , , v r a i " et „ a b s u r d e " ; et les c o n t r a i r e s et s u b 

c o n t r a i r e s les va l eu r s „ v r a i " et „ f a u x " . 

D a n s le cas 2) les un iverse l les on t la m ê m e p o r t é e ex is ten t ie l le que les pa r t i cu l i è res , 

p o u r a u t a n t que d a n s la sé r ie des t e r m e s f o r m a n t le d o ma i n e du „ t o u s les . . . " la 

différence en t r e u n t e r m e et le s u i v a n t n ' e s t p a s - < e ou > N. L ' oppos i t i on (v ra i -

f a u x ) e n t r e „ t o u s les . . . " et „ q u e l q u e " subs i s t e a lors fo rmel lement et l ég i t ime l 'emploi 

d u „ t e r t i u m non d a t u r " . L ' e r r e u r pa r t i e l l e de B r o u w e r est de cons idé re r comme t o u t 

à fa i t i ndé t e rminées des r ég ions qu i , s ans ê t re p r a t i q u e m e n t calculables , son t néan 

m o i n s fo rmel lement d é t e r m i n é e s (pa r exemple les décimales de n e x i s t e n t p o u r a u t a n t 

q u e la différence e n t r e les po lygones insc r i t et c i r consc r i t n ' e s t pas < s). L ' é l émen t < e 

est t o u j o u r s en r a p p o r t avec une ce r t a ine u n i t é de g r a n d e u r . D e là le double aspect 

de l ' un i té n u m é r i q u e : p r o p r i é t é ind iv is ib le d 'un é lément d i scon t inu (définit ion F r e g e -

Russe l l ) e t g r a n d e u r d iv is ib le ( s i tô t que le con t inu i n t e r v i e n t ) . 

D ' u n e façon géné ra l e le „ n i v r a i , n i f a u x " concerne soi t „le non encore j u g é " , so i t 

„ le n e p o u v a n t p lus ê t re j u g é " p a r c e q u e r econnu a b s u r d e (hors du c h a m p de réa l i té qu i 

a é t é défini) ; m a i s d a n s t o u t r a i s o n n e m e n t le p r inc ipe du t i e r s exc lu i n t e r v i e n t comme 
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c e u x d ' iden t i t é et de con t rad ic t ion p o u r opposer , soi t l ' absurde au non a b s u r d e , soi t 

dans le non a b s u r d e le v ra i au faux . A ce po in t de vue on ne s a u r a i t en m é t a m a t h é -

m a t i q u e r a i s o n n e r su r P v r a i , pu i s su r P f a u x , a lors que P n ' e s t peu t - ê t r e ni v r a i n i 

f aux . N o t r e convic t ion absolue est que la logique m a t h é m a t i q u e est inséparab le des 

no t ions < e et > N qui r èg len t les ex igences techniques du ma théma t i c i en . 

E I N E N E U E G R U N D L E G U N G DER D I F F E R E N T I A L 
R E C H N U N G D U R C H K A R L M A R X 

V o n E . K O L M A N , M o s k a u 

D a s M o s k a u e r M a r x - E n g e l s - L e n i n - I n s t i t u t be s i t z t an h u n d e r t P h o t o k o p i e n von 

b i s h e r unveröf fent l ich ten H a n d s c h r i f t e n K a r l M a r x ' a u s dem Gebie te der M a t h e m a t i k , 

de r N a t u r w i s s e n s c h a f t e n und der Techn ik . U n t e r d iesen H a n d s c h r i f t e n nehmen die 

m a t h e m a t i s c h e n A r b e i t e n den e r s t en P l a t z ein. E s s ind 31 ve rsch iedene E x z e r p t e a u s 

dem Gebie te der A r i t h m e t i k , A lgeb ra , Ana lys i s und Geomet r i e , 19 se lbs tänd ige E n t 

wür f e , vo rwiegend die B e g r ü n d u n g de r Ana lys i s betreffend, und a u ß e r d e m A n w e n 

d u n g e n der M a t h e m a t i k in der pol i t i schen O e k o n o m i e . 

W i r s ind h ie r i m s t a n d e , übe r e ine A r b e i t M a r x e n s zu re fe r ie ren , die eine Sk izze 

des h i s to r i schen E n t w i c k l u n g s g a n g e s des Different ia lbegriffes und M a r x e n s S t a n d 

p u n k t zur G r u n d l e g u n g der Ana lys i s e n t h ä l t und infolgedessen v o m g r ö ß t e n In t e r e s se 

sowohl für den H i s t o r i k e r als auch für den Ph i lo sophen der M a t h e m a t i k ist . S ie 

w ide r l eg t die sons t v e r b r e i t e t e M e i n u n g , als ob M a r x sich m i t der M a t h e m a t i k n u r 

z u r Z e r s t r e u u n g befaß t ha t und beweis t , daß E n g e l s in se iner R e d e auf M a r x e n s 

G r a b e rech t h a t t e , indem er behaup te t e , d a ß der genia le V e r f a s s e r des „ K a p i t a l s " , 

E n t d e c k e r der E n t w i c k l u n g s g e s e t z e de r menschl ichen Geschichte und Schöpfer des 

d ia lek t i schen M a t e r i a l i s m u s , B e g r ü n d e r des wissenschaf t l i chen Soz ia l i smus und 

L e i t e r der r evo lu t i onä ren A r b e i t e r b e w e g u n g „se lbs t auf dem Gebie te de r M a t h e m a t i k 

se lbs t änd ige E n t d e c k u n g e n g e m a c h t h a t " . Diese A r b e i t b i lde t den d r i t t en Abschn i t t 

eines in folgende fünf A b s c h n i t t e geg l i eder ten W e r k e s : 1. Abge le i t e te u n d der Diffe

rent ialkoeff izient , 2. D a s Different ia l und der Di f fc ren t ia lka lku lus , 3. D ie h i s to r i sche 

E n t w i c k l u n g des Di f te ren t ia lka lku lus , 4. T a y l o r s und M a c l a u r i n ' s T h e o r e m , 5. K r i t i k 

de r N e w t o n s c h e n Q u a d r a t u r e n m e t h o d e . 

D e r e r s te Te i l dieses d r i t t e n A b s c h n i t t s , de r sozusagen den K e r n des g a n z e n W e r 

kes bi ldet , e n t h ä l t eine k u r z g e f a ß t e D a r s t e l l u n g de r M e t h o d e n N e w t o n u n d Le ibn i t z , 
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d ' A l e m b e r t , L a g r a n g e . D e r zwe i t e Te i l , de r d e n e r s t e n s u m m i e r e n d w i e d e r g i b t , be 
s t e h t a u s d re i P a r a g r a p h e n und h a t fo lgenden I n h a l t : i . D e r mys t i s che Dif ferent ia l -
k a l k u l u s ; 2 . D e r ra t ionel le Di f fe ren t i a lka lku lus ; 3. D e r re in a lgeb ra i sche Dif ferent ia l -
ka lku lus . 

I n e inem a n d e r e n F r a g m e n t s tel l t M a r x der M e t h o d e d ' A l e m b e r t ' s u n d L a g r a n g e ' s 
se ine e igene Di f fe ren t i a lme thode g e g e n ü b e r . V o n der M e t h o d e L a g r a n g e ' s u n t e r s c h e i 
d e t sich M a r x ' M e t h o d e d a d u r c h , d a ß M a r x wi rk l i ch differenfi ier t , w o u r c h Differen
t i a l symbole en t s t ehen , w ä h r e n d L a g r a n g e das Dif fe ren t i ie ren d u r c h die a lgebra i sche 
B i n o m i a l z e r l e g u n g e rse tz t . 

A u s den be iden F r a g m e n t e n is t zu e r sehen , d a ß M a r x — u n d d a r i n s t i m m t e er 
m i t H e g e l übe re in — die E r fo lg los igke i t jeg l icher A n s t r e n g u n g e n eine re in for
mal - logische G r u n d l e g u n g der Ana lys i s zu geben , und die k indl iche N a i v i t ä t a l ler 
V e r s u c h e , dieselbe auf de r b loßen s inn l ichen A n s c h a u u n g , auf g r a p h i s c h e n M e t h o d e n 
zu b e g r ü n d e n , e r k a n n t ha t . U n d w e n n er sich die A u f g a b e stel l te , die Ana lys i s auf 
e ine r d ia lek t i schen G r u n d l a g e , g e s t ü t z t auf die E i n h e i t des h i s to r i s chen und logischen 
M o m e n t e s a u f z u b a u e n , so he iß t das n ich t , d a ß er d ie Ana lys i s zu r A r i t h m e t i k zu rück
führen woll te , w ie es spä t e r , sei t W e i e r s t r a ß beg innend , d ie jen igen M a t h e m a t i k e r 
v e r s u c h t haben , d ie v o m m e n g e n t h e o r e t i s c h e n S t a n d p u n k t e ausgehend , schließlich, 
t r o t z ih re r g r o ß e n V e r d i e n s t e in der W e i t e r v e r t i e f u n g der m a t h e m a t i s c h e n P r o b l e m 
s te l lung , zu den b e k a n n t e n P a r a d o x i e n de r M e n g e n l e h r e a n g e l a n g t s ind , die n ich t n u r 
das m a t h e m a t i s c h e , sonde rn auch d a s logische v o n ihnen speziell e r r i c h t e t e G e b ä u d e 
z e r s t ö r t haben . M a r x h i n g e g e n ze ig t , w i e a u s de r E l e m e n t a r m a t h e m a t i k , auf i h r e m 
e igenen B o d e n d ie wesent l ich neue Di f fe ren t ia l - und I n t e g r a l r e c h n u n g e rwächs t , d ie 
„a ls e ine spezielle R e c h n u n g s a r t , d ie be re i t s s e lb s t änd ig auf ih rem e igenen Boden 
o p e r i e r t " , e r sche in t , so d a ß „die a lgebra i sche M e t h o d e von se lbs t in die ihr en tgegen
gese t z t e Di f fe ren t ia lmethode , s ch läg t " . 

M a r x schä tz t d ie A r b e i t L a g r a n g e ' s a n der B e g r ü n d u n g de r Ana lys i s sehr hoch ein, 
doch faßt er n ich t L a g r a n g e , wie sons t übl ich, und wie es auch H e g e l g e t a n 
ha t , a ls e inen typ ischen F o r m a l i s t e n u n d K o n v e n t i o n a l i s t e n auf, der die G r u n d 
begriffe de r Ana lys i s in die M a t h e m a t i k re in äußer l i ch und auf wi l lkür l i che W e i s e 
e in führ t . N e i n , M a r x schä t z t g e r a d e das Gegente i l in ihm, und z w a r , d a ß L a g r a n g e 
den Z u s a m m e n h a n g zwischen A l g e b r a u n d Ana lys i s aufdeck t , d a ß er ze ig t , w ie die 
A n a l y s i s a u s der A l g e b r a h e r v o r w ä c h s t . „ D i e wi rk l i chen und dahe r e infachs ten Z u 
s a m m e n h ä n g e des N e u e n m i t dem A l t e n " , sch re ib t M a r x , „ w e r d e n i m m e r en tdeck t , 
sobald d a s N e u e selbst schon eine in sich a b g e r u n d e t e F o r m g e w o n n e n , und m a n 
k a n n sagen , daß de r Di f fe ren t ia lka lku lus d iese r e l a t io erhie l t d u r c h die Tay lorschen 
und M a c l a u r i n s c h e n T h e o r e m e . E s fiel dahe r e r s t L a g r a n g e zu, den Dif fe ren t ia lka lku
lus auf s t r i k t a lgebra i sche B a s i s z u r ü c k z u f ü h r e n . " Doch g le ichze i t ig w i r f t M a r x L a -
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g r a n g e vor, d a ß derse lbe den d ia lek t i schen C h a r a k t e r dieser E n t w i c k l u n g ü b e r s a h und 
zu lange auf dem Boden der Algebra s tecken geblieben ist , d ie eigenen G es e t zmäß i g 
ke i ten und M e t h o d e n der Ana lys i s u n t e r s c h ä t z t h a t : „ist er in dieser H i n s i c h t n u r 
als A u s g a n g s p u n k t zu b e n u t z e n . " 

S o kämpf t M a r x als w a h r e r D ia l ek t ike r sowohl gegen die re in ana ly t i sche Zurück -
f ü h r u n g des N e u e n z u m Al ten , die so cha rak te r i s t i s ch für die Methodo log ie des 
mechanistischen M a t e r i a l i s m u s des X V I I I I . J a h r h u n d e r t s w a r , als auch gegen die re in 
syn the t i sche E i n f ü h r u n g des N e u e n von außen her , was n ich t n u r für den Hege l i schen 
S t a n d p u n k t , sonde rn auch für den h e u t i g e n I n t u i t i o n i s m u s bezeichnend is t , der das 
P r i n z i p der m a t h e m a t i s c h e n I n d u k t i o n für da s j en ige N e u e häl t , das von außenher 
k o m m t , und der auf diese W e i s e den U e b e r g a n g zwischen der L o g i k u n d der M a t h e 
m a t i k ve rn ich te t . W ä h r e n d jedoch dies N e u e , das n u r als F r e m d e s in die m a t h e m a 
t ische T h e o r i e e ingehen konn te , nach H e g e l i m m e r h i n aus der Außenwe l t , aus der 
P r a x i s en t l iehen w a r , so hä l t der heu t ige m a t h e m a t i s c h e Idea l i smus für die Quel le 
des N e u e n w i e d e r u m n u r die K a n t s c h e A n s c h a u u n g a p r i o r i — die b e r ü c h t i g t e I n 
t u i t i o n ; die ph i losophischen E ins t e l l ungen en twicke ln sich hier nach r ü c k w ä r t s . 

D a s besprochene F r a g m e n t w i r d im „ A r c h e i o n " , die g e s a m t e n m a t h e m a t i s c h e n 
Schr i f t en M a r x e n s , de ren H e r a u s g a b e F r a u Prof . J a n o w s k a j a leitet , w e r d e n in den 
W e r k e n des M a r x - E n g e l s - L e n i n - I n s t i t u t s ( M o s k a u ) d e m n ä c h s t erscheinen. 

35' 



P Ä D A G O G I K 
U N D V E R H A N D L U N G E N DER 

I N T E R N A T I O N A L E N M A T H E M A T I S C H E N 
U N T E R R I C H T S K O M M I S S I O N 

2 3 Mathematiker-Kongreß 



Pädagogik 

S U R L ' E N S E I G N E M E N T M A T H É M A T I Q U E 

P a r S. C A R R U S , Alge r 

Comment doit être compris dans les Facultés ou Grandes Ecoles l'enseignement 

des hautes Mathématiques : Importance primordiale du développement de la faculté 

de raisonnement des Etudiants. 

N o u s voulons expose r de quelle façon nous semble devoi r ê t r e condui t l ' enseigne

m e n t des hau t e s M a t h é m a t i q u e s . L o r s q u ' i l s 'agi t d ' é t ud i an t s a r r i v a n t à l ' ex t rême 

l imi te d 'un ense ignemen t scolaire ( G r a n d e s Ecoles , F a c u l t é s ) , il nous semble que 

le b u t p r inc ipa l de l ' ense ignement doi t ê t r e , déso rma i s , de leur apprendre à raisonner. 

I l f audra , non seulement , a u g m e n t e r l eu r s conna issances , leur donner de n o u v e a u x 

i n s t r u m e n t s de t r ava i l , ma i s s u r t o u t exe rce r leur e sp r i t à r a i s o n n e r m a t h é m a t i q u e 

ment . O n y a r r i v e r a en ob l igeant , le p lus possible , les é t u d i a n t s à r a i s o n n e r e u x -

m ê m e s . L e P r o f e s s e u r ne do i t p lus ê t r e q u ' u n gu ide , i n d i q u a n t les su je t s d ' é tudes 

successifs : les r é su l t a t s do iven t ê t re é tabl i s pa r les élèves e u x - m ê m e s : P l u s de 

cours d ic té ou exposé , p lus de m a î t r e é n o n ç a n t un théo rème , d o n n a n t la d é m o n s t r a 

t ion, ne se p r é o c c u p a n t m ê m e p a s de s avo i r si les é t u d i a n t s c o m p r e n n e n t e t p a s s a n t 

au t héo rème su ivan t . P l u s d ' é t ud i an t s se con ten tan t de su iv re , à moi t ié somnolen t s , 

les r a i s o n n e m e n t s fa i t s . 

I l f au t que, à t o u t i n s t an t , le m a î t r e s ' adresse à ses é t u d i a n t s , leur d e m a n d e ce 

qu' i l y a à fa i re , de con t inue r la d é m o n s t r a t i o n , ce qu ' i l s s aven t su r la ques t ion , ce 

qu ' i l s r e m a r q u e n t . . . 

P e u à peu il leur a p p r e n d r a a ins i à r a s semble r l eu r s conna issances , à vo i r et à 

savoi r se se rv i r de ce qui p e u t leur ê t r e ut i le . 

Ce t t e m é t h o d e d e m a n d e beaucoup de t e m p s . D e u x fois p lus ? Q u ' i m p o r t e ! si les 

p r o g r è s son t quad rup le s . I l es t for t r e g r e t t a b l e que , d a n s les condi t ions actuel les , 

les ob l iga t ions des h o r a i r e s ne p e r m e t t e n t pas de l ' appl iquer in t ég ra l emen t . 

Ce t t e mé thode peu t ê t re éga lement appl iquée dans les o u v r a g e s de h a u t ense igne

m e n t m a t h é m a t i q u e . N o u s l ' avons essayée dans n o t r e C o u r s de Calcul différentiel 

et i n t ég ra l : des s ignes convent ionnels ( le t t res g recques ) son t in te rca lés t o u t le long 

des d é m o n s t r a t i o n s , r emplacen t à chaque in s t an t les ques t i ons qui p o u r r a i e n t ê t re 

fa i tes p a r le P r o f e s s e u r . Il f au t que l ' é tud ian t s 'efforce de r é p o n d r e à la ques t ion 

posée. 

N o u s n ' avons , cer tes p a s , la p r é t en t i on , quand n o u s éc r ivons la l e t t re ô que , du 

p r e m i e r coup, l ' é tud ian t s a u r a con t inuer la d é m o n s t r a t i o n , que , à la l e t t re g, il s au ra 

r e m a r q u e r . . . M a i s d ' abord , s'il n e p e u t r épondre , le t e x t e r épond p o u r lui . E t 

a p r è s un g r a n d n o m b r e d 'efforts de réf lexion, il se r e n d r a c o m p t e que ce qu ' on lui 
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d e m a n d e es t f o r t s imple ; il s ' h ab i t ue r a a u m o d e de d é m o n s t r a t i o n t o u j o u r s employé. 

. P a r u n lent t r ava i l , se déve loppera en lui la f o rma t ion a u r a i s o n n e m e n t m a t h é m a 

t i q u e ; il s ' h a b i t u e r a à r a s semb le r ses conna i ssances . Voi là , d u mo ins , ce q u e l 'on 

p e u t espére r . P e u t - ê t r e , m e fa i s - je i l lusion ? J e ne pu i s j u g e r que p a r m o n e x p é 

r i ence personne l le . E l l e es t insuff isante . P o u r le C o u r s i m p r i m é , j ' a i d e m a n d é l 'opi

n i o n de mes é t u d i a n t s qu i m e d i s a i en t avo i r app l iqué la m é t h o d e . M a i s ce t te op in ion 

m e p a r a î t suspec te : j e deva i s ê t r e u n j uge en fin d 'année . 

P o u r se r e n d r e compte de l 'u t i l i té de ce t te m é t h o d e , il f a u d r a i t que les expé r i ences 

so ien t mul t ip l iées . I l f a u d r a i t que, d a n s u n C o u r s , on pu i s se app l iquer i n t é g r a l e m e n t 

la m é t h o d e . I l f a u d r a i t que soient r a s semblées , coordonnées , t o u t e s les o b s e r v a t i o n s . 

D u to ta l de ces o b s e r v a t i o n s , finirait p a r s o r t i r la r éponse à la ques t ion : Y a-t-i l 

ou n o n u t i l i t é ? 

J e se ra i s t r è s r e c o n n a i s s a n t à t ous ceux qu i v o u d r o n t b ien m 'en fa i re p a r t . 

R É S U M É D U R A P P O R T DE L ' I N S T I T U T I N T E R 
N A T I O N A L DE C O O P É R A T I O N I N T E L L E C T U E L L E 
C O N C E R N A N T LA C O O R D I N A T I O N DE L ' É C O N O 
MIE S C I E N T I F I Q U E I N T E R N A T I O N A L E 

P a r A . E S T A B L I E R , P a r i s 

L e s ques t ions d ' économie scientifique in t e rna t iona le , qui ava i en t t r è s souven t é té 

négl igées p a r les s a v a n t s , commencen t à p r e n d r e u n e i m p o r t a n c e tou t e pa r t i cu l i è re . 

I l s e r a i t souha i t ab le que les fonds e t les heu res d e t r ava i l consacrés a u x t r a v a u x 

b ib l i og raph iques , a ins i que les m a l e n t e n d u s r é s u l t a n t des d ivergences de nomencla 

t u r e , etc . . . ., so ient r é d u i t s ou é l iminés , p a r u n effort de co l labora t ion i n t e r n a t i o n a l e 

e n t r e les pe r sonna l i t é s du M o n d e scientifique. 

L ' O r g a n i s a t i o n in t e rna t iona l e de Coopé ra t i on intel lectuelle de la Soc ié té des 

N a t i o n s a, d a n s son p r o g r a m m e d ' ac t iv i t é , un ce r t a in n o m b r e de p o i n t s qu i on t é té 

i n sc r i t s su r la d e m a n d e d ' o r g a n i s a t i o n s ou de pe r sonna l i t é s qualifiées, ap r è s a v i s 

d 'un C o m i t é de Consei l le rs scientif iques, r éun i en 1931 sous la p rés idence de M m e 

Curie-Sklodowska. 

P a r m i les p o i n t s les p lus i m p o r t a n t s du p r o g r a m m e é tab l i p a r le C o m i t é des C o n 

sei l lers scientif iques, se t r o u v e n t , celui de la C o o r d i n a t i o n des t e rmino log ies sc ien t i -
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t iques, celui de la Col labora t ion en t r e les musées scientifiques, celui de la Coord ina 

t ion des b ib l iograph ies scientifiques. S u r chacun de ces po in t s l ' I n s t i t u t i n t e rna t iona l 

de Coopéra t ion intel lectuelle a e n t r e p r i s des efforts d a n s la m e s u r e de ses poss ib i l i tés , 

e t les r é su l t a t s acquis d é m o n t r e n t la vo lon té de col labora t ion in t e rna t iona le qui an ime 

le m o n d e scientifique. E n ce qu i concerne les m a t h é m a t i q u e s , l ' I n s t i t u t s 'est t r ouvé 

en présence de la p ropos i t i on du Prof . Severi, qui a s iégé au Comi té des Consei l lers 

scientifiques où il a p r é sen t é u n p r o j e t d e m a n d a n t , o u t r e la c réa t ion de cen t res na t io 

n a u x de b ib l iog raph ie m a t h é m a t i q u e , celle d 'un cen t re i n t e rn a t i o n a l qui d e v r a i t se rv i r 

d e l ien e n t r e les p r e m i e r s , et r e n d r a i t , à son avis , de vé r i t ab les services a u x m a t h é 

mat ic iens . 

T E C H N I C A L V O C A B U L A R I E S FOR P L A N E A N D 
S O L I D G E O M E T R Y 

By E L I Z A B E T H B. C O W L E Y , P i t t s b u r g h 

T h e s tud ies of genera l vocabula r ies a n d vocabular ies for school sub jec t s t h a t have 

been m a d e in recen t yea r s ind ica te a g r o w i n g r ecogn i t i on of the need for a more 

a c c u r a t e u n d e r s t a n d i n g of t h e pup i l s ' w o r d knowledge . 

U n f o r t u n a t e l y some of t he se s tud ies for g e o m e t r y bea r u n m i s t a k a b l e evidence of 

poor w o r k m a n s h i p . 

T h e a u t h o r of t h e p r e s e n t pape r has been w o r k i n g on g e o m e t r y vocabula r ies for 

five yea r s and has a l ready publ ished a p re l imina ry r e p o r t ( in t he J o u r n a l of E d u 

ca t iona l Resea rch for December , 1 9 2 9 ) . 

T h e p re sen t p a p e r includes :— 

(1) A careful e x a m i n a t i o n and eva lua t ion of some of t he recent s tud ies t h a t a r e 

open to se r ious c r i t i c i sm. 

( 2 ) T h e r e su l t s ob ta ined f rom a vocabu la ry q u e s t i o n n a i r e sent t o a b o u t t h r ee 

t h o u s a n d s t u d e n t s of g e o m e t r y in Ihe pub l i c high schools of P i t t s b u r g h , Pennsy lvan i a . 

(3) D i s c r i m i n a t i n g w o r d s tud ies of four recent t e x t s and of one publ ished t w e n t y 

y e a r s ago . 

(4) T h e technical vocabu la r i es . 

T h e g u i d i n g pr inc ip les used in se lec t ing t he vocabu la r i e s a r e : — 

(a) T h e vocabu la r i e s a r e in h a r m o n y w i t h the r e p o r t of t h e N a t i o n a l C o m m i t t e e 
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o n M a t h e m a t i c a l R e q u i r e m e n t s ( T h e R e o r g a n i z a t i o n of M a t h e m a t i c s in 

S e c o n d a r y E d u c a t i o n ) . 

( b ) T h e chief source of w o r d s for t he bas ic vocabu la r i e s is t h e l is ts of t h e o r e m s 

a n d c o n s t r u c t i o n s pub l i shed by t h e N a t i o n a l C o m m i t t e e , t he College E n t r a n c e 

E x a m i n a t i o n B o a r d , a n d the U n i v e r s i t y of t h e S t a t e of N e w Y o r k . 

(c) I n add i t i ona l t o t he ba s i c vocabu la r i e s , t he re a r e s econda ry vocabu la r i e s wh ich 

con t a in w o r d s t h a t a r e of ten used b u t a r e no t ind ispensable . 

(d ) W o r d s l is ted in E . L . T h o r n d i k e ' s The Teacher's Word Book or in E r n e s t 

H o r n ' s A Basic Writing Vocabulary a r e r a t e d as n o t technical . 

(e) W o r d s t h a t occur on ly occasional ly in a few exe rc i se s (especially in app l i 

ca t ions of g e o m e t r y t o o the r s u b j e c t s ) a r e n o t a l eg i t ima te p a r t of e i ther a 

bas ic or a secondary technical vocabu la ry of geomet ry . 

(f) T h e g r e a t v a r i e t y of social, economic, a n d in te l lec tual b a c k g r o u n d s of 

g e o m e t r y s t u d e n t s of t o d a y a re t aken in to account . 

(g ) A s a vocabu la ry is a l iv ing , g r o w i n g t h ing , a s e p a r a t e list is m a d e of t hose 

w o r d s whose usefu lness is d e c r e a s i n g r ap id ly a l t h o u g h they a r e still cons idered 

p a r t of a technical vocabu la ry . 

(h) T h e vocabu la r i e s for solid g e o m e t r y cons i s t of those for p lane geome t ry p lus 

add i t iona l l i s t s bu i l t in a s imi lar m a n n e r . 

S U R Q U E L Q U E S D É F I N I T I O N S ET T H É O R È M E S 
DE L ' A R I T H M É T I Q U E 

P a r M A R I E Z E R V O S , A t h è n e s 

D a n s une c o m m u n i c a t i o n fa i te au C o n g r è s de Bologne *) j ' a v a i s donné u n e e x p r e s 

sion nouvel le de la définit ion des n o m b r e s p r e m i e r s et j ' y ava i s ind iqué des consé

quences qui en résu l ten t . 

D e nouvel les recherches m ' o n t m o n t r é qu ' on peu t , en s ' appuyan t sur l ' idée d ' o rd r e , 

qu i m ' a condu i t à donne r la d i te exp re s s ion , fonder u n e mé t h o d e p o u r e x p r i m e r d ' u n e " 

m a n i è r e nouvel le beaucoup de théo rèmes de l ' A r i t h m é t i q u e e t é t e n d r e encore ce t te 

m a n i è r e d ' exp re s s ion à ce r t a ines p rop r i é t é s des congruences du p r e m i e r degré . 

J e m e b o r n e r a i ici à i nd ique r la modif icat ion de l ' express ion qui su rv i en t à quel

ques t héo rèmes de l ' A r i t h m é t i q u e é l émen ta i r e . 

l ) Atti del Congresso internazionale dei Matematici Bologna. 
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Cons idé rons le tab leau (A) (voir t r ava i l c i té) . 

O n p o u r r a i t s u p p r i m e r la p remiè re l igne, a lors n o m b r e p remie r est celui qui se 

t r o u v e seulement dans une l igne du d é t e r m i n a n t ; on modif ierai t a lors éga lement les 

a u t r e s définit ions données dans le t r a v a i l cité. 

Il es t év iden t que : 

I O T o u t n o m b r e composé se t r o u v e dans une l igne au mo ins dont le p r emie r élé

m e n t est u n n o m b r e p r e m i e r ; 

2° d e u x en t i e r s consécut i fs ne p e u v e n t pas se t r o u v e r dans une m ê m e l igne. 

Ceux-c i posés , on peu t m o n t r e r que si aucun des d e u x n o m b r e s a, ß se t r ouve 

dans u n e l igne d ' indice p, où p es t un n o m b r e p r e m i e r , ne se t r o u v e r a auss i dans 

la même l igne ni le p r o d u i t aß (voi r t r ava i l c i té) ; p a r conséquent , si le p r o d u i t 

aß se t r o u v e d a n s la l igne p, où p est u n n o m b r e p r e m i e r , un au moins des fac teurs 

a, ß se t r o u v e d a n s la l igne p. I l e n résu l t e a i sément que s'il es t impossible de t r o u v e r 

I O dans u n e m ê m e l igne les n o m b r e s a, ß, 

2° dans u n e m ê m e l igne les n o m b r e s a, y, 

a lo r s il sera imposs ib le de t r o u v e r d a n s une m ê m e l igne les n o m b r e s a et ßy etc. 

I l s ' ensui t i m m é d i a t e m e n t de p lus i eu r s théorèmes de l 'Ar i t hmé t ique . 

N o u s e x p r i m o n s auss i d 'une m a n i è r e un peu différente de l 'o rd ina i re la démons 

t r a t i o n du t h é o r è m e que la su i t e des n o m b r e s p r e m i e r s est i l l imitée : a u t r e m e n t d i t 

que, é t a n t d o n n é u n n o m b r e p r emie r p, il en e x i s t e u n p lus g r a n d . Cons idé rons , en 

effet, le n o m b r e cp (p) - f i , où cp (p) es t le n o m b r e qu 'on fo rme en mu l t i p l i an t en t r e 

e u x tous les n o m b r e s p r e m i e r s depuis 2 j usque p. S i le n o m b r e <p{p) -+- i n 'es t pas 

p r e m i e r , il se t r o u v e r a , d ' ap rès la r e m a r q u e I O , a u mo ins u n é lément t e ^ q u o n 

a en même t e m p s aKX = <p(p) - f i e t aK1 un n o m b r e p r e m i e r et, co mme <p (p) se 

t r o u v e dans chacune des l ignes con t enan t 2, 3 , . . p, d ' ap rè s la r e m a r q u e 2 0, le n o m b r e 

a es t un n o m b r e p r emie r p lus g r a n d que p. 
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SITZUNG VOM MITTWOCH 7. SEPTEMBER 

V o r s i t z : D . E . S m i t h . 

T H E I N T E R N A T I O N A L C O M M I S S I O N ON T H E 
T E A C H I N G OF M A T H E M A T I C S 

B y D A V I D E U G E N E S M I T H , P r e s i d e n t , N e w Y o r k 

T h i s C o m m i s s i o n w a s o rgan i zed a t t h e R o m e C o n g r e s s in 1 9 0 8 . T h e C e n t r a l 
C o m m i t t e e of o r g a n i z a t i o n w a s f o r t u n a t e in s e c u r i n g for i ts p r e s i d e n t a m a n of 
h i g h e s t m a t h e m a t i c a l ab i l i ty a n d one w h o w a s in t e re s t ed in all phases of t he t each ing 
of t h e s u b j e c t , — P r o f e s s o r F e l i x Klein of G ö t t i n g e n . T h e v ice -p res iden t , S i r G e o r g e 
Greenhill of L o n d o n , r ep re sen ted m a t h e m a t i c s chiefly as appl ied t o phys ica l p r o b l e m s . 
T h e sec re ta ry , P r o f e s s o r Fehr of Geneva , e d i t o r of LEnseignement Mathématique, 
r ep re sen t ed the t e a c h i n g aspec t . T h e c o m m i t t e e added to i ts n u m b e r s and secured 
the coopera t ion of t he na t iona l educa t ion d e p a r t m e n t s of the v a r i o u s coun t r i e s r e p r e 
sented a t t he C o n g r e s s . 

D u r i n g the n e x t four yea r s an in t ens ive s t u d y w a s m a d e of t he courses of m a t h e 
mat i ca l i n s t ruc t i on in all t he se coun t r i e s . B y 1 9 1 2 , w h e n t h e C o n g r e s s m e t a t 
C a m b r i d g e , a b o u t 2 0 0 r e p o r t s had been p u b l i s h e d , — t h e first g r e a t wor ld s u r v e y of 
a n y m a j o r sub jec t . T h e i m p o r t a n c e a n d influence of t h i s s u r v e y can h a r d l y be over 
e s t i m a t e d . I t enabled t he l eaders in the t e a c h i n g of t he s u b j e c t t o become in te r 
na t iona l ly minded . 

T h e w o r k , however , w a s no t comple ted , o w i n g to we l l -known wor ld condi t ions . 
In p a r t i c u l a r , t h e s t u d y of t he t r a i n i n g of t e ache r s w a s h a r d l y begun . T h e Bologna 
C o n g r e s s t he r e fo r e m a d e ce r t a in necessa ry changes in t h e m e m b e r s h i p of t h e Com
mis s ion and d i rec ted t h a t t h i s s t u d y be con t inued by new na t i ona l commi t t ee s , t he 
r e p o r t s t o be s u m m a r i z e d by P r o f e s s o r L o r i a of Genova . T h i s h a s been accompl ished 
as wel l as wor ld cond i t ions and the un ive r s a l financial depress ion have p e r m i t t e d , 
b u t is n o t ye t comple ted . 

T w o i m p o r t a n t ques t ions n o w a r i s e w i t h r e spec t t o the f u t u r e : 
1 ) Sha l l the w o r k of the C o m m i s s i o n be con t inued? 
2) I f so, w h a t shall be i ts n a t u r e ? 

D u r i n g m y p res idency , n o w definitely c o m i n g to a close, I h a v e n a t u r a l l y g iven 
m u c h a t t e n t i o n t o the p r o b l e m , c o n s u l t i n g m y col leagues on t h e va r ious aspec ts of 
the m a t t e r , and I feel t h a t neve r before h a s t h e r e been such a need for a s e a r c h i n g 
i n q u i r y i n t o the t r e n d of m a t h e m a t i c s in t h e schools , the colleges, and the u n i v e r s i -



Internationale Mathematische Unterrichtskommission 

LA C O M M I S S I O N I N T E R N A T I O N A L E DE 
L ' E N S E I G N E M E N T M A T H É M A T I Q U E DE 
1 9 2 8 — 1932. R A P P O R T S O M M A I R E 

P a r H . F E H R , Sec ré ta i r e -généra l , Genève 

L ' e x p o s é que v ien t de nous fa i re n o t r e p rés iden t , M . le P r o f e s s e u r D a v i d E u g e n 

S m i t h , me d i spense de r even i r sur le b u t que p o u r s u i t no t re Commiss ion e t sur les 

t r a v a u x qu'el le a accomplis depuis 1908. L ' ensemble des publ ica t ions figure sur les 

r a y o n s de l ' expos i t ion o rgan i sée p a r le congrès . I l n e comprend pas mo ins de 18 vo 

lumes . I l y a là u n e documen ta t i on i m p o r t a n t e qui e s t le r é su l t a t d 'une col laborat ion 

in t e rna t iona l e é tabl ie sur un p r o g r a m m e élaboré avec soin p a r le Comi t é cent ra l et 

d on t la réa l i sa t ion a pu ê t r e menée à b ien grâce au dévouemen t de n o m b r e u x colla

b o r a t e u r s . 

P e n d a n t les 4 années qui o n t suivi le Congrès de Bologne , le Comi t é centra l a é té 

composé comme s u i t : 

M M . David Eugen Smith ( N e w Y o r k ) p r é s i d e n t ; G. Castelnuovo ( R o m e ) et 

/. Hadamard ( P a r i s ) v ice -prés iden t s ; H. Fehr (Genève) secré ta i re -généra l ; IV. 

Lietsmann ( G ö t t i n g e n ) . 

L e s d i spos i t ions généra les adoptées p o u r les d e u x p remiè res pér iodes o n t é té con

firmées. E n ce qu i concerne les finances, le Comi té a décidé d ' inv i t e r les pays à ve r se r 
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t ies of the wor ld as t he re is a t p resen t . T h e revo lu t ion of ideas which is go ing on 

in every phase of life has no t failed t o concern m a t h e m a t i c s . 

I t he re fo re p ropose t h a t t he p resen t Commiss ion proceed to r eo rgan ize itself and 

to m a k e con tac t w i t h t he v a r i o u s c o u n t r i e s , e i ther t h r o u g h the na t iona l d e p a r t m e n t s 

of educa t ion o r t h r o u g h the l ead ing na t iona l societ ies of t eachers of m a t h e m a t i c s , 

and a r r a n g e t o r e p o r t in 1936 on t he p resen t gene ra l t r end in the t each ing of 

t he sub jec t . 

T h a t th i s t r e n d is c h a n g i n g radical ly in cer ta in coun t r i e s is a p p a r e n t ; t h a t i t is 

c h a n g i n g t o some degree t he o ther coun t r i e s is equal ly evident . T h a t t he C o m m i s 

sion wil l add to i ts m e m b e r s h i p some of the y o u n g e r men and w o m e n w h o a r e t o 

d i r ec t th i s t r end in safe lines is t o be expec ted . T h e bes t poss ib le aid to the teach ing 

of m a t h e m a t i c s in the n e x t gene ra t ion is t o m a k e k n o w n in each c o u n t r y t he 

s u b s t a n t i a l t r end in all o the r coun t r i es . 
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u n e c o n t r i b u t i o n d e frs . su i s ses 400.— payab les en u n ou p l u s i e u r s v e r s e m e n t s . Ces 

a l loca t ions son t des t inées -à c o u v r i r les dépenses du s e c r é t a r i a t généra l , n o t a m m e n t 

les f ra i s d ' impre s s ion des r a p p o r t s . Ces dépenses son t d 'a i l l eurs l imi tées a u s t r i c t 

nécessa i re : p e n d a n t la pé r iode de v i n g t a n s qu i s 'est écoulée de 1912 à fin 1931, les 

f ra i s se son t é levés à fr. 8.229.50, l a i s san t un déficit de fr. 956.— p r o v e n a n t des cot i 

sa t ions a r r i é r é e s . 

C h a r g é p a r le Congrè s de Bologne de r e c o n s t i t u e r à nouveau la C o m m i s s i o n , le 

C o m i t é cen t ra l s 'es t ad re s sé à tous les p a y s a y a n t p r i s p a r t à ce C o n g r è s . L a C o m m i s 

sion c o m p r e n d ac tue l lement des r e p r é s e n t a n t s des pays s u i v a n t s : 

A l l emagne , A n g l e t e r r e , A r g e n t i n e , A u s t r a l i e , A u t r i c h e , Belg ique , C a n a d a , Colonie 

du C a p , D a n e m a r k , E t a t s - U n i s d ' A m é r i q u e , F r a n c e , H o n g r i e , I ta l ie , N o r v è g e , P o 

logne, P o r t u g a l , R o u m a n i e , S u è d e , Su i s se , Tchécos lovaquie , Yougos lav ie . 

D e s d é m a r c h e s sont encore en cour s a u p r è s de p lus i eu r s p a y s qu i , nous l ' e spérons , 

ne t a r d e r o n s pas à renouve le r ou à d o n n e r leur adhés ion . 

Q u ' i l m e soit p e r m i s de r emerc i e r ici p u b l i q u e m e n t les g o u v e r n e m e n t s , a u t o r i t é s 

scolai res et assoc ia t ions qu i n ' o n t cessé d ' encou rage r et de s u b v e n t i o n n e r nos t r a v a u x . 

N o u s t enons à rappe le r ici la sér ie des r a p p o r t s d û s à l ' in i t i a t ive de la sous-com-

iniss ion a m é r i c a i n e et des t inés à expose r , p o u r les p r i n c i p a u x p a y s , « les modif icat ions 

essent iel les de l ' ense ignement m a t h é m a t i q u e d a n s les p r i n c i p a u x pays depu i s 191 o. » 

Ces r a p p o r t s on t é té pub l iés s i m u l t a n é m e n t d a n s le Y e a r b o o k of t he Counci l of 

T e a c h e r s , à N e w Y o r k e t d a n s l'Enseignement Mathématique. I l s concernen t les pays 

s u i v a n t s : A l l emagne , A n g l e t e r r e , A u t r i c h e , E t a t s - U n i s , F r a n c e , Ho l l ande , J apon , 

I t a l i e , S c a n d i n a v i e , Su i s se , Tchécos lovaqu ie et R u s s i e . D ' a u t r e s pays v o u d r o n t sans 

d o u t e se j o i n d r e à ce t te l i s te ; leurs r a p p o r t s se ron t les b i envenus . 

C o n f o r m é m e n t a u x v œ u x e x p r i m é s au Congrè s de Bologne , le C o m i t é cen t ra l s 'est 

a t t a c h é t o u t p a r t i c u l i è r e m e n t à l 'é tude de la p r é p a r a t i o n t héo r ique et p r a t i q u e des 

p r o f e s s e u r s de m a t h é m a t i q u e s . 

L e p lan généra l des t r a v a u x ava i t dé j à é té é tabl i au l endemain de la Conférence 

i n t e r n a t i o n a l e t enue à P a r i s en avr i l 1914. L e q u e s t i o n n a i r e a é té revu e t complété . 

M . le P r o f e s s e u r L o r i a a b ien voulu se c h a r g e r du r a p p o r t que nous a u r o n s le p r i v i 

lège d ' e n t e n d r e t o u t à l 'heure . S o n e x p o s é sera publ ié d a n s l'Enseignement Mathé

matique avec un ape rçu de la d i scuss ion ; il sera su iv i d 'un e x t r a i t des p r i n c i p a u x 

r a p p o r t s et d o c u m e n t s fou rn i s pa r les co l l abo ra t eu r s . 

A u n o m du C o m i t é cen t ra l , j ' e x p r i m e dès m a i n t e n a n t t ou t e n o t r e g r a t i t u d e au r a p 

p o r t e u r généra l , M . le P r o f e s s e u r L o r i a et à M M . les délégués qui o n t bien vou lu 

r é p o n d r e à n o t r e q u e s t i o n n a i r e . N o u s nous fél ici tons de p o u v o i r cons ta t e r , qu ' en 

dép i t des obs tac les que l 'on r e n c o n t r e d a n s d ' a u t r e s doma ines , la col labora t ion in t e r 

na t i ona l e d a n s celui de l ' ense ignement m a t h é m a t i q u e n ' a j a m a i s fai t dé fau t . 
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DER G E G E N W Ä R T I G E Z U S T A N D DER F R A G E 
DER A U S B I L D U N G D E R M A T H E M A T I K - L E H R E R 
IN D E U T S C H L A N D 

Von G. H A M E L , Ber l in 

G e s t a t t e n S ie , daß ich S ie k u r z noch e twas aus führ l i che r übe r e inige D i n g e u n t e r 

r ich te , d ie in Deu t sch l and augenbl ickl ich im V o r d e r g r u n d s tehen und von denen ich 

a n n e h m e n kann , daß sie als zum T h e m a gehör ig , I h r I n t e r e s s e e r r e g e n werden . 

Z u n ä c h s t e t w a s O r g a n i s a t o r i s c h e s : I n Deu t sch land bi ldete sich 1921 ein ma thema

t i scher R e i c h s v e r b a n d , k u r z M . R . genann t , e ine S p i t z e n o r g a n i s a t i o n der m a t h e m a 

t i sch-wissenschaf t l ich und m a t h e m a t i s c h - p ä d a g o g i s c h in t e res s i e r t en V e r e i n e und Ge-
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LA P R E P A R A T I O N T H É O R I Q U E ET P R A T I Q U E 
D E S P R O F E S S E U R S DE M A T H É M A T I Q U E S DE 
L ' E N S E I G N E M E N T S E C O N D A I R E 

P a r G I N O L O R I A , Genova ' 

E n avr i l 1914, la Commiss ion I n t e r n a t i o n a l e de l 'Ense ignemen t M a t h é m a t i q u e a 

p r i s l ' in i t ia t ive d 'une é tude généra le su r la p r é p a r a t i o n des p ro fes seu r s de m a t h é 

m a t i q u e s de l ' ense ignement seconda i re dans les d ive r s pays . L e t r ava i l a é té r ep r i s 

au lendemain du Congrè s de Bologne. U n e nouvel le éd i t ion du ques t i onna i r e a é té 

ad res sée à tous les pays r ep résen tés d a n s la Commiss ion . T r e i z e dé léga t ions on t b ien 

voulu fou rn i r les r ense ignemen t s nécessa i res , t a n d i s q u ' a u x E t a t s - U n i s u n e commis 

sion spéciale p o u r s u i t encore l ' é tude de ces ques t ions . D a n s ce r a p p o r t généra l (que 

l ' au t eu r cons idè re comme une so r t e d ' a v a n t - p r o p o s du fascicule d a n s lequel se ron t 

r éun i s des e x t r a i t s des r a p p o r t s n a t i o n a u x ) se t r o u v e n t r a p i d e m e n t indiquées les 

différentes ques t ions re la t ives à l ' i n s t ruc t ion des f u t u r s p ro fesseur s de l ' ense ignement 

secondai re , avec des ape rçus sur les solut ions adop tées ou proposées dans les différents 

pays . A u lieu de se se rv i r de la f o r m e c lass ique d 'un r a p p o r t , l ' au teur a p ré fé ré 

d o n n e r à son exposé la fo rme d 'un d ia logue avec u n j eune h o m m e s ' i n t é res san t à t ou t 

ce qui a t r a i t a u x m a t h é m a t i q u e s e t à leur ense ignemen t . 
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Seilschaften. E r s t e h t m i t d e m D a m n u ( D e u t s c h e r A u s s c h u ß für den m a t h e m a t i s c h e n 
u n d n a t u r w i s s e n s c h a f t l i c h e n U n t e r r i c h t ) in e n g s t e r V e r b i n d u n g , e b e n s o . m i t dem 
F ö r d e r v e r e i n . S e i n e A u f g a b e i s t d ie V e r t r e t u n g de r M a t h e m a t i k in L e b e n und 
Schu le , V e r t e i d i g u n g ih re r S t e l l u n g und A u s w e i t u n g ih res W i r k u n g s b e r e i c h e s . D i e 
p ä d a g o g i s c h e n P r o b l e m e g e h ö r e n so w e i t z u se inem A u f g a b e n k r e i s , als sie sowohl 
H o c h s c h u l e wie höhe re Schu le (Mi t t e l schu le ) anbetreffen. V o r s i t z e n d e r des A r b e i t s 
a u s s c h u s s e s des M . R . i s t augenbl ick l ich der Be r i ch t e r . 

D i e P r o b l e m e , d ie den M . R . j e t z t b e s o n d e r s beschäf t igen , s ind die fo lgenden : D i e 
a k a d e m i s c h e L e h r - und L e r n f r e i h e i t , d ie w i r in D e u t s c h l a n d haben und a n der u n b e 
d i n g t fes tgeha l ten w e r d e n soll, b r i n g t bei der f o r t d a u e r n d e n E n t w i c k l u n g u n s e r e r 
W i s s e n s c h a f t S c h w i e r i g k e i t e n m i t sich. M a n h a t von e iner doppe l t en D i s k o n t i n u i t ä t 
g e s p r o c h e n : D e r e r s t e n zu B e g i n n des S t u d i u m s , w o der j u n g e Student - s ich an d ie 
g a n z a n d e r e A r t des H o c h s c h u l u n t e r r i c h t e s g e w ö h n e n m u ß und der P r o f e s s o r z u 
leicht v e r g i ß t , d a ß auch der B e g a b t e n ich t gleich die höchs ten A b s t r a k t i o n e n beg re i f t ; 
und von de r zwei ten , bei U e b e r g a n g des w e r d e n d e n L e h r e r s von der Hochschu l e in 
die Schule , w o d ie A u f g a b e a n ihn h e r a n t r i t t , d ie e r w o r b e n e W i s s e n s c h a f t so u m z u -
schmelzen, d a ß sie Schü le rn ve r s t änd l i ch w i r d . D a d u r c h , daß w i r j e t z t ob l iga to r i sch 
fas t in al len Schu len Di f fe ren t i a l r echnung u n d me i s t auch I n t e g r a l r e c h n u n g be t r e iben , 
is t g e r a d e dieses P r o b l e m r e c h t b r ennend g e w o r d e n . E s g i l t a lso , den H o c h s c h u l 
u n t e r r i c h t so auszuges t a l t en , d a ß er d e m z u k ü n f t i g e n L e h r e r das g ib t , w a s er für die 
Schule b r a u c h t , ohne d a ß d a r u n t e r d ie Wis senscha f t l i chke i t leidet . D e r L e h r e r soll 
F a c h m a t h e m a t i k e r w e r d e n , a b e r kein e igent l icher Ge lehr te r . H i e r l iegt ein P r o b l e m , 
w i r ve r suchen , es du rch wiede rho l t e A u s s p r a c h e n zwischen den Hochschu l l eh re rn 
u n t e r M i t w i r k u n g e r f ah rene r S c h u l m ä n n e r in f re ier U e b e r e i n k u n f t zu lösen, ohne 
eine R e g e l u n g von S e i t e n de r B e h ö r d e a n z u s t r e b e n und , dies sei wiede rho l t , u n t e r 
W a h r u n g voller L e h r - und L e r n f r e i h e i t . 

D ie A u s g e s t a l t u n g der P r ü f u n g s o r d n u n g für die K a n d i d a t e n des höhe ren L e h r 
a m t e s g i b t den ä u ß e r e n R a h m e n . D a z u g e h ö r t ein zwei tes P r o b l e m , d a s der W a h l 
de r L e h r f ä c h e r , v o n denen in P r e u ß e n der K a n d i d a t b is j e t z t be l ieb ig dre i (zwei 
H a u p t - und ein Neben fach ) wäh l en kann . ( In e in igen s ü d d e u t s c h e n S t a a t e n bes tehen 
B i n d u n g e n . ) Z w i s c h e n d ie sem E x t r e m d e r völ l ig f re ien W a h l der F ä c h e r u n d einer 
ganz s t r e n g e n B i n d u n g (beispie lsweise M a t h e m a t i k und P h y s i k als H a u p t f ä c h e r , B io 
logie ode r Chemie als Neben fach ) gi l t es ebenfal ls e ine v e r n ü n f t i g e M i t t e zu finden, 
d ie E inhe i t l i chke i t des S t u d i u m s gewähr l e i s t e t , abe r besonder s g e a r t e t e n T a l e n t e n 
doch freie B a h n läßt . D a s P r o b l e m der U e b e r l a s t u n g des S t u d e n t e n will h ie rbe i wohl 
beach t e t w e r d e n ; schon j e t z t s t u d i e r t auch der k ü n f t i g e L e h r e r vielfach zu lange. 
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SÉANCE DU VENDREDI p SEPTEMBRE 

P r é s i d e n c e : D . E . Smi th , J . H a d a m a r d . 

L e s r ense ignemen t s complémen ta i r e s fourn is p a r M . le Prof . H a m e l on t é té su iv i s , 

d a n s la séance du v e n d r e d i 9 s ep t embre , d 'une d i scuss ion su r que lques-uns des ob je t s 

du r a p p o r t de M . le Prof . L o r i a . 

P u i s v i n t une p a r t i e a d m i n i s t r a t i v e consacrée a u renouve l lement du Comi t é cen t ra l 

e t à l ' e x a m e n du p lan de t r a v a i l p o u r une nouvel le pé r iode de q u a t r e ans . 

L a C o m m i s s i o n a e n r e g i s t r é avec r e g r e t la décis ion de M . le Prof . D . E . S m i t h de 

se r e t i r e r du comi té p o u r r a i son d ' âge et de san té . E n reconna issance des services 

r e n d u s à la Commiss ion don t il a é té le pr incipal in i t i a t eu r et l 'un des m e m b r e s les 

p lus ac t i f s , M . D . E . SMITH a é t é n o m m é P r é s i d e n t d 'honneur de la Commiss ion 

in t e rna t iona l e de l ' E n s e i g n e m e n t m a t h é m a t i q u e . 

Réso lu t ions . — A p r è s d i scuss ion la Commiss ion e t la Sec t ion V I I I o n t adop té les 

réso lu t ions su ivan t e s à s o u m e t t r e à l ' approba t ion du Congrès : 

1 . L e Congrè s inv i t e la C o m m i s s i o n I n t e r n a t i o n a l e de l ' E n s e i g n e m e n t M a t h é m a 

t ique à p o u r s u i v r e ses t r a v a u x ; il n ' e n r é su l t e r a aucune obl iga t ion financière p o u r le 

C o n g r è s e t la Sec t ion V I I I . 

2. J u s q u ' a u Congrè s de 1 9 3 6 le Comi t é cen t ra l se ra composé de M M . 

J . H a d a m a r d ( P a r i s ) , P r é s i d e n t 

P . H e e g a a r d (Os lo ) 1 

W . L i e t z m a n n ( G o e t t i n g e n ) > Vice-prés iden ts , 

G. Sco rza ( N a p l e s ) 5 

H . F e h r (Genève ) , S e c r é t a i r e - g é n é r a l et T r é s o r i e r . 

I l p o u r r a dés igne r un ou p lus i eu r s v ice -p rés iden t s , un sec ré ta i r e -ad jo in t et d ' au t r e s 

m e m b r e s e n t r e a u t r e s M . E . H . Nevi l le (Read ing , A n g l e t e r r e ) ; il p o u r r a n o m m e r des 

m e m b r e s h o n o r a i r e s . L e Comi t é cen t ra l p o u r r a cons t i t ue r des sous-commiss ions 

na t iona les en s ' ad r e s san t a u x G o u v e r n e m e n t s ou a u x Assoc ia t ions m a t h é m a t i q u e s ; 

il i ncombera a u x sous -commiss ions na t iona les de fa i re les démarches ut i les en vue 

d ' ob ten i r les c o n t r i b u t i o n s p e r m e t t a n t de couvr i r les dépenses du sec ré t a r i a t généra l . 

3 . L a Commis s ion est invi tée à é labore r un r a p p o r t s u r les tendances actuelles 

dans le développement de l'enseignement mathématique dans les divers pays. L e s 

r a p p o r t s n a t i o n a u x s e r o n t exposés pe r sonne l l ement p a r leurs a u t e u r s au p rocha in 

C o n g r è s ; les r a p p o r t s comple ts se ron t r emis au secré ta i re -généra l . 
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BESCHLUSS DER INTERNATIONALEN MATHEMATISCHEN 
UNTERRICHTSKOMMISSION 

in der gemeinsamen Sitzung mit der Sektion VIII vom p . September iç32. 

1 . D i e I n t e r n a t i o n a l e M a t h e m a t i s c h e U n t e r r i c h t s k o m m i s s i o n se tz t ih re A r b e i t e n 
fo r t o h n e i rgendwe lche geldl ichen Verpf l i ch tungen se i t ens des K o n g r e s s e s ode r se i tens 
de r S e k t i o n V I I I . 

2 . D e n H a u p t a u s s c h u ß b i lden : 

J . H a d a m a r d ( P a r i s ) , P r ä s i d e n t , 
P . H e e g a a r d (Os lo) \ 
W . L i e t z m a n n ( G ö t t i n g e n ) j V i z e p r ä s i d e n t e n , 
G. Sco rza (Neape l ) ) 
H . F e h r ( G e n f ) , G e n e r a l s e k r e t ä r und S c h a t z m e i s t e r . 

D e r H a u p t a u s s c h u ß w i r d z u r Zuwah l e ines H i l f s s e k r e t ä r s , von V i z e p r ä s i d e n t e n , 
von M i t g l i e d e r n , u n t e r ihnen Prof . Nevi l le ( R e a d i n g , E n g l a n d ) u n d E h r e n m i t g l i e 
d e r n e r m ä c h t i g t . A u f g a b e des H a u p t a u s s c h u s s e s is t es , in den L ä n d e r n U n t e r a u s 
schüsse ins L e b e n zu rufen . Diese können , je nach den U m s t ä n d e n , d u r c h U n t e r 
r i ch t sbehö rden , d u r c h m a t h e m a t i s c h e V e r e i n i g u n g e n oder s e lb s t änd ig e ingese tz t 
werden . D i e U n t e r a u s s c h ü s s e s ind verpfl ichtet , für die G e s c h ä f t s f ü h r u n g a n das 
S e k r e t a r i a t e inen B e i t r a g zu d e n U n k o s t e n zu leisten. 

3. D i e K o m m i s s i o n soll e inen B e r i c h t über die gegenwärtigen Entwicklungs
tendenzen im mathematischen Unterricht der verschiedenen Länder erstatten. D ie E i n 
ze lber ich te sollen von den V e r t r e t e r n der e inze lnen L ä n d e r mögl i chs t persönl ich auf 
dem n ä c h s t e n K o n g r e ß in O s l o (1936) e r s t a t t e t w e r d e n ; die vo l l s t änd igen Be r i ch t e 
w e r d e n d e m G e n e r a l s e k r e t a r i a t z u r V e r f ü g u n g geste l l t . 

Reso lu t ions D u r i n g i ts sess ion of W e d n e s d a y , S e p t e m b e r 9, 1932, the I n t e r 
na t i ona l Commis s ion on the T e a c h i n g of M a t h e m a t i c s and Sec t ion V I I I , adop ted 
t h e fo l lowing reso lu t ions sub j ec t t o t he app rova l of t he C o n g r e s s . 

(1 ) T h a t the C o n g r e s s inv i t e t h e I n t e r n a t i o n a l C o m m i s s i o n on the T e a c h i n g of 
M a t h e m a t i c s t o con t i nue i t s w o r k ; t h a t t h i s ac t ion should no t involve e i the r the 
C o n g r e s s o r Sec t ion V I I I in a n y financial ob l iga t ion . 

(2) T h a t un t i l t h e C o n g r e s s of 1936 t he Cen t r a l C o m m i t t e e will be composed of: 
J . H a d a m a r d ( P a r i s ) , P r e s i d e n t 
P . H e e g a a r d (Os lo ) l 
W . L i e t z m a n n (Goe t t i ngen ) > V i c e - P r e s i d e n t s , 
G. S c o r z a ( N a p o l i ) \ 
H . F e h r ( G e n e v a ) , Genera l S e c r e t a r y a n d T r e a s u r e r . 
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O n e o r m o r e v ice -pres iden t s , an a s s i s t a n t s ec re t a ry ; and o the r m e m b e r s inc luding 

M . E . H . Nevil le (Read ing , E n g l a n d ) , may be a d d e d ; h o n o r a r y m e m b e r s m a y a lso 

be appoin ted . 

T h e Cent ra l C o m m i t t e e m a y b e c rea te na t iona l subcommiss ions e i ther by appl ica t ions 

t o the G o v e r n m e n t s or t o the M a t h e m a t i c a l Assoc i a t i ons ; na t iona l subcommiss ions 

a r e bound to u n d e r t a k e useful work t o w a r d col lect ing con t r ibu t ions which will cover 

t he expenses of t he genera l sec re ta r i a t . 

(3) T h e Commiss ion is invited to e labora te a r epo r t concern ing presen t tendencies 

in t he deve lopment of m a t h e m a t i c a l t each ing in t he v a r i o u s c o u n t r i e s ; 

A u t h o r s of na t iona l r e p o r t s will be called upon t o p resen t these in pe r son a t the 

n e x t C o n g r e s s ; the complete r e p o r t s m u s t be sent in t o the Genera l Sec re ta ry . 

Riso luz ione Nella sua sedu ta di venerd ì 9 s e t t e m b r e 1 9 3 2 la C o m m i s s i o n e I n t e r 

naz iona le de l l ' i n segnamen to m a t e m a t i c o e la Sez ione V i l i h a n n o a d o t t a t o la seguente 

r i so luz ione da s o t t o m e t t e r e a l l ' approvaz ione del C o n g r e s s o : 

1 . I l Cong re s so inv i t a la Commiss ione In t e rnaz iona l e de l l ' i n segnamento ma t e 

m a t i c o a c o n t i n u a r e i suoi lavor i senza a lcun i m p e g n o finanziario da pa r t e del 

C o n g r e s s o o da p a r t e della Sez ione V i l i . 

2 . F i n o al Congre s so del 1 9 3 6 il C o m i t a t o cen t ra le r i su l t e rà compos to dei seguent i 

m e m b r i : 

Prof . J . H a d a m a r d ( P a r i s ) , P r e s i d e n t e 

,, P . H e e g a a r d (Oslo) I 

„ W . L i e t z m a n n (Goe t t i ngen ) 1 V ice -p re s iden t i , 

G. Scorza (Napo l i ) \ 

„ H . F e h r ( G i n e v r a ) , S e g r e t a r i o Genera le e t e sor ie re . 

I l C o m i t a t o Cen t r a l e p o t r à de s igna re u n o o più Vicepres iden t i , un V ice seg re t a r i o 

e a l t r i m e m b r i e t r a ques t i il Prof . Nev i l l e ( R e a d i n g , E n g l a n d ) ; p o t r à a l t res ì n o mi 

n a r e dei m e m b r i ono ra r i . 

I l C o m i t a t o cen t ra le p o t r à cos t i t u i r e dei so t tocomi t a t i naz iona l i r ivo lgendos i a i 

Gove rn i o alle assoc iaz ioni m a t e m a t i c h e ; spe t t e r à a i so t tocomi ta t i di a d o p r a r s i in 

m o d o ut i le onde o t t ene re i con t r ibu t i che possano p e r m e t t e r e di copr i re le spese del 

s e g r e t a r i o genera le . 

3 . L a Commiss ione è i nv i t a t a a e l abora re un r a p p o r t o sulle t endenze a t tua l i sullo 

sv i luppo dell ' i n s e g n a m e n t o m a t e m a t i c o nei d ive r s i paesi . I r a p p o r t i nazional i 

s a r a n n o espost i pe r sona lmen te dagli a u t o r i al p r o s s i m o Congres so , i r a p p o r t i complet i 

s a r a n n o consegna t i al S e g r e t a r i o genera le . 

Ces ré so lu t ions on t é té app rouvées à l ' unan imi t é p a r le Congrè s d a n s sa séance de 

c lô ture du lundi 1 2 s e p t e m b r e 1 9 3 2 . 


